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III. Kapitel. 

Einteilung der Flächen zweiter Klasse. 

§ 101. Einteilung der Flächen zweiter Klasse nach dem Rang und 

dem Mittelpunkt. 

1. Einteilung der Flächen zweiter Klasse nach dem Bang. 

Auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oa;yjer, bezogen, sei die 
Gleichung der Fläche zweiter Klasse (§ 75, (1)): 

F(u, V, Wj s) = 6iiM* + 6„t?* + 653 M?* + 2\^vw + 2\^wu 

^ ^ + 26i,wt; + 2\^us + 2})^^vS'\-2})^ws + 644S* - 0. 

Die Determinante der Fläche ist (§ 75, 3): 

(2) s=\K\, 

und es werde zur Abkürzung gesetzt (§ 79, (5)): 

^' = ^n + ^^22 + J5j3 + B^y 
-B" = ßn + ßi2 + ßtß + ßu + ßbb + ßfid, 

In Rücksicht auf die Anzahl ihrer Doppdehenen, bezüglich ihres 
Ranges, zerfallen die Flächen (1) nach § 81, 8 in folgende Gruppen: 

I. jB + 0: Eigentliche Flächen zweiter Klasse; 
II. B-0, B' + O (B«0, nicht alle 5^,« 0): Eigentliche Kurven 

zweiter Klasse; 
lU. JB - 0, J5' = 0, 5'V (alle B,^ = 0, nicht aUe ßj,, = 0): 

Getrennte Punktepaare; 
IV. JB = 0, B' « 0, 5" - (aUe ß^, = 0): Doppelpunkte. 

2. Einteilung in bezug auf die unendlich ferne Ebene. Die 

unendlich ferne Ebene m = 0, i? = 0, u; = 0, 5=1 genügt der Glei- 
chung (1) immer dann und nur dann, wenn 6^ = 0. Sie genügt 
femer den vier Bedingungen der Doppelebene § 76, (16) immer dann 
und nur dann, wenn b^^ = 0, 6,^ «= 0, b^^ = 0, 644 = 0. 

In bezug auf die tmendlidi ferne Ebene E« zerfallen daher die 
Flächen (l) in die drei Gruppen: 

Staude, 71&ohen «weiter Ordnung. IL 86 
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550 § 101, 2—4. 

1. 6^ + 0: E.0 gehört der Flache (1) nicht an (ist keine Tan- 
gentialebene, § 75, 1); 
(6) {2. 644 ™ 0; &14, 624, 634 nicht alle 0: E« gehört der Fläche als ein- 
fache Ebene an; 
3. 644— 0; 614— 0, &24"™ 0, 6j4=- 0: E» ist Doppelebene der Fläche. 

3. Andere Form der Bedingungen (5). Setzt man zur Ab- 
kürzung: 

(6) ßo'-ßu+ As + ßn, 
so ist für 644= (I Anm. 1, III, (4)): 

(7) Bo =-(&«, + iL + 61,). 

Daher sind die Bedingungen (5) auch ersetzbar durch die folgenden: 

(8) 1. &44 + 0; 2. 644 = 0; Bo+0; 3. b^-^O, Bo=0. 

4. Der Mittelpunkt der Flächen zweiter Elasse. Transformiert 
man die Gleich ang (1) auf ein neues recMwinkliges Koordinatensystem 
O'x'y z\ so werden nach § 75, (15); (11) die in w', t;', w linearen 
Glieder der transformierten Gleichung immer dann und nur dann 
fehlen, wenn: 

\k - F^{<^ißiyiO - K^x + Kßi + KYi + *44< -* 0, 

(9) K, = F,(a,ß,y,y,') - 6,4«, + b,,ß, + b^y, + b^y,' ^ 0, 

oder mit Benutzung von § 75, (8); (11): 

ib^ia^XQ + /Sif/o + ri^o) = ^4«i + Kßi + Kru 

(10) b^{a^x^ + ftyo + ^2^0) = *u«2 + ^24^ + bj^^y^, 

'^44 («8^0 + ßzVo + ys^o) = ^4^8 + Kß^ + *84yS- 

Hieraus folgt durch Multiplikation mit a^, a^, a^ oder /S^, ßi, ßs oder 
^1,^2,^8 ^°d Addition (§ 88, (7); (8)): 

(11) ^44^0 ^-^UJ KVo^K^ ^44^0^^847 

woraus auch umgekehrt wieder die Gleichungen (10) oder(9) hervorgehen. 
Die auf das neue Koordinatensystem O'xyz transformierte Glei- 
chung (1) erhäU, unabhängig von der Richtung der Achsen x\ y, z\ 
immer dann und nur dann die Form: 

F{u, V, w, s) - b\,u' + V,,v'^ + b,,w' 

^ ^ + 2b'^^vw + 2b'^yu + 2b\^uv + &;,5'* - 0, 

wenn der Anfangspunkt 0' ^x^^y^^z^ den Bedingungen (11) genügt. 

Er ist dann nach § 77, (7) der Fol der unendlich fernen Ebene 
f* = 0, 1; = 0, i€ ^Oy s = 1, der Mittdpunkt der Fläche zweiter Klasse 



§ 101, 6—6. 
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6. Einteilung der Flächen nach dem Mittelpunkt. Ist nun 

bu'^Of 80 gibt es nach (11) einen bestimmten endlichen Mittelpunkt: 



(13) 



h. 



^0 — h"} 

*'44 



*'44 



*'44 

Die Fläche (1) ist eine Mittelpunläsfläche und die Gleichung (12) 
ihre MittelpunJctsgleichung, Die Ebene E» ist^ da sie nicht mit ihrem 
Pol vereinigt liegt, wie in (5), keine Tangentialebene (§ 77, 4, I). 

Ist 644 ^ 0, aber 6^^, h^^, h^^ nicht alle Null, so gibt es nach (11) 
einen unendlich fernen Mittdpu/nkt, Die Ebene E» liegt mit ihrem 
Pol vereinigt und ist, wie in (5), einfache Tangentialebene. 

Ist endlich b^ = 0, b^^ =« 0, b^^ == 0, 634 =« 0, so ist nach (11) der 
Mittelpunkt unbestimmt und nach (9) b\^ « 0, b'^^ =• 0, 63^ =» 0, sowie 
nach § 75, (16) V^ = 0. Die Fläche (1) hat dann in jedem Koordi- 
natensystem eine Gleichung von der Form: 

(14) F{uyV,WyS)^b^^u^+b^^v^+b^^w^+2b^^vw+2b^^wu + 2b^^uv^0, 

Sie ist eine in der unendlich fernen Ebene liegende Kurve zweiter 
Klasse (§ 80, (19')). 

In den Fällen (5) 1., 2. und 3. hat daher die Fläche einen be- 
stimmten endlichen, einen bestimmten unendlich fernen oder einen 
unbestimmten Mittelpunkt. 

6. Vorläufige Einteilung der Flächen zweiter Elasse. Hiemach 
zerfallen die Flächen zweiter Klasse nach ihrem Range einerseits und 
nach ihrem Mittelpunkt, bezüglich ihrem Verhalten gegen die Ebene 
Eeo andererseits in folgende Gruppen ^^): 



(16) 



^4 + 



best. endl. Mittel- 
punkt 

Ejo keine Tang.- 
Ebene 



5 + 0: !5=0,5'=4=0:.B = 0,5'=0 



Eigentl. Fl. 
2. Klasse 



Eigentl. Kurv. 
2. Klasse 



5" + 0: 
Punktepaare 



644=0, 
Bp + O 



best. 00 f. Mittel- 
punkt 

E^ einf. Tang.-E. 



■, _Q [unbest. Mittelp. 



B. 



I Ex Doppelteng.- 
' Ebene 




1,2 



11,2 



111,2 



Doppelpunkt. 











n, 3 



in, 3 



IV, 8 
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552 § 101, 6. § 102, 1-2. 

Der Fall I, 3 ist unmöglich^ da mit b^^O, B^ = oder b^ = 0, 
hl - 0, ^4 = 0, ^8^ - stets B = 0; der FaU IV, 2 ist unmöglich, 
da mit allen /S^, nach (6) auch Bo =- (§ 27, 6). 

§ 102. Hauptachsenrichtungen nnd Hauptachsenkoeffizienten der 

Mittelpunktsflächen. 

1. Hauptachsen der MittelpiinktBfl&chen. Hat die Fläche zweiter 
Klasse § 101, (1) einen bestimmten Mittelpunkt 0' ^ x^, y^j jSq in 
§ 101, (13), so hat ihre Gleichung in jedem von diesem ausgehenden 
rechtwinkligen System 0' xy z' die Form § 101, (12). Die neuen 
Koeffizienten sind dann nach § 75, (13); (14); (11) infolge der Bedin- 
gungen § 101, (9): 

Ki = F^(a^ß^y^y^')a^ + F^(a^ß,y^y^')ß^ + F^(a^ß^y^yo')yj,, 

(2) fcn ^ F,(a,ß,yX)cc^ + F,{a,ß^y,z,')ß, + F^{a,ß,y,z^)y^, 

Ki - F,{a,ß,y,x^')a, + F,{a,ß,y,x^')ß, + F^{a^ß,y^x^)y^, 

Wir nennen nun die vom Mittelpunkt (X ausgehenden Achsen x', y\ z 
die Hauptachsen der Fläche^ wenn die Bedingungen: 

(3) 6„ = 0, 63, = 0, 6;, = o 

erfüllt sind. Die Koeffizienten 5^^, b'^^, 633 heißen alsdann Haupt- 
achsenkoeffizienten. 

Wie in § 88, 3 handelt es sich nunmehr um die Bestimmung 
der zwölf Unbekannten b[^, V^, b'^^\ «j, ß^, y^; «g, ß^, y^\ a^, ft, y^ 
aus den sechs Gleichungen (1) und (3) und den sechs Gleichungen 
§ 88, (3); (4), aus denen außerdem die sechs Gleichungen § 88, (7), (8) 
folgen. Wir fügen dazu noch drei weitere Unbekannte x^, y©', V ^^ 
drei weiteren Gleichungen § 101, (9), so daß wir fünfzehn Unbekannte 
und fünfzehn Gleichungen haben. 

2. Notwendige Bedingungen. Die erste Gleichung (1) und die 
beiden letzten (3): 

FMßiri^o>i + F,{a,ß,r,x,')ß, + F,{a,ß,y,x^)y, = b\,, 
mF,{a,ß,y^x^')a, + F,{a,ß,y,x,')ß, + F,(aJ,y,Xo)y, = 0, 
F,{a,ß,y,x,')a, + F,{a,ß,y,x^)ß, + F,{a,ß,y,x^)y, = 

geben, mit a^, «,, «g oder ß^, /3g, ß^ oder y^, y^y y^ multipliziert und 
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addiert mit Hinblick auf § 88, (7); (8) und mit Hinzufttgung je einer 
Gleichung von § 101, (9) und § 88, (3): 



(5) 






Man hat daJier für die fünf Unbekannten 6^^, Oj, /S^, y^, Xq die 
Gleichungen (5) und ebenso für die beiden anderen Gruppen von je 
fimf Unbekannten die Gleichungen: 



(6) 



Fi(a»ßiY,yo) -Vftßty 
Fs{«i ß^rtVo) = *««?'»> 

^Miß^rtVo) = 0, 



(7) 






(8) 



3. Hinreichende Bedingungen. Umgekehrt folgt aus den drei 
ersten Gleichungen (5) durch Multiplikation mit a^, ß^ y^ und Addition 
mit Rücksicht auf die fünfte Gleichung (5) wieder die erste Glei- 
chung (1) und ebenso aus (6) und (7) die anderen Gleichungen (1). 

Multipliziert man femer die drei ersten Gleichungen (6) mit 
a^f ß^, y^ und (7) mit a^, ß^, y^ und addiert^ so ergibt sich mit 
Rücksicht auf (2): 

Kz = *'33(«i«8 + ß^ßz + y%rz)- 

Hieraus folgt aber unter der Voraussetzung 622 + ^33» ^*^- 

(9) 6;3 = und (10) a^a, + ß^ß^ + y^y^-0. 

Ist dagegen b'^^ = 633, so muß zu (8) noch die Gleichung (10) hinzu- 
gefügt werden, um die Gleichung (9) zu folgern. Somit ergibt sich 
wie in § 88, 6: 

Die fünfzehn Gleichungen (5), (6), (7) sind hinreichende Bedingungen 
für die drei Gruppen der Unbekannten ^n, «i, A, ^i, ^0'; ^22; ^2; A? 
7%} yo'5 ^33? ^Z9 ßzf ysf ^0 7 A'^^ ^'^ ^^^ Hauptachsenkoeffizienten b'^^, b'^^, 
633 alle verschieden sind, Ist dagegen 6^2 ^ ^33? ^^ ^***^ '^^^^ ^*^ ^^^" 
chung (10), und sind b[^ = V^^ = 633, so müssen noch die drei Glei- 
chungen § 88, (4) hinzugefügt werden. 
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4. Die kubische Gleichung der HauptaohBenkoefflzienten. Aus- 
führlich geschrieben, lauten die Gleichungen (5): 

(11) \ h^^a^ + b^^ß, + (&58 - h[,)y, + \^x^ = O; 

&41 «1 + K ßi + *« Yi + *44< == 0, 

und entsprechend die Gleichungen (6) und (7). Damit folgt^ wie in 
§88,7: 

Jeder der drei Hauptachsenkoeffizienten 6j,, 6gj, 6^ muß der in fi 
kubischen Gleichung genügen: 



(12) 



EW = 



'11 



'81 



'81 



'41 






14 



'94 



'88 



'48 



K—i^ * 



= 0. 



'43 



S4 I 



'44 



Sie heißt die kubische Gleichung des HauptacJisenpröhlems der 
Fläche zweiter Klasse § 101, (1).«^) 

5. Andere Form der kubischen Gleichung. Die Elimination 
von «1, ßi, y^j Xq, die von (11) zu (12) führt, kann auch auf andere 
Weise ausgeführt werden. Eliminiert man nämlich mit Rücksicht 
auf die Voraussetzung: 

(13) 6« + 

x^ aus der ersten und vierten Gleichung (11), so ergibt sich: 

(14) { (6,1 - 6;,)6« - 6!4 } «1 + ih,K - KK)ß, 

oder mit Hinzufügung der entsprechenden Gleichungen (§ 75, 3): 

f (^44 - KKiVi + ^« A+ ßi^vi = 0, 

ßu«\ + (As - &44''u) A + Aen = 0, 

/364«1 + ß^ßt + (/J86 - KK,) Yx - 0, 

Umgekehrt folgt aus der Gleichung (14) und der vierten Glei- 
chung (11) unter der Voraussetzung (13) auch wieder die erste 
Gleichung (11). Die Gleichungen (11) sind daher ersetzbar durch 
die Gleichungen (15), wenn man zu diesen noch die vierte Gleichung 
(11) hinzubehält. 



(15) 
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Die Bestimmung der tswölf Unbekannien: 6^^, (hyßn Vi 5 ^22? ^; ft? ^t? 
fcjg, «8, /Sj, ^3 feinn rfaÄ^ auck mittels der Gleichungen (15) und der 
acht entspu^echenden geschehen. 

Die kabische Gleichung für })[^y V^y 633 ergibt sich aber dann 
in der Form: 

(16) bl E(fi) = Ä, ^5, - b^iL /J53 ; ^ 0. 

i ß^ ß^ ßw — *44f* 

Sie unterscheidet sich (vgl. nachher unter 6) nur um den Faktor b]^ 
von der Gleichung (12). 

Damit ist aber das Hauptachsenproblem der Flächen zweiter 
Klasse b^+ auf die Form § 88, (15); (17) zurückgeführt. Es er- 
gibt sich also wie dort in § 89, 3: 

Die hibiscJie Gleichung E(fi) =« in (12) oder (16) hat stets drei 
reelle Wurzeln ftj, ft,, 113; und weiter wie in § 90, 7: 

Die Fläche zweiter Klasse b^^ + hat stets drei vom Mittdpunkt 
ausgehende Hauptachsen, in bezug auf welche die Gleichung der Fläche 
die Form erhält: 

(17) i' (w, t?, w, s) =- fti m'* + fij v^ + ftg w^ + 6^5 * . 

Die Hauptachsen sind eindeutig bestimmt, wenn die Wurzeln fi^, ftj, ^u, 
edle drei verschieden sind, dagegen einfach uribestimmt für zwei gleiche 
und dreifach unbestimmt für drei gleiche Wurzeln, 

6. Entwicklung der kubischen Gleichung. Die' Differential- 
quotienten der Determinante (12) sind: 

^22 - /* *28 *24 
E'(f*) = - I *82 ^38- f^ ^«4 I ; 



*42 ^43 *44 



iE»== 



?"'"'' M+-- + --;iE'» = -&^. 



*41 ^44 . 



Es folgt daher: 

EW = E(0) + E'(0) • ft + i E"(0) . ^» + i E"'(0) • ,*» 

oder: 

(18) E(.u) = - 6,,,t» + Boft» - Bo> + -B, 

wo zur Abkürzung neben § 101, (6) gesetzt ist: 

(19) Bo'=^n + 5«+£i8. 

Aus (16) fo^ dieselbe Entwicklung, da (§ 89, (7)): 
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ßu ß45 ßi» ; 
(20) ,ft, A5 ft. | = m;,; 

ßsA ßss ßw 

Pw Pee i ; P46 P44 fti Pss 

Es ist nämlich (I Anm. 1^ 111,(8)): 

^n J^i« As 
. Ai A« As ** ^*44 
! Al A« As 

und, wenn die Unterdeterminanten zweiten Grades der JB^j mit B^ 
bezeichnet werden (§ 66, 6), wiederum (I Anm. 1,11, (4)): 

Bii Bi« Bis 



Bsi Bs« B33 I 

woraus alsdann (I Anm. 1, III, (11)) die erste Formel (20) folgt (die 
andern nach I Anm. 1, 11, (5), auf B^^, jß^g, B^^ angewendet). 

7. HaxLptacliBengleiohungen der Mittelpunktsfläohen. Da nun 
för die drei Wurzeln der Gleichung E(fi) ^ nach (18): 

B B ' B 

(21) /ti + ft+/*s=6^j CtN+ Nl^i+ l^ift'="b'' > t^it^tN=h , 

^44 ^44 *'44 

SO ergibt sich: 

Die Gleichung der Fläche zweiter Klasse mit einem MMdpunkt 
(644+ 0) Jcann stets auf eine der folgenden Formen gd>racht werden: 

B + 0: /ü^w'* + /ügv'* + /igw;'* + h^^s^ = 0; 
5 = 0, Bo'+ : /iav'H ^3 w^ + b^,s' = 0; 
J? = 0, Bo'=0, Bo + 0:fi,w'' + b^s'^0', 
B = 0, Bo'= 0, Bo« 0, 6,^+ 0:6445'^= 0. 

Sie ist daher entsprechend ein EUipsoid oder Hyperboloid (§ 70, (10)); 
eine Ellipse oder Hyperbel (§ 53, (35)); ein endliches Punktepaar (1 § 72, 
(20')); ein endlicher Doppelpunkt (I § 47, (10)). 

8. Andere Form der Bedingungen (22). Wenn B =- und 
J5'= 0, so verschwinden (§ 79, (11)) alle Unterdeterminanten B^j und 
damit auch Bq in (19). 

Ist umgekehrt: -B == 0, Bo'=0, so ist zunächst nach § 101,(3) 

imd nach (19): 

B'=^B^, 



(22) 
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Nach § 79, (8) ist nun für J9 - 0: 

und daher für B^' = auch B^^ = 0, JBg^ = 0, B^^ == und damit in- 
folge der för JB« gültigen Gleichungen {k = 1, 2, 3, 4): 

auch 64*^44= 0, also wenn nicht alle \^ verschwinden, B^^ oder 

Falls 614, 6^4, ^34, 644 nicht alle verschwinden, sind die Bedingungen: 

(23) B = 0, Bo' = 
in (22) ersetzbar durch: 

(24) B^O,B=^0. 

Überdies haben für JB =- nach § 79, (9) B' und Bq', wenn sie 
nicht Null sind, dasselbe Vorzeichen. 

Wenn JB = 0, jB'= 0, JB"= 0, so verschwinden (§ 81, (18)) aUe 
XJnterdeterminanten ß^^ und damit auch B^ in § 101, (6). 

Sei dagegen vorausgesetzt: 

6,4+0, 5 = 0, ^' = 0, Bo = 0, 
so wird zuerst nach § 101, (3) und (6): 

-B" = ßn +' ßn + ßss • 
Da nun mit 5 = 0, jB' = alle JB^^, und damit alle ünterdetermi- 
nanten zweiten Grades der ßj^^ verschwinden (I Anm. 1, III, (22)), 
so ist: 

(25) iß,, + ß^ + ß„)iß^ + ß^ + ßj = ß,\ + /JA + /3», + ß,\ 

+ ßh + ßi, + ßli + ßh + ßh, 
also mit Bq» 0: 

^14= 0, ftß- 0, ß,,^0, ft,= 0, /8„= 0, /}„= 0, ft,- 0, 

ßih ^ 0, /»se == 0. 
Damit folgt aber aus den unbedingt gültigen Gleichungen: 

^11 =" ^«/^le — ^isßis + ^ußiif ^n ^ ^4sßu — hißin + ^4Aßn7 

zunächst: 

^ußn ^ 0, 6^/3j2 == 0, fc^fta == 0, 

und da 644 + ist: 

ßn = 0, j8„ = 0, ftj = 0; also: JB" « 0. 

Die Bedingungen: 

(26) 6,, + 0, 5=0, 5'= 0, Bo=0 
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(29) 



sind ersetzbar durch: 

(27) b,^ + 0, B -= 0, B' = 0, B" - 0. 
Da überdies für B — 0, B'—O nach (25): 

(28) 5" Bo - /3 >, + ßl +ßl+ ^ « + ßi, + ßl + ß*, ^ßl+ßl+ Bo», 

SO haben alsdann B'' and Bq, wenn sie nicht Null sind^ dasselbe 
Vorzeichen. 

Die Tabelle (22) kann nach (23), (24); (26), (27) aucii dti/rch die 
folgende ersetzt werden (^44+0): 

B + : ^iw'» + |itj v'« + /üj w^'H 6445'« - 0; 

j8 = 0, 5'- 0, 5"+ : /i8M;'*+ &44s''== 0: 
\B = 0, 5'= 0, B"« : 644S'*- 0. 

9. Die zu einer verschwindenden Wurzel gehörige Hauptachse. 

Im zweiten Fall (29) gibt die Auflösung der Gleichungen (11) mit 
*i'i== 1^1 = 0: 

(29) «1 : ft : yi : V = ^h : ^*2 : ^« = ^*4, 
Jk = 1, 2, 3 oder 4 (I Anm. 2, III, (12)). 

Die Ebene x =^ a^x + ß^y + y^z + Xq = des neuen Koordinaten- 
systems (I § 37, (19;) ist daher die Doppelebene der Fläche, deren 
Koordinaten Wq? ^o? ^o> ^0 °*^^ § ^9, (4') sich ebenfalls wie die Größen 
der rechten Seite (29') verhalten. 

10. Die kubische Gleichung des Hauptachsenproblems der 
Fläche zweiter Ordnung und zweiter Klasse. Die Gleichungen (11) 
können für JB+0 in der Form geschrieben werden (I Anm. 2, III, (1); (2)): 

f ^«1 = [ßn^i + B%xßi + ^ii7i)Ki^ 
Bß,^(B,,a, + B,,ß,+ B,,y,)b[,, 

Sri = (^18 «1 + Snßi + B^znWny 

^0- (^U«l + ^24/»! + ^uriWuf 
oder mit Weglassung der letzten Gleichung: 

{B,,^^y, + B,,ß,+ B,,y, = 0, 

^21 «1 + (-B22 " S^) ''l + ^23^1 = 0, 

^81 «1 + ^sißi + (^88—5/^) yi = 0. 

Die Hauptachsenkoeffizienten ft = &it, ^32? ^ss genügen daher auch 
der Gleichung: 



(30) 



(31) 



§ 102, 10. § 108, 1. 



559 



(32) 



^11- 




As 


Bti 




As 


B>x 


A« 


As— 



= 0. 



Nun ist für £ + Dach §78, (7') die Gleichung der Fläche 
§ 101, (1) in Punktkoordinaten: 

(33) B,,x^ + B^y' + B^g' + 2B^yz + . . . + B^ = 0. 

Die kubische Gleichung der Hauptachsenkoeffizienten k == a[^j 
a'^y Ss ^®'' JPläche (33) ist aber nach § 88, (17) ebenfalls die Glei- 
chung (32) nur mit X für — • In diesem Sinne sind also die kubischen 
Gleichungen § 88, (17) und § 102, (12) nicht wesentlich verschieden. 



§ 103. Die Flächen zweiter Klasse ohne Mittelpunkt. 

1. Bestinunung der Aohsenrichtong x\ Die Flächen ohne endlichen 
Mittelpunkt § 101, (16) zweite Zeile sind durch die Voraussetzungen: 

(1) 6^= 0, B„= - {bl + hl + 6i) + 

bezeichnet. Bei der Transformation der Gleichung § 101, (1) auf ein 
neues System Gx'i/z' werden die Koeffizienten § 101,(9) nach (1): 

(2) " 6;^ =- F^Miy^Vo) - ^4«2 + hißi + Kn^ 

Ka = A(«f8 A^^sO = ^U^S + ^ift + ^84ys- 

Sie können nach (1) nicht aUe drei verschwinden (I Anm. 2, 11, 
(9)). Sollen jedoch ewei von ihnen verschwinden, etwa: 

Ka = A(«2 A;^jyo') = ^14«« + hJi + h^y% -- o, 

^M ^ AC^sftysV) = ^14 «8 + ^4^ + *S4y8 = % 

so folgt daraus unbedingt, daß: 

hi ' *24 ' hl = A^s - Ä^s 'ri^s-yz^'^ißi- «sA -^i'ßi'yi 

(I§37, (12)) oder: 

(4) (>«i=-&i4; Qßi^h^7 Qyi=^hi7 

wo wir willkürlich das positive Vorzeichen der Wurzel: 

(5) Q = VblT K + K = y- Bo 

wählen. Danach wird dann: 

(6) 6;, = F, ia,ß, rX) = 7 Q>L + ^l + iL) = 9. 

Den Bedingungen (3) wird durch die Bestimmung (4) der Richtung 
der x'-Achse genügt, worauf der Koeffizient h[^ den Wert (6) erliält. 



(3) 



1 
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2. Die KoeffiBienten der quadTatiMhen Olieder. Infolge von 

(1), (3) und (6) wird nach § 75, (13); (14); (15); (11): 

(7) ) =^i(a,fty,)a,+ Zr,(ajÄy,)ft+^»(«»Ay«)y», 

= J,(asftys)ai + Jli^'hßiY^ßi + ■^»(asfty»)^! + 9V. 

*'« = ■f'i(a»ft}'»yo')ai + F»{aißtY»yt,')ßt + ^li^ißtYiVnln 

- Hi{tt,ß,y,)ai + ir,(a,/3,y,)/Ji + Si(<^ßay,)rt + 990- 

3. Der Scheitelpuiikt der Fl&ohe. Wir bestimmen nunmehr den 
Punkt 0' — «0, y,,, e^, für den nach § 75, (9) die Gleichungen: 

y» — ßi V -ßtvä-ß» V, 

gelten, aus den drei Bedingungen: 

(9) ft;, = o, 6;,-o, 6;,-o, 

die nach (7) geschrieben werden können (§ 66, (12)): 

- pV = -Si(a.Ayi)ai + S%if^ißiYi)ßi + S^{<'xßiYx)Yi -jS(a,ßiril 

- pyo' =. H^{aJ^Yi)tt^ + Hi{a^ßiYi)ßi + ffsi«ißtYi)Yi> 

- (>< = H^{aißiYi)cii + St(«ißiYi)ßt + Hzis>^xßiYi)Yf 

Multipliziert man diese Gleichungen mit ccj, a,, a^ oder ßi,ßi, ßg oder 
y^j/j, y, und addiert, so folgt nach (8): 

I P ^0 - -^1 («1 ßiYi)-i Jff(«i ft yi) «1 , 

(10) ' p yo =• ■^'a («1 ßiYi)-i H(<h ßi Yi) ßi , 

Qgo = HsiaißiYi) - ^H{a^ßiYi)Yi, 

wo Q den nicht Terschwindenden Wert (5) und «j, ß^, Y\ die Werte 
(4) haben (§ 29, (11)).»*) 

Der hierdurch bestimmte Punkt (7 = x^y y^j Zq soll der Scheitel- 
punkt dei' Fläche genamit werden. 

4« Bestinunung der Achsenrichtungen y und z und der Koeffi- 
zienten ftgj und ftgg. Wir fügen nun zu den Forderungen (3) und (9) 
die weitere hinzu: 

(11 ) &„ = 0, 



§ 103, 4—5. 
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um aus ihr die Richtung der Achsen y und z' zu bestimmen^ zugleich 
aber die davon abhängigen Koeffizienten h'^ und V^^ in (7). 

Die Gleichungen 6^^ =* 0, h\^ = -^(«s ftyjyo')» ^is — ^ können nun 
nach (7) und (3) in der Form geschrieben werden: 

(12) F,{a,ß,y,y,')a, + F,(a,ß,y,y,')ß, + F,(a,ß,y,y,')y, - ft„, 

J^i(««fty2yo')«8 + F^{^iß^Y%yo)ßz + F^{a^ß^y^y^)y^ - 0. 
Hieraus folgen aber mit Rücksicht auf (3) wieder die Gleichungen 
§ 102, (6) und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). Auch gehen 
umgekehrt, wie § 102, 3, wieder die Gleichungen § 102, (9) und (10) her- 
vor, falls ^ia + ^ia, während für ft« ^ ^ss ^^^ Gleichung § 102, (10) 
hinzuzufügen ist. 

Die Gleichungen § 102, (6) lauten nun im Falle Tl) ausführlich: 

6,1 «j + (6„ - V^^ß^ + 6,8^2 + KVf^ = 0, 

und entsprechend die Gleichungen § 102, (7). 

Die Koeffieimte» V^, h'^ sind cMter die Wuredn der in (i qtta- 
dratischen Gleiehung^^: 

! ^1 — /* 



(14) 



Eo(/*) - 



'21 



'81 



'41 



*'l2 

b^ 



'18 



«^28 
i!^83-|^ 

b. 



'48 







= 0, 



die ans § 102, (12) mit b^t = hervorgeht, so daß nach § 102, (18): 
(15) Eo(^) = Bo^» - Bo> + B. 

Daß diese Gleichung stets zwei redle Wurzeln hat, und daß es stets 
zwei ihnen entsprechende Hauptachsenrichtungen a,, ß^, y^ und ck,, /S,, y^ 
gibt, wird in § 109, 6; § 110, 3; 4 bewiesen werden (vgl. auch § 51, (18)). 

5. Kanonische Gleichungen der Flächen Bweiter Elasse ohne 
Mittelpunkt. Da nun für die Wurzeln /tg und ^ nach (15): 

(16) ^2 + f^=-^? /^2^8 = B"' 

80 ergibt sich mit Rücksicht auf (9), (11), (6) und (3): 

Die Gleichung der Fläche zweiter Klasse ohne endlichen Mittelpunkt 
(644 = 0, Bq + 0) kann stets auf eine der folgenden Formen gebracht werden : 
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(17) 



J8+ 0: ii^v^ + {i^w* + 2y^BottV= 0; 
B « 0, Bo' + 0: ii^w* + 2K~ B^u's - 0; 



B = 0, Bo' = 0: 2^- BoU s' =- 0. 

Die Bedingungen der beiden letzten Fälle (17) sind nach § 102, (23); 
(24) auch ersetzbar durch: 

(18) B^O, JB' + O und JB = 0, JB' - 0. 

Dabei liegt der Anfangspunkt ö des Koordinatensystems im Scheitd- 
punkt (10); hat die x'-Ächse die Richtungskosinus (4), (5); sind fi^ = 6^^ 
und ftj == ^33 die Wurzeln der Gleichung (14) und bestimmen sich als- 
dann die y- und /-Achse aus den Gleichungen (13) und den enispredienden, 
Sie sind für fi^ 4= /^ eindeutig bestimmt, für fij = /Aj iw der yg-Ebene drehbar. 

6. Die Kurven in der unendlich fernen Ebene. Der noch 
übrige FaU § 101, (16) dritte Zeile ist durch die Voraussetzungen: 

(19) b,, = 0, b,, » 0, 6„ = 0, 6« = (b^ = 0, B„ = 0) 

bezeichnet. Er ist schon in § 93, 2 erledigt. Danach ergibt sich: 
Die Fläche zweiter Klasse: 

^'^^^ + 2b„vw + 26,1 wtt + 2&uU» = 

kann bei unverändertem Anfangspunkt des Systems Oxyz durch 
Einführung neuer Aclisen x', y', / stets auf eine der folgenden Formen 
gd>racht werden: 

fJB^ + 0: ViU'« + V,»'» + vgw'» = 0; 

-B« = 0, Bi + 0: v^v'* + !/,«;'» - 0; 



(21) 



l5^ == 0, Bi = 0, ^' + 0: v.w* = 0. 



Hier ist: 

(22) -»44 = ^11 + ^« + ^,, B-; = b,, + b„ + b„, 

und sind v^, v^, v^ die Wurzeln der kubischen Gleichung § 93, (7'): 



(23) 



^11 - ^ ^» 



'18 



'21 



'31 



&22 — ^ ^28 



^ - 1/»+ ^;X~ i5;,i/+ 5^== 0, 



'32 



K-^ 



also: 

(24) Vi + Vj + ^3 = -Bli? ^2^8 + ^8«^l + n^2 = ^Uy ^l'^i'^B ^ -^44- 

Mit (19) ist auch B,^ = 0, B^^ = 0, -B„ - 0, also (§ 101, (3)): 
(25) B' =. B^, 

und /3^ = 0, /Jgg = 0, ^ee « 0, also: 

(26) 



1?" = JK 



1 



44' 



§ 103, 6. § 104, 1. 
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= 1?44- 



endlich: 

(27) B' 

Daher können die Bedingungen der drei Zeilen (21) auch in der Form: 

(28) B' + 0; JB' = 0, 5" + 0; B' - 0, jB" = 0, B'"+ 
gegeben werden. 



(1) 



§ 104. Unterscheidung nach den Vorzeichen der EoefAzienten. 

1« EAnonisohe Gleiohiingen. Das Ergebnis der vorstehenden Ent- 
wicklung ist dieSy daß die auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
Oxyz bezogene Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

F{uj V, Wj s) = \^u^ + \^v^ + h^^w^ + 2'b^^vw + 2'b^^wu 

+ ^h^uv + 2h^^us + 2h^^vs + 2'b^^ws + h^s^ =» 

durch Einführung eines neuen rechtwinkligen Koordinatensystems 
0' xy z' auf eine kanonische Form gebracht werden kann. 

Nach ihrem Range einerseits und nach ihrer Beziehung zur unr 
endlich fernen Ebene Eoe andererseits gehört jede Fläche (1) in ein 
(ausgefülltes) Feld der folgenden Tabelle (§ 101, (16)) und hat dann 
die dort angegebene kanonische Gleichungsform (§ 102, (29); § 103, 
(17), (18); (21), (28)). Die Tabelle muß also alle Flächen zweiter Klasse 
enthalten. 



(2J 



L ^4=0: 

Eigentl. Fläch. 

2. Klasse 



n.B-=0,5'+0: 

Eigentl. Kurven 

2. Klasse 



m.5 = 0,F=0, 

5"+0: 
Eigentl. Punktep. 



IV.B=0,B'=0, 

J?"=0, J?'"+0: 

Doppelpunkte 



1. 6^^ + 0: 

Eeo nicht 
Tang.-Ebene 



2. h 



A4 



0, 



= 



Eooeinf. Tang.- 
Ebene 



8. h 



44 



0, 
Bo=-0: 

Eoo Doppel- 
tang. -Ebene 



^«^'• + f*s««'' 



+ 2V^BowV 






(iy+b,,8*^0 



= 



+2)/^i^ufi'=0 



v^u'* + v^v'* 



6^4«'» = 



2^— Bo««'«=0 



V,t>'* + V,tl7'*==0 







Vj !£?'* = 



Innerhalb eines Teils der kanonischen Gleichungen sind nun weiter 
noch die Vorzeichen der Koeffizienten zu unterscheiden. 
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2. Die eigentliohen Flächen mit Mittelpunkt. Die Gleichung I, 1 
der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 

»44 W44 »44 

mid s' = 1 in der Form: 

(4) «m'« + ßv^ + yiv^ +1-0 

geschrieben werden. Da alsdann nach § 102^ (21): 



{5) aßy = 



^1 i^t}^ _ 



4 } 



44 *'44 



SO sind die Vorzeichen der Koeffizienten a, /5, y: 

,g. ffür£>0: + + + oder -- + 
^^ l JB<0:- + + oder . 

Andererseits sind wie in § 89, (41) die Koeffizienten a, ß, y, be- 
züglich ii^y fi,; ih tiUe Ton einerlei Vorzeichen, wenn gleichzeitig: 

(7) Bo'6a>0, BBo>0. 

Die Verbindung beider Angaben (6) und (7) gibt für die Vor- 
zeichen von a, ß, y (§ 89, (42)): 
(8) { ^>0 I B<0 

Bo'ft44>0, BB,>0 ; + + + I 



Bo'^4, BBo nicht beide >0 h — + + 



Nun folgt aus der nach § 81, (23) unbedingt gültigen Gleichung: 

daß unter der Bedingung B > 0, -BBq > stets J8'" und b^ gleiches 
Vorzeichen haben. Man kann daher die Tabelle (8) in folgende Form 
bringen, wobei wir zugleich die Größen a, /5, y je nach ihrem Vor- 
zeichen als positive oder negative Quadrate bezeichnen: 

B>0 I B<0 

(9) '~ Bo'^">0, B\B-\ BB, ' 

BBq>0 nicht beide > i 



I ^ ''o ^ " , i^jag Ellipsoid Reelles Ellipsoid 
644 + 0' ^ - 

nicht beide ' 1 — y-it''* — 1 = 1 —y*«/«— 1=0 

> 1 1 Einschal . Hyperbel . Zweischal. Hyperbel. 

Die eingefügten Namen der Flächen ergeben sich aus § 70, (10). 
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3. Die eigentliohen Flächen ohne Mittelpunkt. Die Gleichung 
ly 2 der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 

f^i N 



V-B, 



r 7 



>/-Bo 



(10) ß . 

in der Form (s' =• 1) : 

(11) ßv'' + Yw'* + 2u' =-0 

geschrieben werden. Da alsdann nach § 103, (16): 

(12) l^ifh^-R-, «/*- -g-t> 

SO sind die Yorzeichen der Koeffizienten a und ß: 

für B>0 oder JBBo < : T ± 

JB < oder jBBo > : ± ± . 

Nach § 103^ (1) ist nämlich hier stets B^ < 0. Demnach ist im 
Anschluß an die Tabelle (9): 

J?>o ! B<o 



(13) 



(14) 




-BBo>0 


B/J5'", JBBo 
nicht beide >- 




h 


l 

BB,>0 




1 





+ 2m' — 
Ellipt. Paraboloid 


»44 U 


BBo<0 


1 




Hyperb. Paraboloid' 

1 



Die eingefügten Namen gehen aus § 70, (32) hervor. 

4. Eigentliche Flächen zweiter Ordnung und Elasse. Wenn 

allgemein (Ä + 0): 
(15) 



'*J 



^kl 



genommen wird, so wird die Fläche zweiter Elasse (1) mit der Fläche 
zweiter Ordnung § 99, (1) identisch. Gleichzeitig ist (§ 78, 8): 



f JB = ^8, b 



(16) 



44 



A. 



B, 



^44; Bo' ^ ^11 + ^22 + -^38 

'0 - /'44 + Aß + /*66 = ^ («11 + «22 + «8«) = ^ -^U > 

^" = *a + *22 + ^88 +^44=" ^11 + -^22 + As + ^44 = -^' 

und damit: 

(17) Bo'^"=^«^'<, BBo-^*^:., Bo'6u=4»4a<4- 

Die Bedingungen der Tabelle (9) und (14) kommen daher mit 
denen der Tabelle § 99, (8) und (14) überein. 

Staude, FUohen sweiter Ordnung. II. 87 
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5. Eigentliohe Kurven zweiter Klasse im Endliohen. Die 

Gleichung 11^ 1 der Tabelle (2) kann mit den Abkürzungen: 






El 

b 



44 



(18) 

und s' = 1 in der Form : 

(19) ßv''+rtc'*+\=0 

geschrieben werden. Da hier nach § 102, (21) mit ftj = 0: 

(20) ß + y-l^ ßr = t'^> 

^44 ''44 

80 ergibt sich für die Vorzeichen von ß und y: 



&44Bo'>0, Bo>0: + + 

(21) «'44Bo'>0, Bo<0:-- 

l6^Bo'<0 :±q:. 

In diesen drei Fällen ist die Fläche (19) nach § 53, (35) eine imagi- 
näre Ellipse oder eine reelle Ellipse oder eine Hyperhel?^ 

Die Bedingungen der zweiten Zeile (21) sind aber auch gleich- 
wertig mit: 

(22) &uBo'>0, &^Bo' und Bo nicht beide >0. 

Denn die Bedingungen (22) lassen nur die Möglichkeiten B^ < 
oder Bq = zu. Da aber nach § 81, (3) unbedingt: 

(23) B„« = (/J^ + ft, + ß^y = ßl + ßi, + ß^ 

+ ^(ßA + ßl + ß^ + ^uBol, 
SO ist Bq=0 nicht mit 644Bo'>0 verträglich. 

Wir können daher die Bedingungen (21) in folgende Tabelle 
bringen, der wir noch den Fall II, 2 aus (2) anfügen: 

Ij 5 = 0, ^'4=0 

(24) 

^ ^ il Bo > , 6,, Bo' > Bo, 6,4 Bo nicht beide >0 



^4 4=0 



^4Bo'>0 



b,,B'<0 



Imag. Ellipse 



Reelle Ellipse 



&44=0 



Bo + 



|SV* — y*w *— 1 = 
Hyperbel 



^^ m?'» + 2m' = 



y-Bo» 



Parabel 



Bei der Parabel ist nach §103, (17) Bo<0, Bo' + 0. 
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6« Unendlich ferne eigentUehe Kurven zweiter Klasse, Für 

die Gleichung II, 3 der Tabelle (2) ist nur zu unterscheiden, ob v^,v^y v^ 
alle drei gleiches Vorzeichen haben oder nicht. Es folgt daher, wie 
in §93, (8): 

Die eigenÜiche unendlich ferne Kurve: 

(26) v,u^ + v^v^ + v^iv^^O 

ist ein imaginärer oder reeller Kegelschnitt, je nachdem: 

(26) B,^B;;,>0, B;,>0 oder B,^B;^, B;^ nicht beide >0 
oder nach § 103, (25); (26); (27), je nachdem: 

(27) B'B'" > 0, i?" > oder i?'J?'", B" nicht beide > 0. 

7. Funktepaare. Das Punktepaar III, 1 ist im Endlichen ge- 
legen und ist, da nach § 102, (21) jitj = Bq : b^^ ist, imaginär oder 
reelly je nachdem: 

(28) Bo>0 oder B« < 
oder nach § 102, (28), je nachdem: 

(29) B">0 oder B"<0. 

Das Punktepaar III, 2 besteht aus einem endlichen und einem 
unendlich fernen Punkte. Es ist Bq < und daher B"< 0. 

Das aus zwei unendlich fernen Punkten bestehende Punktepaar 
III, 3 ist nach § 103, (24); (26) imaginär oder reell, je nachdem: 

(30) vji/j = JB;, - J8" > oder < 0. 
Man hat daher die folgende Tabelle: 



(31) 



B=^0, B'«0, J9"4=0 
J5">0 



B"<0 



^4+0 



&44=-0, B^ + 



y*w'*-\- 1 = 
Imag. endl. Punktepaar 







ylt(?'«_l=0 

Reell, endl. Punktepaar 



u's' 







Ein endl. u. ein oo f. Punkt 



^4 = 0, Bo = 



Imag. (X)f. Punktepaar Reell, oof. Punktepaar 



37 
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§ 105. Invarianten der Fläche zweiter Klasse. 

1. Die Determinante als Invariante. Erhält die auf ein recht- 
winkliges System Oxyz bezogene Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

(1) F{u, t?, w, s) = 6i, u* + 6„t;* + h^w^ + 2b^^vw + 2b^wu + 2fc„ut? 

4- 2h.u$ + 2634VS + 2b..w8 + 644S* =- 



durch die Substitution § 75^ (7) in bezug auf ein schiefwinkliges 
System O'x'y' z' die Form: 

(2) S» F(u, t;, w, s) - 6,>'« + &,>'« + K^w^^ 2h'^vw' + 26,> u' 

+ 26;,u v' + 26,>'s' + 2fe,>'5' + 26^«;'«' + VJ^ - 0, 

so haben die neuen Koeffizienten die Werte § 75, (13) — (16). Zu- 
gleich gelten neben § 75, (10) die Formeln § 91, (11) für die Achsen- 
winkel von O'x'y e\ sowie neben § 91, (5) die Gleichung (I Anm. 1, 

m, (7)): 

1 Aj Bj fj Sx^ 

A, Bg Tg St/o' 

As Bj fj Sz^ 

/S , 

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten (I Anm. 1, 
V, 3) wird nun mit dem Werte (3) und mit Rücksicht auf § 75, 
(13)-(16): 



(3) 



S' 



s»-s 



*U \i \i ^4 
Ojl 0|} Ojj Oj^ 



Oji 6j2 



"SS "84 



^41 *42 *4S ^44 



! F,(Ai B, r, SV) 

' F,(A, B, r^ Sx') 

: F,(^ Bj r. 50 



FiCA.B^r.SyoO 
F,(A, B, r, Syp') 
^«(A, B, r, Sy') 
2^,(A, B, r, Äyo') 



F,(A3B,r,SO 

FjCa, b, r, Si^o') 
F,(A, B, r, s^oO 






und wiederum nach dem Multiplikationstheorem: 



(4) 



S 



6 



*11 ^2 ^1« ^14 
^8X ^M ^33 ^24 
^81 ^82 ^88 ^84 



641 6« 



*48 ^44 



^'l K K ^14 ' 

^21 ^22 ^23 ^24 | . 

^81 *32 K K 

K K K K , 



Beim Übergang von einem rechtwinkligen System Oxyz zu einem 
schiefwinkligen 0' xy z bestellt zwischen den Koeffizienten der beider- 
seitigen Gleichungen (1) und (2) die Beziehung (4). 
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2. Der Eugelkreis im recht- und schiefwinkligen System. 

Durch die Substitution § 75, (7) verwandelt sich die Gleichung des 
Kugelkreises § 84, (9') in der Weise: 

(5) S\u^+ v» + w^) ^lu^ + mv^ + mv « + 2pvw' + 2qwu' + 2ruv, 

wo: 



(6) 






(') 



i p-AjAj+BjBj + rgrj, 

3 = A,A,+ B,B,+ r,r,, 
r = \A,+ BiBj+ rj^. 



n - A,» + B,» + r,«, 

Nach der Bedeutung der Größen Aj, Bj,. . ., f, (§ 75, zu (10)) 
ist neben: 



a. 



ßi 71 



Ax B, r, 



(8) 



8 



a. 



/j, y,', s»=;aj b, n 



a 



8 



A n 



A, B, r 



s 



mit Rücksicht auf das Multiplikationstheorem (I Anm. 1, V, 2): 

l r q A, B, r,:« 



(9) 



r m p 
q p n 



B 



8 



r, =s*. 



S 



(10) 



(11) 



Ferner drücken sich die Größen (6) und (7) durch die Achsen- 
winkdkosinus § 91, (11) in der Weise aus (I § 35, (2)): 

Z = 1 - a«, w = 1 - /3«, n - 1 - /, 

[p ^ ßy -^ a, Q^ y^ -^ ßy r = aß ^ y. 

Zugleich wird auch (I § 37, (8)): 

lmn'-p^^nl-q^'^lm-r^^l-a^-ß^-y^ + 2aßy^S^; 
qr — Ip ==' S^cc, rp — mq « S*/3, pq — nr =- S^y. 

Ist das neue System ö xy z ebenfalls rechtwinklig, so wird: 

(12) w* + t?« + w^ = w'» + v^ + w^. 

Der inMginäre Kugdkreis hat in jedem rechtwinkligen System diesdhe 
GleicJiung (bleibt bei jeder Euklidschen Bewegung des Raumes fest).*'^) 

3. Engelkreis und Fläche Bweiter Elasse. Da vermöge der 
Substitution § 75, (7) nach (2) und (5) die Gleichung: 

(13) F(u, i\ w, s) - (i(u* + v^ + w*)^0 
übergeht in: 

(14) S^F-^fi(u^ + v^ + iv^))^ b[,u'^ + • • • + 6,,5'« 

- (i(lu^ + • • • + 2ru't?') = 0, 
so gibt die Anwendung des Satzes (4) identisch in fi: 
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■ 6ll - f* ^12 ^8 ^4 ; Kl - h Kt - ^^ Kz - «f* Ki : 

(15)5 



,6 i!^21 *22-/* ifS hl *W-''/^ *M-W/i fcij-p/t fe;^ 



(16) 



^1 ^82 ^88 — ^ hl !*il— «/* *S2— P/* ^M — ♦*f* ^Ml 

\l hi *4S ^44 '^ll Ki Ki ^'u 

Die Entwicklung der Determinante redits gibt, wenn B', Bj^y 
j8/, die Determinanten vierten, dritten, zweiten Grades aus den b'^^ be- 
deuten (§ 66, 6): 

B'^{B;,l + B;,m + B;,n + 2B:,p + 2B;,q + 2B;,r)fi 

+ ^ß^u(^P-^nq) + 2ß,,(pq^nr)}(i' 
-6;,SV' (nach (9)); 
die Determinante links wurde bereits § 102, (18) entwickelt. 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der beiderseitigen Potenzen 
von ^ ergibt sich dann unter Benutzung von (10) und (11): 

S\B,, + B,, + B,,)^B;,(l^a^) + B;,{l^ß^) + B,,il^y^) 
+ 2B,,{ßy^a) + 2Bi,{ra-ß) + 2B;,{aß^y\ 

S'(ßu + ft5 + Ae) - A4 + ^5 + ßsB + 2ß> + 2ßuß + 2/8«y, 

Aus (15) folgt zugleich die Form der leubischen Gleichung des 
Hauptachsenpröblems in schiefwinkligen Koordinaten (§ 102, (12)). 

4« Invarianten des gemeinen Koordinatensystenis. Unter Weg- 
lassung der Akzente in (2) kann man dann die Sätze (4); (16) auch 
so aussprechen (§ 91, 4): 

Die Koeffizientenverbindungen'^) : 

^4 + ßs5 + ßee + gfc e« + ^ß,J + 2 ^«7 

der Gleichung der Fläche zweiter Klasse: 

(18) F{u, t', w, s) - \y + 6„ V* + • • • + 644«* = 

haben in jedem schief- und rechtwinkligen Koordinatensystem Oxyz den- 

sdbe^i Wert, falls a, ß, y die jedesmaligen Achsenwinkdkosinus (heim 

rechtwinkligen « = /} = ;/ = 0, S = l) bedeuten. 

Wird die Fläche zweiter Klasse (18) durch die Voraussetzung 
(§78, (8); (9); ^ + 0): 

hl- An -Bai^^Xp ßki = ^^kiy B^A^ 



(17) 



K 


6„ 


hz' 


«•n 


K> 


K, 


ftj, 


&M 


&«! = 


= K. 


Ki 


Ki 


K 


hi 


''sal 


'Kl 


b» 


*3S 
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mit der Fläche zweiter Ordnung § 91, (18) zusammengelegt, so ist 
die erste Invariante (17) hier die dritte Potenz der ersten (17) dort, 
die zweite hier direkt die zweite dort, die dritte und vierte hier 
gleich der mit dem invarianten Faktor Ä^ : S*, bezüglich Ä: S* multi- 
plizierten dritten und vierten dort. Bei den eigentlichen Flächen sind 
also die Invarianten (17) von denen in § 91, (17) nicht verschieden. 

5. Invarianten der unendlich fernen Kurve. Ist in (1) hu=^J>24, 
== ''»4 == ^44 == 0, SO wird auch in (2) nach § 75, (15); (16) 6;^ -=^6;^ 
= &^ = 64^ = 0. Danach folgt aber mit den reduzierten Werten 
§ 75, (13); (14) durch zweimalige Multiplikation mit der Deter- 
minante S^ in (8), ebenso wie in § 91, (8): 



(19) S* 



Durch Anwendung dieses Satzes auf die unendlich ferne Kurve 
zweiter Klasse: 

ergibt sich dann wie in (15): 

(21) S^ I &21 622 - II ^88 = ^'21 - ^f* K2 - *^f* ^is -Pt^ 

\hl *83 *88 — f*; Kl—^l^ K-.-Pi^ ^33-^^! 

Die Entwicklung der Determinante rechts gibt wie bei (15): 

+ { Kxi^n-p') + h;,inl - 3«) + b',,{lm-r^) + 2b,,(qr - Ip) 

+ '^KirP - mq) + 26;,(i)3 - nr) } |tt* 

- S V'- 
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten ergibt sich daher unter Benutzung 
von (10) und (11): 

{^^) +2^;,(^y-«)+2/3,i(ya-/J)+2^;,(a,3-^), 

S\h,, + 6„ + 6,,) = h\, + V^ + &,j + 26;,« + 2h'^,ß + 2h\,y. 

Unter Weglaasung der Akzente in der mit 6^^ = ^m °" ^m ~ ^4i = ^ 
reduzierten Gleichung (2) folgt daher: 
Die Koeffigientenverhindungen: 

(23)1 &n+&»+&,. + 2^..» + 2^„p+2ft.y S,, 
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der Gleichung der unendlich ferneti Kurve zweiter Klasse: 

(24) 6iiM* + 6,gt;* + h^w^ + 2b^^vw + 2hj^iWu + 2h^^7iv = 

Juiben in jedem schief- oder reditmnkligem Koordinatensystem Oxyz 
denselben Wert, falls a, ß, y die jedesmaligen ÄchsenwinJcelkosinus (beim 
rec/itiHnJcligen a = ß ^ y = 0, S=l) bedeuten. 

6. Gleichung einer Rotationsfläche in Ebenenkoordinaten. Für 

den Übergang Yon einem rechtwinkligen System Oxye zu einem parallelen 
0' xy z mit dem Anfangspunkt 0' = Tq, y^, z^ wird aus § 75, (7): 

(25) M = m', V =« r', w ^ Wy 5 — — x^u — y^v — z^u + s'. 
Dadurch wird allgemein: 

(26)^u+5t; + CM'+2)s-(^-I)a:o)tt'+(jB~I>yo)*>'+(C'-I>^oK+l>s^ 
Sind nun: 

die Gleichungen zweier Punkte, von denen wenigstens der erste end- 
lich ist (J)^ + 0), und nimmt man für 0' diesen ersten Punkt: 

(28) x^^A^'.B^, y^^B^iB,, z,^C,:I),, 
so wird nach (26): 

(29) üj - D^s\ Dl U^ = 2au + 26t;' + 2cw' - es, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(30)2a=Di^2-D2^i, 2b=^D,B^~D^B,, 2c^B^C^-'B^C^, -e=BJ)^. 
Die Fläche zweiter Klasse ^^): 

(31) F{u, V, tv, s) - (tt« + V- + «e:2) ^ U^U^^O 
wird dadurch transformiert in: 

(32) F{u, V, w, s) = {u^ + 1;'- + tv^) - {2 au' + 2bv+ 2cw - es)s « 

oder mit: 

(33) r^ = a^ + &« + c» - e: 

(34) F(u, V, IC, 5) = {u - a^y + (i'' - bsj + (m;' - csf - r-s'« «^ 0. 

Dies ist aber nach § 82, (45) eine Rotationsfläche mit dem Brenn- 
punkt 0' =» a^Q, y^, z^ oder V^ = 0. In der Tat zeigt schon die Form 
der Gleichung (31), daß jede gemeinsame Tangentialebene u, t?, i/o, s 
der Fläche jF « und des Kugelkreises auch durch einen der Punkte 
(27) geht, oder der von einem solchen Punkte an die Fläche gelegte 
Berühruügskegel ein Kugelkegel ist (§ 70, 5). 

Bie Gleichung (31) ^dlt also eine Botationsfläche mit den Brenn-- 
punlien (27), die auch Tionjugiert Jcomplex sein Tcönnen, dar. 
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IV. Abschnitt. 

Die ebenen Schnitte der Flächen zweiter Ordnnng. 

I. Kapitel. 

Allgemeine Theorie der ebenen Schnitte. 

§ 106. BezielLnng des ebenen Schnittes zu einer Geraden. 

1« Allgemeine DarsteUung der Sohnittkurve. Die Schnittkurve 
der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene wird in gemeinen 
Koordinaten x, «/, z durch die beiden Gleichungen: 

(1) 9iXyy,z)^0, (2) ux + vy + we + s^O 

und in homogenen gemeinen Koordinaten Xy y, ss^ t durch die beiden 
Gleichungen: 

(3) f(oc, y, gy t) = 0, (4) ux + vy + wz + st^O 

dargestellt. Hier haben ^r und /* die Bedeutung § 66, (1) und (3) 
und sind u, v, Wy s die homogenen Koordinaten der schneidenden 
Ebene. 

2. Sohnlttpunkte der Schnittkurve mit einer Geraden. Liegt 
eine gerade Linie in der schneidenden Ebene^ so sind ihre Schnitt- 
punkte mit der Fläche zugleich auch ihre Schnittpunkte mit der 
Schnittkurve der Fläche und der Ebene. 

Ist nun die Gerade in der Form (§ 67, (2)) : 

(5) x-^XQ+a<f, y=^yo+ß<f, ^ = ^o + y<f 

gegeben, so liegt sie in der Ebene (2), wenn: 

(6) uXq + vy^ +wZq + S---0, (7) ua + vß + wy = 0. 

Ihre Schnittpunkte mit der Kurve (1), (2) sind dann, wie § 67, (4), 
durch die quadratische Gleichung: 

(8) h{a, ß, y)6'+2ig,'a + g,'ß + glr)6 + /» 

bestimmt. 

Ist die Gerade dagegen in der Parameterstellnng (§ 67, (6)): 

(9) X'-'X^ + Xx^y y^yi+Xy%, js^ei + iis^, t^t^+xt^ 

gegeben, so liegt sie in der Ebene (4), wenn: 

(10) uXi + vyi + wz^ + st^^O, (11) ux^+ vy^ + wz^+st^^O, 
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und ihre Schnittpunkte mit der Kurve (3), (4) sind, wie § 67, (7), 
durch die Gleichung: 

(12) fxx + 2Xf,,+ X*f„-0 
bestimmt. 

3. Tangente in einem Punkte der Sohnittkurve. Wenn der 
Punkt Pq'^ ^07 tfo? ^0 ^^ (p) nicht nur der Gleichung (6), sondern 
auch der Gleichung (§ 66, (9)): 

(13) / » g,'x, + g,% + g,^z, + g,'^0 

entspricht, so liegt er auf der Schnittkurve (1 ), (2) selbst. Ist dann 
außerdem in (8): 

(14) <7i"« + g^ß + <7,V - 0, 

so fallen die beiden Schnittpunkte der Geraden (5) mit der Kurve 
(1), (2) im Punkte Pq zusammen. 

Eine durch den Punkt x^, y^, Zq der Schnülkurve (1), (2) in der 
Hichtung a^ ß, y laufende Gerade ist Tangente der Kurve in ihniy wenn 
neben (6) und (13) die Bedingungen (7) uyid (14) erfüllt sind. 

Liegt der Punkt -Pi = ^i; J/i, ^i, ^, indem neben (10) auch: 

(15) /•„ = z-/^)^, + /;'%! + u'^ii, + u% 

ist, auf der Kurve (3), (4) selbst und ist neben (11) noch: 

(16) fn = fi^'^x, + U'^y. + U'^h + f^'\ = 0, 

so faUen die beiden Schnittpunkte der Geraden (9) mit der Kurve 
(3), (4) im Punkte P^ zusammen. 

Eine den Purikt x^, y^, z^, ^ der Schnittlcurve (3), (4) mit dem 
Punkte x^y y^, z^^ t^ verbindende Gerade ist Tangente der Kurve in 
^i; yi? ^1? ^1? w?ßw« neben (10) und (15) die Bedingungen (11) wtd 

(16) erfüllt sind. 

4. Normale der Sohnittkurve. Für die Richtungskosinus a, /3, y 
der Tangente der Kurve (1), (2) im Punkte Xq, y^, Zq gelten die 
Gleichungen (7) und (14). Für die Eichtungskosinus «', /3', / der 
Normale der Kurve in diesem Punkte ist dann: 

aa + ß' ß + yy = 0, 
ua' + vß' + wy' = 0, 

oder wenn man mittels (7) und (14) a, /3, y eliminiert: 

(17) \a j3' / j = 0, ua+vß'+wy^O. 

U V w \ 

9i' .9*" ff»' : 



(20) 
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6« Doppelpunkte der Sehnittkurve. Die Bedingung (14) ist fQr 
alle in der Ebene (2) durch den Punkt Xq, y^, z^ gehenden Rich- 
tungen cc, ß, y erfüllt, wenn sie eine Folge der Bedingung (7) ist, also: 

(18) g^^ : g^^ : g^^ =u:v:w 
oder mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

(19) ^^o^.^^_0, g^^'+Qv^O, g,^+Qw=^0. 

Ein solcher Punkt der Sehnittkurve (1), (2), der die Eigenschaft 
hat, daß alle durch ihn gehenden Geraden der Elmte (2) Tangenten 
der Kurve in ihm sind, ist ein Doppelpunkt der Sehnittkurve. 

Die Gleichung (13) wird infolge von (19): 

— 9{^o^< + VqV + ZqIc) + (7/ -= 

oder nach (6): ^ . ^ 

^ ^4 + (>s = 0. 

Ein Doppelpunkt Xq^j/q, Zq der Schnittkurve (1), (2) ist daher durcfi 
die Gleichungen: 

Oi^'+Qu^O, g^^^+Qv^O, g.^'+Qw^O, ^/+p5 = 0, 

uXq + vyQ+ wZq+ s=^0 

gekennzeichnet, welche die Gleichung (13) schon zur Folge haben. 

Die Bedingung (16) ist für alle der Gleichung (11) entsprechenden 
Punkte x^, t/j, z^, t^ erfüllt, wenn (I § 51, (3)): 

(21) /;(>) : /;(!) : f^W : /;(i) ^u:v: w : s 
oder: 

Ein Doppelpunkt x^, y^, z^, t^ der Schnittkurve (3), (4) 15^ durch 
die Gleichungen: 

( ^'^'^ + P" = ^' /"»^'^ + c« = 0, /-.w + (.«, = 0, /;(•) + ps = 0, 

^ "^ \ ux^ + ryi + wz^ + s^^ = 

gekennzeichnet, welche die Gleichung (15) zur Folge haben.*^) 

6« Tangentialebene als solineidende Ebene. Wenn zwischen 
den Koordinaten x^^ y^, z^, t^ eines Punktes und den Koordinaten u, 
V, w, s einer Ebene die Gleichungen (22) bestehen, so liegt der 
Punkt nach (15) auf der Fläche (3) und kann die Gleichung (4) der 
Ebene in der Form: 

(23) f,^')x + U')y + U')z + f^'H = 

geschrieben werden. Sie ist nach § 67, (17) die Tangentialebene der 
Fläche im Punkte x^, y^, z^, t^. 

Ist umgekehrt x^, y^, z^, t^ ein Punkt der Fläche, so sind für die 
Koordinaten u, v, w, s seiner Tangentialebene (23) die Bedingungen 

(22) erfüllt. 
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Die Schniäkurve der Fläche jsweUer Ordnung mit einer Ebene luxt 
daher immer dann und nur dann einen Doppelpunkt, wenn die Ebene 
Tangentialebene der Fläche ist Der DopiielpunM der Schnittkurve ist 
dann der Berührungspunkt der Tangentialebene.^''^) 

1. Mittelpunkt der Sohnittkurve. Der Punkt x^, j/q, b^ der ge- 
raden Linie (5) ist der Mittelpunkt der beiden Schnittpunkte der 
Linie mit der Kurve (1), (2), wenn in (8): 

(24) ^« + 5^,^ + 5^3^ = 0. 

Diese Bedingung ist nach (7) insbesondere fQr alle in der Ebene 
(2) durch x^j y^, Zq gehenden Geraden erfüllt, wenn: 

(25) gi-g^'g^^^"^' v-^^- 

Ein solcher Punkt, der alle durch ihn gehenden Sehnen der 
Schnittkurve halbiert, ist Mittelpunkt der Kurve (§ 11, 4). 

Der Mittelpunkt der Kurve (1), (2) ist somit durch die Gleichungen: 

(26) pi'+^"=^^^ i/2'+pt^ = 0, g,^+QW^O, 

^ 1 uXq+ ly^ + wjSq +5 = 

gekennzeichnet.^) 



§ 107. Einteilung der ebenen Sclinitte nach dem Rang. 

1. Allgemeine Gleichungen der Doppelelemente. Die Schnitt- 
kurve der Fläche zweiter Ordnung § lOü, (3) mit der Ebene u, v, w, s 
hat nach § 106, (22) einen Doppelpunkt x, y, e, t, wenn die fünf Be- 
dingungen: 

fi+QU^O, f^ + Qv^O, /; + ()M? = 0, /;+ps«0, 

ux + vy + WZ + st = Oy 

oder ausführlich geschrieben^''): 

( a^^x + a^^y + a^^z + a^J. + ^w = 0, 

a^^x + a^^y + a,^^z + a^J, + pv = 0, 

a^^x + a^^y + a^t^z + a^^t + giv^O, 

ux -\- vy -\- WZ + st =0 

unter Elimination von q erfüUt sind. Sie werden aber bei Elimina- 
tion von Q in der Form: 

/l /S /s M 



(1) 



(2) 



U I' w s ' 



(3) 

(4) ux + vy + tvz + st '^ 
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in Xy y, js, t linear und homogen. Sie können also dann als Glei- 
chungen von vier Ebenen betrachtet werden, denen der Punkt x, y, e, t 
augehören muß. Je nachdem diese yier Ebenen keinen oder einen 
Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle vier zusammenfallen; 
wird die SchniÜkurve "keinen oder einen Doppelpunkt oder eine Doppd- 
achse oder eine Doppelebene hohen, Sie wird danach ein eigentlicher 
Kegdschnittj ein Strahlenpaar oder ein Doppdstrahl sein, oder die 
schneidende Ebene u, v, w, s wird alle ihre Punkte mit der Fläche 
gemein haben, also sdbst ein Bestandteil der I lacke sein (§18, 1; 
§ 19, 9). 

2. Sohnittkurven ohne Doppelpunkt. Die in x, t/, z^ t, q line- 
aren homogenen Gleichungen (2) können nur bestehen, wenn „die mit 
den Koordinaten u, v, tc?, s der Ebene geränderte Determinante A der 
FVkh^'"^^): 



(5) A" = 



«11 


«12 


«18 


«14 


U 


ö«l 


«22 


«28 


«24 


V 


«M 


«^82 


«88 


«84 


W 


«41 


«42 


«48 


«44 


s 


U 


V 


W 


S 




1 



verschwindet. Es folgt daher: 

Die Sdinittkurve § 106, (3), (4) hat keinen Doppelpunkt, ist ein 
eigentlicher Kegelschnitt^ wenn: 

(6) ^«4=0- 

3, Sohnittkurven mit Doppelelementen überhaupt. Die not- 
wendige Bedingung für das Vorhandensein eines oder mehrerer 
Doppelpunkte ist dagegen: 

(7) A'^O. 

Sie ist nach § 106, 6 zugleich die Bedingung dafür, daß u, v, w, s 
eine Tangentialebene der Fläche ist.^^®) 

Die Entwicklung der Determinante (5) nach der letzen Zeile und 
Kolonne gibt für die Gleichung (7): 

(8) ~ ^«- A^y + Ä^^v^ + Af^w^ + 2A^^vw + 2A^^wu + 2A^^uv 

+ 2A^^us + 2A^^vs + 2A^ws + A^s^=^ 0. 

AUe Ebenen w, v, w, s, welche die Fläche § 106, (3) in einem nickt 
eigentlichen Kegelschnitt schneiden und daher Ta/ngentialebenen sind, ge- 
nügen der Bedingung (8). 

Sie wurde unter der Voraussetzung A^O schon in § 78, (7) 



578 
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als Gleichung der eigentlichen Fläche in laufenden Ebenenkoordinaten 
erhalten 

Die Bedingung (8) ist identisch in u, v, w, s erfüllt, wenn alle 
Aj^j yerschwinden, also die Fläche zweiter Ordnung ein Ebenenpaar 
oder eine Doppelebene ist (§81, (27)). 

4. Die Unterdetenninanten vierten Grades von A**. Wir be- 
zeichnen mit A^^(k 1^1, 2y 3,4, b) die Unterdeterminanten vierten 
Grades der Determinante fünften Grades A*". Sie zerfallen in drei 
Arten: erstens die sechszehn A*l^{k, 1^1,2, 3, 4), die durch Randerung 
der Aj^j (§ 66, 6) entstehen, z. B.: 



00 



Au 

^12 -" 



<*2l «23 «24 ^ 
«81 «83 «84 ^ 
«41 «43 «44 S 



«21 «28 «24 



neben Jjg = — a^^ a^ a^^ 



«41 «48 «44 



(12) 



u tv s 
zweitens die acht {k = 1, 2, 3, 4); 

(10) AU ^ At, » - {A,,u + A,,v + A,,w + A,,s) ; 

drittens die eine: 

(11) ^55 = ^- 

Falls die Determinante A" verschwindet, ist für A; — 1, 2, 3, 4, 5: 

^ti-^ki + ^ii-^ki "1" '''ia-^ki + 'hi'°-n + ^-^ki =° ö> 

«81 ^M + «SJ--«"* + «88^"$ + "U^k* +«'^^5- 0, 
0«A"l + «4«^"» + «48^% + «44A"4 + S^iB = 0. 

Ist jetzt: 

(13) ^r,-0, <-0, ^,"3 = 0, A"4 = 0, *= 1,2,3,4, 

so folgt aus (12), da u, v, w, s nicht alle verschwinden können: 

(14) Ät, = At, = 0, i = l,2,3,4; 

damit aber wieder aus (12) mit A: = 5: 

(15) ^;', = ^ = o. 

I. Wefin also neben A" selbst die sechsBehn Unterdeterminanten 
(13) sämtlich verschmnden, so verschwinden auch die neun ünterdeter- 
winanten (14) und (15) (§ 44, 10). 

5, Sohnittkurve mit einem bestinmiten Doppelpunkt. Unter 

der Voraussetzung (7) ergibt die Auflösung der Gleichungen (2): 

(16) x:y'.z:t:Q^Al^:A'l^: A'l^ : A^;^ : A^^, 



§ 107, 6—6. 579 

Ä = 1; 2, 3, 4 oder 5, und daher unter Elimination von q (§ 79, (4)): 

(17) x:y :z :t=^ A^^ : ^^j : Ä^^ : A^^^ 

Ä = 1, 2, 3, 4 oder 5. Die Verhältnisse (17) sind bestimmt, wenn Aj^^, 

^kff -^kSf ^*4 (J^ "^ ^9 2; ^9 ^y ^) iiichi^ sämtlich verschwinden; dazu 
dürfen aber nach 4, I schon Ä^^y A^^, -4^3, A^^ (Je =» 1, 2, 3, 4) nicht 
sämtlich verschwinden. 

Die SchnUtkurve Jiat daher immer dann und nur dann einen be- 
stimmten Doppelpunkt^ mit den Koordinaten (17), wenn'^^): 

(18) A*" - 0, aber A^, {k, Z - 1, 2, 3, 4) nicht alle 0. 

Sind dabei die Bedingungen (14) und (15) erfüllt, so wird nach 
(16) p "= 0, und die Gleichungen (2) stimmen mit den Gleichungen 
§ 67, (32) für den Doppelpunkt der Fläche selbst überein. 

6, Andere Form der Bedingungen eines bestinunten Doppel- 
punktes. Für die Determinante fünften Grades (5) ist unbedingt (ent- 
sprechend wie I Änm. 1, III, (9)): 

W S I 

WO wir allgemein mit a", (Ar, J = 1, 2, 3, 4, 5, 6) die mit den Koor- 
dinaten der Ebene u, r, w, s geränderten Unterdeterminanten a^^, be- 
zeichnen, z. B.: 

(20) «13 — aji 0„ w neben cc^^ «I " ** ' • 

u V ■^"^'' 

Mit Hinzufügung der entsprechenden Formeln ist: 

Aa -^8» "" (-^m) ^ ^ ^4A> ^88 ^11 "" (Al) "" -^ ^65» 

A" A" — ( A^^^-^ A^ n^ 

^11 -^22 v-^12/ ~ ^ '^ee ; 

^n ^44 "" (A4)* ^ ^ "11 ^ -^22 -^44 "■ (^24)* *" -^" ''^M ? 

-^33 ^44 (-^34) ^ -^ ^83 • 

Setzt man daher zur Abkürzung (§ 79, (5); (6)): 

(22) Ä^^A\,+A\,^A\^ + r^, 

(23) Ä"" = «11 + «gg + «33 + a\^ + «55 + «ßß , 

so folgt ebenso wie in § 79, (9) zunächst: 

Ä- A\, - (^rx)*+ K,)*+ K»)'+ «)»+ ^"K + <» + <e), 



(21) 



(24) 
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und danach die identische Gleichung^): 

(25) (A'y = (^ti)* + «y + (A",)* + i^uY + 2(^",)» + 2(^-,)' 

+ 2(^-,)» + 2{Äiy + 2«)« + 2(^1:,)« + 24-^"- 

Wenn nun ^"=0 und ^'"=0, Terschwinden nach (25) alle 
A'^, (k, Z - 1, 2, 3, 4). Wenn dagegen aUe A^, =0 (Ä - 1, 2, 3, 4), 
verschwindet nach (22) A'" und, da fQr die Determinante fünften 
Grades: 

, ^r, ■ = wy 

ist (entsprechend wie I Anm. 1, III, (7)), auch Ä". 
Daher sind die Bedingungen: 

<26) Ä"^ 0, aUe A^^., = (Ä: =- 1, 2, 3, 4) 

gleichbedeutend mit: 

(27) Ä'^O, ^'"-0; 

ferner die Bedingungen (18) e/n^^ bestimmten Doppelpunktes gUick- 
bedeutend mit: 

(28) ^"«0, ^'-+0. 

7« Schnittkurve mit bestimmter Doppelaohse. Der Doppolpunkt 

(17) wird unbestimmt, wenn die Bedingungen (26) oder (27) erfüllt 
sind. In diesem Falle gehen also die vier Ebenen (3), (4), falls sie 
nicht alle vier zusammenfallen (ygl. 9)^ durch eine gemeinsame Achse. 
Diese wird schon durch jswei von den Gleichungen (3), etwa durch: 

(29) f^w — f^v = 0, ux + vy + W0 + st ^ 

in laufenden Koordinaten x, y, z^ t dargestellt oder, was dasselbe ist, 
durch die zweite, dritte und fünfte Gleichung (2) unter Elimination 

V071 Q. 

Die gleichzeitige Elimination von x und q aus den drei genannten 
Gleichungen gibt aber in: 

\ u vy -\- IV z + st 
oder: 

(30) <,y-<,;. + <4< = 

die Projektion der Achse (29) auf die y;^-Ebene. Ebenso gibt die 
Elimination von y und q oder z und q: 

(30') al^z - al^x + a{^t = 0, a^^x - a^,y + a[^t «0. 

Wie hier die zweite und dritte, könnte man aber auch irgend zwei 
andere der vier ersten Gleichungen (2) mit der fünften verbinden. 



J 
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Damit ergibt sich aber (I § 48, (11)): 

Die Scknittkurve ist unter den Voraussetzungen (26) oder (27) eine 
Doppelgerade mit den Achsenkoordinaten (§81, (2))^*): 

(31) Qn ' &i : Qu - ffu • QiA ' ?m - <i '• «^ • «^3 ' <4 - «^s • <6^ 

* = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Die Doppdgerade ist bestimmtj wenn noch die weitere Voraus- 
setJBung hinzugefügt unrd, daß: 

(32) a;^, (fc, i = 1; 2, 3, 4, 5, 6) wicW aUe 0. 

Da aus (26) nach 4, I die Gleichung (15) folgt, so ergibt sich: 
Eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung (A 4- 0) kann von einer 

Ebene niemals in einer Doppelgeraden geschnitten werden, sondern nur 

in einem eigentlichen Kegdsdmitt oder einem getrennten Linienpaar. 
Beim Kegel {A «0, -4' + 0) muß jede in einer Doppellinie 

schneidende Ebene nach (14) und (10) durch die Spitze gehen 

(§ 79, (4)). 

8. Andere Fonn der Bedingungen einer Doppellinie. Durch 
Multiplikation der Entwicklungen: 



(33) 



(34) 



— ^88 ^ «56«*^+ «44^*+ «88«*- SOj^V« + 2 O^^US — 2 U^^UV , 

— A*^^ -= a^^u^+ «22«*+ «88«^**+ ^cCiiVW + 2a^^wu + 2ai^uv 
mit u^y «*, w^, s^ und Addition folgt: 

, - (A"t^H ^^2^"+ ^88«^'+ ^::««*) = 2a,iwV+ 2a22t^*5* 

+ 2a,3M;V + 2a^v^w* + 2^55 tr^w» + 2a^u^v^ 

— 2ai5M*M;5 + 2öfiet*^vs — 2cc^u^viv — 2^26 v*u6' + 2a^^v^w8 — 2aQ^v*wu 

— 2aj4M;*t;s + 2035^7*^5 — 2a^w^uv + 2a^^vws^ + 2^31 w;m5* + 2a,2ttV5*. 

Andererseits ist: 



(35) 



(—<!=- «22««'*+ «88^*- 2a28 vw;, — a"^ 
— «tt = «8sW*+ »11 w*- 2a^^wuy — «55 



— a 



38 



(36) 



«11«'*+ «22«**- 2ai2Wt;, - a^g = 
"14 ^ ciztvs — a^^ws + Ö24«^w 



a^s^ + a^v^ 

Ö88«* + «44«<'*' 



2ai4M5, 

-2024^8, 



a^^uv, 



- a^^vw, 



Staude, FUohen i weiter Ordnung. IL 



38 
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und hieraas: 
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(87) 



«1 a« + «M «M + «M O - « < + «4 <i + «4 «») 



— 2«f,iMV+ 2a„»V+ 2a„frV+ 2«^»»«;*+ 2a^w*u*+ 2a^u*v^ 

— 2ai^u*ws + 2«!,«*«» — 2a^u'vw — 2e^v*us + 2a^v*tes — 2«j4»*ir 

— 2ag^w*vs + 2af^w*us — 2a^^w*uv + 20,5««-'«*+ 2(i^,m;us' + 2aj,«ci 
Nach (34) und (37; ist daher: 



(38) 



f «1 «« + «»1 «?6 + «M «m) - («U <i + < «16 + «« «m) 



Für die Determinante Tierten Grades Ä'^ ist nun unbedingt 
(I Anm. 1, m, (9)): 



(39) 



u u 
«16 «11 



-^11 



a,8 t? 
V 



— -4." i; 



u 

11 



8 



In derselben Weise erhält man die Gruppe von Formeln: 



(40) 



'65 > 



«•*^«»(««)*-«;i»«s„ «*^i;-«j'-«i*r 






«55«66> 



'33' 



449 

55» 






«*^.>«.)*-<i««, ^*^:mo 



2 



il fS 



(41) 



Danach folgt ans (23): 

^''"<=(<i)'+(o*+w,)*+<<+(<)*+(o*-(t''»+o(A"+^;;). 

^''"<,= (<i)*+(0*+(<»)'+(<;*+««<5+(<.)'-(«'-''+«»)(Ji;+^:i:, 

^''"<4-<<+(««)*+(««)'+(««/+(o*+(<.)*-(«'+s*)(^«+^. 

^""<6= «1)* +«»+«8)' + «)* +«s)* +«J* -( «*+ «*)(A"*+^). 

.^''"<«-(<)*+(<.)*+<<.+(<)*+(<)* +(«;;)=' -(«'H5*)(A"+^;;)- 

Durch Addition dieser Gleichungen und der Gleichung (38) in der 
Form: 

(42) 2(«+<,<5+<»0 

= 2 { («rj*+ «)*+ i<.y } - 2(^.>*+ ^.>H At,w*-\-Als*) 
folgt aber rfi^ identische Gleichung^): 

(43) (X"")«- («;,)«+ (a^)*+ «, )H «)H (««)»+ (a^)» 

2 { («u)V «,)H «,)H «5)*+ («r6)H (««)'+ «)*+ «)' 

+ «)*+ «)*+ («.")•+ ««)*+ «)•+ «6)*+ «.)'} 

-2^"'(tt«+t)»+w«+s''). 

Wenn daher ^'"=-0 ist, so folgt aus ^""—0 das Verschwinden 
aller a"^ und umgekehrt. 
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Daher sind die Bedingungen: 

(44) A^'^O, Ä'^^O^dOe a^.^O (fc, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 

gleichbedeutend mit: 

(45) ^"-0, ^'"-0, ^""«0; 

femer die Bedingungen (27) und (32) einer DoppeUinie gleichbedeutend 
mit: . . 

(46) A^'^O, ^'"-0, ^"VO- 

9« Die schneidende Ebene gehört der Fläche an. Die Doppel- 
linie (31) wird unbestimmt^ wenn die Bedingungen (44) oder (45) 
erfiillt sind. Dann fallen die beiden Ebenen (29) zusammen. Die 
aus der Matrix ihrer Koeffizienten: 

(47) wa^ — va^^ wa^^ — va^^ «^«88 — ^^m wa^^— va^ 

U V w s 

gebildeten Determinanten sind in der Tat die ünterdeterminanten 

^u> ^1*2? ^18? ^i4> ^ihy ^\%) ^^^ Tis^h (44) verschwinden. Ebenso fallen 
alle Ebenen (3)^ (4) in eine zusammen. Jeder Punkt der schneidenden 
Ebene ist daher Doppelpunkt der Schnittkurre. 

Unter den Bedingungen (44} oder (45) gekört die schneidende 
Ebene in ihrer ganzen Ausdehnung der Fläche an. 

Die Fläche muß daher selbst ein Ebenenpaar oder eine Doppel- 
ebefie sein. Aus diesem Grunde sind nach § 81, (1) die ünterdeter- 
minanten A^j (A; = 1, 2, 3, 4) alle 0. 

Die schneidende Ebene muß im Falle des Ebenenpaares durch 
dessen Achse gehen, so daß nach § 81, (2) (I § 48, (12')) die Gleichungen 
bestehen: 



(48) j«»"-'^««' 






im Falle der Doppelebene sind schon alle a^|=0 (§ 81,(20)). 

Die linken Seiten von (48) sind aber die 48 Unterdeterminanten 
dritten Grades, welche A!* neben den 36 a^^, (A, Z = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
und den 16 J[^, noch besitzt, z. B.: 

(49; 



<h% 


a»s 


»24 =- 


Ojg 


«28 


V 


«82 


058 


«Sil 


«82 


«38 


W 


V 


K 


s 


a^ 


«48 


s 



II. Wenn also nd)en Al' und A'** die 36 Unterdeterminanten 
a", (Ä, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) sämtlich verschwinden, so verschwinden auch 
die 16 Aj^^ (k,l =^\,2, 3, 4) und die 48 übrigen Unterdetermincmten 
dritten Grades von A^ in (5) (vgl. 4, 1). 
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IL Kapitel 

Das Hauptachsenproblem der ebenen Schnitte. 

§ 108. HauptaoliseiLriolitiiiLgen und HanptaclisenkoefllzieiLten der 

Sclmittknrve. 

!• Koordinatensystem in der schneidenden Ebene. Die Glei- 
chung der die Fläche: 

(1) g{x, y, z) = a^^x* + a^y^ + a^z^ + 2a^^yz + 2a^^zx + 2a^^xy 

+ 2a^^x + 2a^^y + 2a^^z -^ a^^O 
schneidenden Ebene: 

(2) ux + vy + WZ + Ä ~ 
sei in der Hesseschen Normalform: 

/o\ ux4-vy 4-wz -X- 8 , ^ , , «, ^ 

wo: 

(4) 6=Vt*-+T«+i^ 

nicht verschwindet; wenn die Ebene (2) als endlich vorausgesetzt 
wird. Von den Koeffizienten: 



(5) ^8^7' ft===^7 ^8=^7' *" 

(5') «3^ + ft^ +y^'-'l 



sind die drei ersten die Richtungskosinus der Normale l der Ebene, 
Es sei nun Sli,ri ein hdidnges in der Ebene (2) liegendes Koor- 
dinatensystem^ dessen Anfangspunkt Sl die Koordinaten x^y y^, jp^ und 
dessen Aclisen | uizdf 17 die Richtungskosinus a^j ß^, y^ und a^f ß^f Yt 
haben^ so daß: 

(6) UXq + »yo + «^'^0 + S = («8^0 + ftj/o + ^8^0 + * = 0), 

I i/Oj + t;/3j + «<?yj = {a^a^ + /SjjSg + y^y^ = 0). 

2. Neues Koordinatensystem im Itaume. Wir führen nun 
Sli^ri^ als neues System im Räume ein, auf das wir von dem alten, 
Oxyz mittels der Formeln übergehen: 



(8) 






f I- «1 (^-a^o) + A (y- yo) +yi(«- «0)^ 

ij=a,(a;-a;o)+A(y-yo)+yi(^-*fo)» 

g- «5 («- a;,) + Ä, (y -y«) + y, («— *o) • 
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Die Gleichung der Fläche (1) lautet in dem neuen System: 

(10) g{x, y, z) = a\^%* + a;,ij»+ a;,g» + 2a\,ni+ 2a^^i% + ^a\M 

+ 2«;,! + 2«;,,? + 2a;,g + a^^'= 0, 

wo die Koeffizienten die Werte § 66, (19) — (21) haben, und die Glei- 
chung der Ebene (2) wird nach (3), (6), (9): 

(11) g - 0. 

In heeug auf das ebene System Ä|iy ist daher die Gleichung dei* 
SchniÜkurve (1), (2)*^«): 

(12) a;,|«+ 2a\^lri + a;,9?«+ 2a;j + 2a;,i? + <,= 0. 

3. Hauptaohsenriohtungen und Hauptaohsenkoeffiuenten. Der 

Punkt Ä und die Achsen 6, ri waren vorerst in der Ebene (2) beliebig 
gewählt. 

Die Koeffizienten a'^j ^ a\^y a^^, a\^y a'gj in (10) hängen nach §66,(19) 
nur von der Richtung der Achsen £, iy, aber nicht von Sl ab. Wir 
nennen nun die Richtungen der Achsen g und iq zwei Hauptachsen- 
richtungen der Kurve (12), wenn sie senkrecht sind und®*): 

(13) a'ig - Ki^ißiY^cCt + K{^ißiYi)ßi + Ki^ißiyi)?^ 

Die entsprechenden Koeffizienten: 

(14) a\^ = h («1 ß^ y^) , a^^^h (a, /S, j/j) 

heißen alsdann Hauptachsenkoeffizienten, 

Die Werte der Koeffizienten a^j, a^g sind: 



<'»' 11' 



■ Ai(ai/'iyi)«8+ /'j(aiAyi)/38+ Äs(ai/'i}'i)y». 
„ - A, (a, ß, y,) a, + /», («j /J« y,) /Jj + Ä, (a, /S,, y,) y^ • 



und außerdem bestehen die Formeln: 

(16) a,'+ß,' + y/^ 1, «,*+ ftH j^,»- 1, 

(17) «3«! + ftft + ysn == 0, «3^2 + ß^ßi + a^r^ = 0, 

(18) cc,a,+ ß,ß,+ y,y,^0. 

Die eehn Gleichungen (13) — (18) enthalten somit die vollständige 
Erklärung der zelm Unbekannten a^, ß^, y^; «g, ß^y y^; a,^, öf^^; a^j, a^j 
des Hauptachsenproblems, 

Die beiden Gruppen a^, /J^, j^,, a'^^, a[^ und «,, /3„ y^, a^^, a^^ 
von je fünf Unbekannten sind lertauschbar (§ 88, 4). 
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Die Gleichungen (16) bis (18), neben denen noch (ö') besteht, 
haben (§ 88, (7); (8)) zur Folge, daß: 

(19) «,«+«,«+ V== 1, ßi' + ß,' + ßz'-h Yt'+ y,'+ n'-h 

4« Notwendige Bedingungen für einselne Gruppen. Aus den 

drei Gleichungen ans (14), (13), (15): 

(ÄiCai/^iy!)«! + f^tQhßiri)ßi+ Ki^ißin)?! -- «li, 

(21) \h{a,ß,Y,)a,+ K(^^ß,Y,)ß^-\' K{^ßiYi)Yt-^, 
^{^JiYd^ + \{^ißiYi)ßz + h(^ißiYi)Yji - »Is 

folgt durch Multiplikation mit a^, a^, a^ oder /3^, ß^ ß^ oder y^j y^^ y, 
und Addition mit Rücksicht auf (19); (20): 

(22) \\{^ißiYi) - <A+ a\zß,, 

Die leiden Gruppen von fünf Unbekannten genügen daher jeweils 
den fünf Gleichungen: 



(23) 






(23') 






5. Hinreichende Gleioliiingen für die sehn Unbekannten« Um- 
gekehrt folgt aus den drei ersten Gleichungen (23) durch Multipli- 
kation mit a^, ß^y y^ und Addition mit Rücksicht auf die vierte und 
fünfte (23) wieder die erste (21) oder (14), und ebenso aus (23*) 
wieder die zweite (14). Multipliziert man ferner die drei ersten 
Gleichungen (23) mit «g, /3,, y^ und (23') mit a^, ß^, y^ und addiert, 
so folgt mit Rücksicht auf den Wert (13) von a\^ und die vierte (23^) 

und (23): 

a'ij, = a\^{a^a^ + /^ift + Yi Yr), 

«12 ^ ««(«i«« + ßiß% + YiYi), 
und daraus für a[^ =^ a^^: 

(24) a[,^0, (25) c^,a,+ ß,ß,+ y,y,^0, 

übereinstimmend mit (13) und (18). Für a^^ = a'gj folgt dagegen (24) 
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erst unter Hiszufügung yon (25). Auch die Gleichungen (15) gehen 
mit Rücksicht auf (5') aus (23), (23') wieder hervor. 

Die zehn Gleichungen (23) und (23') sind für die Unbekannten 

^11 ; ^ij ß\9 ?u «13 ^^^ «M» ^y ßif y^f «23 «** ^*^ hinreichend, wenn 



a 



u 



11 T «M* dagegen erst in Verbindung mit (25), wenn a\^ — a^, (§ 88, 6). 

6« Die quadratische Gleichung der Hauptachsenkoeffioienten. 

Die Tier ersten Gleichungen (23) lauten mit Rücksicht auf (5) aus- 
führlich : 

(«11 - «ii)«i + «iäA + «un - T ^Is ^ 0, 



(26) 



«21 «1 + («22 - «n)ft + «28>'l - g «I3 = ^y 

0, 



«81 «1 + «82/51 + («38 - «n)yi - 7 «'18 = 

und ebenso die Gleichungen (23') mit a^j, a,, ^g, y^, agg, für a[^, «,, 

/Ji, ^1, a[y Da ccj, /3,, y^, -^ nach (16) nicht alle verschwinden 

können, muß die Determinante der in ihnen linearen und homogenen 
Gleichungen (26) verschwinden. Es folgt daher (§ 88, 7) : 

Jeder der beiden Hauptachsenkoeffizienten a[^j a^ muß der in k 
quadratischen Gleichung ^^^): 



«11-^ 



(27) 



H(A)=, 



a< 



21 



«12 

(Zoo A 



a 



18 



a 



81 



a 



82 



u 



V 



«28 

«38—^ 
W 



U 

V 

W 





==0 



genügen. Sie heißt die quadratische Gleichung des Hauptachsenproblems 
der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene (2). 



§ 109. Die Wurzeln der quadratischen Gleichung. 

1« Die Determinante und ihre Unterdeterminanten. Die Unter- 
determinanten dritten Grades der Determinante: 



(1) 



HW = 



a,i-A 


«12 


«13 


u\ 


«21 


»22 ^ 


«28 


1 
V 

1 


«31 


«32 


«83-^ 


w , 



\ U V IV 

sollen in folgender Weise bezeichnet werden: 
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(2) 



HuW 



V 



a,3 V 



«88-^ 



«31 M7 



w? O' 



a 



18 



U7 



«11-^ 

u 



u 




a^i-X 



Hss (^) = : ö^si 



u 



«18 

««« — ^ 



V 





a.. — X a 



'11 



18 



U 



H„(A)=-:« 



81 



U 



«88 «^ , 
V 



HaiW^-- 



«88 

«18 

V 



— X a. 



88 



18 «* 

m; 



a 



a«. — X 



"88 



Hl2W"=- j«88 

w 



«*81 

«81 
U 



w 



^ 1 



(3) 



Hu W == - 



«88—-^ «88 



a 



81 



a 



88 



t; 



«88- 
W 







l«8S — ^ «31 



^ «81 ? Hg^CA) - - Oij 



«11- 
U 



«88 



18 ; 



«11— A 



H3.(^) = - 



a 



81 



u 



«18 
«88 



a 



13 



— A 



a. 



'88 



W 



«11 — ^ ötjg 



a 



18 



(4) H«(A) = ^(A)=|a 



21 



^81 



«22 ^ «83 



(§ 88, (17)). 



a 



38 



«83— ^ 



2« Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten 

von H(A) nach A sind: 

(5) H'(A) =. - H,,iX) - H,,a) - H..(X), 

(6) H"(A) 2(m« + V» + M'») 2e« (§ 108, (4)). 

Nach der Maclauriiischen Reihe ist dann: 

(7) H (;i) - H (0) + H'(0) X + \- H"(0) X». 
Nach § 107, (9); (20) ist nun: 



a 



11 



(8) 



H(0) = 



a 



81 



a 



81 



«12 
«82 

a 



a 



13 



a 



82 



u 



V 



88 
«38 



u 

V 

w 




^447 



J 
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(9) H,,(0) « 



V w 



V 

w 




<i. H„(0)^««, H33(0) = «, 



88* 



Setzen wir daher zur Abkürzung (§ 89, (5)): 
(10) 



A'*^ 
^u 



«i^i + «i + a 



ßo wird die quadratische Gleichung § 108, (27) des Hauptachsenpröblems 
der Schnitthurve: 

(11) H(;i) =« - eu»- ^;;;a + ^;i = o. 

3« Die Diwkriminante der qua- ^^ 
dratisohen G-leioliung. Nach (11) ist 
der Differentialquotient von H(>L) auch: 

(12) H'(A)--2e»A-^;,. 

Die Wurzel der Gleichung H'(A) = | 

ist daher (Fig. 182): Fig. ist. 




I'U 



x = K=-y* «»=«»+«»+< 



2«' 



(13) 

worauf identisch: 

(14) H'(Ao) = 0. 
Mit (13) wird nun nach (11): 

(15) 4e' H(io) = (Ä'^' + ^e*Al. 

Die Dishriminante der Gleichung (11), welche zunächst den Wert: 

(16) @ = (AZy + 4e«^- 
hat, ist in der Farm darstellbar: 

(17) 0«4e«H(Xo). 

4. IdentiBohe G-leiohung swisohen H(>1) und H'(A). Für die 
Determinante vierten Grades (1) ist (I Anm. 1, III, (9)): 



Hg j (A) Hjg (l) 



= H(A) 



a^j — A 



w I 

oder entwickelt und die beiden entsprechenden Gleichungen hinzu- 
gefügt: 

fH„(A)H,,(X)-H,UA) = -u»H(A), 

(18) H^(X) H.XA) - H,\(X) = - v'Hil), 

\»iiW»«W - »hW = - «''H(A). 

Multipliziert man jetzt die Gleichung (5) mit -- Hii(A) und benutzt 
die beiden letzten Gleichungen (18), so folgt: - ; 



L. 



590 § 109, 4—6. 



(19) 



f- Hna)H'(A) = H«(i) + HAW + Hä(A) - (»»+ «'')H(;i), 

- H„(A) H'(A) - H« (i) + K{X) + Hi(A) - («;»+ ««)H(i), 

- H„(A)H'a) = H,\(A) + Hj^a) + H^CA) - (««+ t;*)H(A)- 

Durch Addition dieser drei Formeln folgt nach (5) und (13) (§ 44, (40)): 
Zwischen H{1), H'(X) und den sechs Unterdeterminanten (2) be- 
steht identisdi in X die Gleichung: 

f H'»W = »!tW + KW + H*,il) + 2Hl{X) 

+ 2HI,(l) + 2H*,(X)-2e*»iX). 



(20) 



6» Bealität der Wurseln der qaadratiBohen G-lelohung. Setzt 
man in (20) insbesondere X = Aq, so wird nach (14): 

= KiX,) + Hi(;,) + H|,(Ao) + 2H».(Ao) 

+ 2H|.(A„) + 2Hf,(Xo)-2c»H(A„), 

und folgt nach (17): 

Die Biskrimincmte S der quadratischen Gleichung (11) ist als 
Summe von Quadraten in der Form darstellbar: 

l & - H« (Ao) + H4(Ao) + H«,(Xo) + 2H,V^.) 



(21) 

I + 2H«,(Xo) + 2H,VU 

t<;o Xq den Wert (13) Äa< und in (13) ^^ a?i5 (10) und (9) £?w cn/- 

nehmen ist. 

Da somit die Diskriminante @ nicht negativ sein kann^ so folgt: 
Die Wurzeln der quadratischere Gleichung des Hauptachsenproblems 

der ^enen Schnitte sind stets reeU}^^) 

6. Bedingungen einer Doppelwurael. Da die Diskriminante 
nur verschwinden kann^ wenn die sechs Quadrate in (21) einzehi 
verschwinden, so folgt: 

I. Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (11) sind 
immer dann und nur dann einander gleich, wenn emschen den Koeffi- 
zienten a^f und u, v, w die sechs Bedingungen erfüUt sind: 

jH,i(i,) = 0, H„(io) = 0, H„ao) = 0, 
1h„(^o) = 0, H„(Xo) = 0, Hij(X,) = 0, 
in denen Aj den Wert (13) hat 

Wenn die Gleichung (11) eine Doppelwurzel hat, so muß diese, 
da sie als solche auch der Gleichung (12) genügt, selbst den Wert 
(13) haben. Aber schon daraus, daß für eine Doppelwurzel X: 

:j;2B) H(A') = und H'(>1) = 0, 



(22) 



J 



(24) 
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folgt nach (20), daß für sie auch: 

n. Für eine Doppdwurzd k der Gleichung (11) verschmnden da- 
her stets die sechs Unterdeterminanten (2). 

Setzt man umgekehrt von einer Größe X Torans, daß sie den 
sechs Gleichungen (24) genügt^ so folgen für sie nach (18), wo u*, 
v^j iv^ nicht alle drei verschwinden können, und aus (5) die Glei- 
chungen (23), welche k als Doppelwurzel kennzeichnen. 

ni. Wenn für eine Große X die sechs Unterdeterminanten (2) 
verschwinden, so ist sie eine Doppdwurzel der Gleichung (11). 

Statt daher die Gleichungen (22) mit dem hesHmmten Werte (13) 
als Bedingungen der Doppelwurzel zu nehmen, kann man auch die 
Gleichungen (24) mit unhestimmtem Werte von k benutzen und sagen: 

IV. Die Gleichung (11) hat immer dann und nur dann eine 
Doppehvurzelj wenn die sechs Gleichungen (24) durch ein und denn 
selben Wert k befriedigt werden können, der dann zugleich die Doppel- 
Wurzel ist. 

Kommt es auf dessen Kenntnis nicht an, so geben die Glei- 
chungen (24) unter Elimination von k die Bedingungen einer Doppel- 
wurzel. Sie sind zwar nicht unabhängig voneinander, sollen aber 
der Symmetrie wegen als „überzählige Bedingungen^' alle beibehalten 
werden. 

7. Versohwindende "Wuraeln. Für die beiden Wurzeln k^, k^ 
der Gleichung (11) ist: 

(25) ;Li + X,= ---JS X,X,= -^J*; e'^^u^+v' + w^ 

Daher sind für: 



(26) 



A". 4" : beide Wurzeln von Null verschieden; 

Ä1^ = 0, Ä^ + : eine Wurzel X^ = 0, die andere >l.j = — i*; 

^;;^ = 0, Ä^ = 0: beide Wurzeln i^ = >l, = 0. 



8. FositiTe und negative Wurzeln. Aus (25) folgt für die Vor- 
zeichen der Wurzeln (§ 21, (25)): 



(27) i^«<0, äZ>0 

Äl>0 



+ + 



+ 
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§ 110. Bestimmung der Hauptachsenkoeffizienteii und 

Hauptachseiiriclitimgeii. 

1« Die zu einer Wurzel gehörige HauptoohBenTiohtiing. Jeder 
Hauptachsenkoeffizient a^^ (k « 1, 2) ist nach § 108, (27) eine Wurzel 
A^ der Gleichung H(>1) « 0. Die zu ihm und damit 0u der Wurzd 
Xj^ gehörige HauptachsenridUung muß nach § 108, (26) den Gleichungen: 



u 



' («11 - ^k)^k + ^lißk + »isn ~ " «is = 0, 



(1) 



r 



{ 



«11«*+ K« - h)ßk+ ««»n- T «M« 0, 



w 



«81«* + (^9ißk + («88 - h)yk- T «*8 "" 0, 



(2) 



die eben wegen H (Aj = miteinander verträglich sind, genügen. 

2« Die zu einer einfachen Wurzel gehörige Hauptaoluienrich- 
tung. Ist nun A^ eine einfache Wurzel, für die nach § 109, 6, HI 
niemals alle Unterdeterminanten § 109, (2) verschwinden, so geben 
die Gleichungen (1) für die Verhältnisse der Unbekannten ein einziges 
bestimmtes Wertsystem: 

= H,i(A*) : H„(XJ : H„{X,) : H,,{X,), 
= H,iaj : H„(A,) : H„(i,) : H„(i,), 
= H,i(A,) : H«(i,) : H«(A^ : H^(l^. 

Damit ist aber die Richtimg a^, ß^, y^ bis auf die Pfeilspitze bestimmt 
Zu einer einfachefi Wurzel Ij^ gekört stets eine und nur eine dm 

Gleichungen (1) entsprechende Haiiptadisenrichtung. 
Wie in § 90, (4), (5) folgt aus (2) auch^"): 

Q^k'- »ni^kl Qß.'- H,,(A,), Qy,'^ H,,(X,l 

Q = - HX^,), 

ßk^'ks u n \ « y*«*8 



(3) 

(4) 
(5) 

(6) 



. (>fty*=H„(ii), 



-9"'y-»uih), 



-9 



^u(h)} — 9 



Hu(At) . 



a 



2 



9,\' 



3« Fall von zwei einfachen Wurzeln. Sind nun die beiden 
Wurzeln >L^ verschieden, so gehört zu jeder von ihnen eine bestimmte 
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Hauptachsenrichtung aj^y ß^, y^^ die in Verbindung mit dem EoefGl- 
zienten ak$ den Gleichungen (1) genügt. Die beiden Gruppen a'kk » A^i 
^*; ßkf Vky ^*« (^ = 1; 2) von fünf Größen genügen also den Glei- 
chungen § 108, (23) und (23'), die für JLj + Jl, nach § 108, 6 für ein 
System yon Hauptachsenrichtungen hinreichend sind. 

Hat die Gleichung H(>L) = zwei verschiedene Wurzeln X^ und Aj, 
so gibt es stets ein und nur ein System von zwei zueinander senkrechten 
Hauptachsenrichtungen a^, ß^, y^ und a,, /3|, y, mit zugehörigen Haupt- 
achsenkoeffizienten a^i = A^, a^ «= Xj. 

Wie die beiden Wurzeln A^, X,, so sind auch die beiden Gruppen 

^117 ^if ßi} 7i7 ^13 ^^^ ^f2> ^} ßif y^) ^S8 ^ei'tauschbar und können etwa 
nach der algebraischen Größenfolge von X^ < ji^ auf die Achsen | und 
7j verteilt werden. 

4. Fall einer Doppelwunel. Durch Elimination von a'ks folgt 
aus der zweiten und dritten Gleichung (1): 

a,! v\a^+ a„— -l^ v ß^+.a^^ t?>^=0. 



(7) . , . 

Ist nun Xj^ Doppelwurzel, so ist nach § 109, 6, II auch: 

Hua*)-0, H„(A,)-0, 
oder mit Rücksicht auf § 109, (2) nach der letzten Zeile entwickelt 

^18 — ^k ^' = 0, w a^i V —u a^^ t? ! = 



V I «28 Vl — W 

I ^9S — K ^ 



ajj w 1 «3^ w 



ajj-A^, w 



a„ t; 



^^U'.V'.W, 



oder: 

1021 vi:|a22-^* «'l 

Danach kommt die Gleichung (7) mit der vierten Gleichung (1) überein. 

Im Falle einer Doppelwurzel Xj^ geben je zwei der drei ersten 
Gleichungen (1) bei Elimination von dkz die vierte. Die Gleichungen 
(1) legen also den Richtungen cci, ßi, y^ und o^, ß^, y^ keine andere 
Bedingung auf, als daß sie auf der Normale der Ebene u, v, w, s 
senkrecht stehen. Jede beliebige in der Ebene liegende Achse erfüllt 
diese Bedingung, so daß S und 7} (§ 108, (7)) irgend zwei solche 
Achsen sein können, die zueinander senkrecht sind (§ 108, (25)). 

Hat die Gleichung H(>L) = zwei gleiche Wurzeln X^^ X^^ so he- 
stimmt jedes in der schneidenden Ebene liegende rechtwinklige Äcfisen- 
System Sl^rj zwei Hauptachsenrichtungen, und die zugehörigen Haupt- 
achsenkoeffizienten sind immer X^ =- X^. 



(9) 



594 i 110, 5—6. 

6. GtosamteTgebnis der HauptachsentransforniAtion. Aus den 
Entwicklungen von § 108 — 110 geht nun herror: 

Sind in einem rechtwinkligen System Oxye im Baume eine FUukt 
e weiter Ordnung: 

gi^yVy^) =- a^iX^+ a«y*+ «M^*+ 2a„yir + 2a^^gx + 2a^x^ 

+ 2a^^x + 2a^^y + 2a^z + a^ =- 
und eine Ebene: 

(10) ttX + t?y + M7jBf + « « 

gegd>en, so nimmt die Schnittkurve beider in einem rechtwinldigei^ 
System H^tj in der Ebene (10), dessen Achsen bei beUdngem Anfangs- 
punkt Sl die stets vorhandenen Hauptacfisenrichtungen der Kurve haben, 
die folgenden Formen an: 

1. für Äl^^Oi 

(11) 1,1^ + A,i?« + 2a\,l + 2a;,iy + a^, - 0, 

wo X^ und k^ die nicht yerschwindenden Wurzeln der Gleichung 
H(A) - sind (Aj A, ^-Ä"^: e*); 

a) Die Hauptachsenrichtungen ^ und ri sind für iti + >L, eindeutig 
bestimmt und zwar ist: 

^ ^ U:^,:y. = H,i(i,):H„(l,):H„(^). 

b) Sie sind für >Li «= A, zwei beliebige rechtwinklige Richtungen 
in der Ebene (10). 

2. /ur A'i^O, AZ^O: 

(13) X^ri^ + 2a; J + 2a;,i7 + a;, == 0, 

wo ^ = — ^^4 : e^. 

Die Hauptachsenrichtungen ^ und r^ sind eindeutig bestimmt und 

zwar ist: 

«1 • Ä = ^1 = «?i ■ «« • "« ^§ 1^9, (9)), 

a> : ß% •* ^2 ==^ H^i(^) • H„(A,) : H;t8(A2) . 

3. für ^", = 0, ^l^^O: 

(15) 2a;,g + 2a;,i? + a^«0. 

Die Hauptachsenrichtungen 6 ^nd iy sind zwei beliebige recht- 
winklige Richtungen in (10). 

6» HauptaohsenriohtTingen und HauptaoluienkoeffiBienten par- 
alleler Schnitte. Da zur Bestimmung der Koeffizienten A^ und k^ imd 
der Richtungen ^ und iy nur die Determinante H(X) in § 109, (1) 
und ihre Unterdeterminanten gebraucht werden und diese von s in 
§ 108, (2) unabhängig sind, so folgt: 



(14) 



$ 110, ii~8. 
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ParaMde Schnute einer Fläche zweiter Ordnung haben dieselben 
Hauptachsenrichtungm und HauptachsenJcorffisienten.^^) 

7« Schnitte parallel einer Tangentialebene. Für die Tangefh 
tialebene der Fläche g(Xy y, ^er) — im Punkte x, y, sf sind die Stel- 
InngskoefGzienten u, v, w nach § 67, (18): 

(16) w==?i; v-^„ w^g^, 
während zugleich (§ 67, (12)): 

(17) g^x + g^y + g^e + g^^ g --0. 

Dabei sollen g^^ g^, g^ nicht aUe verschwinden. 
Indem man nun in der Unterdeterminante: 

(18) At, = a,. a 



44 



"11 



12 



a 



18 



9i 



a 



21 



a 



22 



a 



28 



a 



81 



a. 



9% 

9^ 




■^82 ^8 

9t 9% 9i 

die bezüglich mit x, y, z multiplizierten Elemente der drei ersten 
Kolonnen Yon denen der vierten abzieht und hernach ebenso mit den 
Zeilen verfährt (I Anm. 1, IV, 4), ergibt sich (§ 66, (8)): 



-^44 ^ 



»11 



a 



12 



a 



18 



a 



14 



a. 



22 



a 



28 



a. 



24 



a, 



81 



a 



82 



a 



a. 



»11 

»21 



a 



12 



a 



18 



a 



14 



a 



22 



»28 



'fl'l 9^ 



(19) 



88 "'84 
Ä 9l 

-^44 



a, 



81 



»82 



a 



88 



a 



41 



a 



42 



a 



48 



»24 
»84 
»44 



^. 



ü^ rft> schneidende Ebene u, v, «;, s einer Tangentialebene der 
Fläche pa^dUely so ist das Produkt der Hauptachsenkoeffieienten des 
Oenen Schnittes (§ 109, (25)): 



(20) 



A| Ao '~~ 



G 



s 9 



G* = i^i* + </»* + </.'. 



Die Hauptachsenkoeffizienten A^, A, selbst sind die Wurzeln der 
Gleichung: 



»11 - ^ »12 



a 



18 



(21) 



H(A) = 



a 



21 



a 



22 



— A 0,8 



9i 
9i 



0. 



a 



81 



a 



32 



»88--^ 5^8 

I 

9i 92 9i I 

8» Die HanptkrümmuDgsradien in einem Funkte der Fläche. 
Die Haupthrümmungsradien q^^ und q^ der Fläche zweiter Ordnung 
^ = im Punkte x, y, z sind durch die Gleichung bestimmt: ^®^) 
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Q 



G 



0. 



(22) h(-^)==J^^ ^«+7 ''» ^« 

^31 ««8 ^88 +y Ä 

Die &ßu2^ Hauptkrümmungaradien q^ und q^ der Fläche 
g(x, y, z) ^0 im Punkte x, y, e stehen mit den HoMptachsenkoeffi- 
zienten A^ und l^ der der TangentiaJebene dieses Punktes parallelen 
Schnitte in der Beziehung: 



G G 



(23) 91=---^, ^2==-J; G = Vi7i' + Ä^+^. 

Das Produld der reziproken Hauptkrümmungsradien (Gauß'sches Krüm^ 
mungsmaß) ist daher: ' 

(24) ~ 

Die Krümmtmgsmittelpunkte der Fläche werden erhalten, indem 
die relativen Längen q^ und p, in (23) auf der Normale mit den 
Richtungskosinus (§ 67, (19)): 

(25) g-, g-, %; G = Vg,'-+ V +^ 

abgetragen werden, und zwar je nach ihrem Vorzeichen nach der 
positiven oder negativen Seite. 

in. Kapitel. 

Zurückfährung auf kanonische Oleichungsformen« 

§ 111. Einteilung der Schnittkurven nach dem Mittelpunkt. 

1« BeBtünmungsgleiohungen des Mittelpunktes. Die Gleichungen 
§ 106, (26) für den Mittelpunkt der Schnittkurve der Fläche zweiter 
Ordnung mit einer Ebene lauten in homogener Schreibweise (mit 
X : t, y :ty z :t, q : t für x, y, z, q): 

f^+QU=^ 0, f^ + QV = 0, f^ + QW^ 0, 

ux + vy + WZ + st ^0 
oder ausführlich geschrieben: 

a^x + a^^y + a^^z + a^J, + (>« = 0, 

(^n^ + dz^y + (hz^ + (^zJ + (>w^= 0, 

ux -\- vy + WZ + st = 0. 



(1) 



(2) 
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(3) 



«7«^^ Funkt, der diesen Gleichungen unter Elimination von q genügt, 
soU Mittelpunkt der Schnitfkurve heißen (§ 23, (2); § 94, (2)). 

Aus den vier Gleichungen (1) gehen durch Elimination von q die 
drei Gleichungen hervor: 

( /i : /i : /i - «* : v : u;, 

\ux + vy + wz + $t^O. 

Diese aber können als Gleichungen von drei Ebenen betrachtet werden^ 
denen ein Mittelpunkt angehören muS. Je nachdem diese drei Ebenen 
einen Punkt oder eine Achse gemein haben oder alle zusammenfallen, 
wird es einen Mittelpunkt oder eine Mittelpunktsachse oder keine he- 
stimmten Mütdpunkte geben. ^') 

2. Ein bestimmter Mittelpunkt. Durch Auflösung der Glei- 
chungen (2) folgt zunächst: 



(4) 



X : y : z :t : Q — A^^ : Ä^^ : A^^ : A^^ : A^^, 



wo Al^ wie in § 107, (9); (10) die ünterdeterminanten der Elemente 
vierter Zeile oder Kolonne in der Determinante A^ in § 107, (5) bedeuten: 



(5) <-- 



«n 


<hi 


«S8 


V 


^i 


«Sl 


«83 


w 


»41 


«42 


«4« 


s 


u 


V 


W 






-^44 



a 



11 



a 



IS 



a 



18 



a 



21 



«M «I 



88 



a 



81 



a 



u 



8S 

V 



a 



88 



W 



U 

V 

w 




(6) A'*^ = - (A^^u + A^^v + A^^w + A^s), 

Sind daher: 

(7) A'l,, A',„ AI, AI nicht alle 0, 

so hat die Schnittkurve einen einzigen bestimmten Mittelpunkt mit den 
Koordinaten: 

(o) ^0 • yo • ^0 • ^0 ^^ -^14 • -^24 • -^84 * -^44* 

Die Bedingung: 
(9) .4«, = 

bedeutet nach (6), falls die Fläche /* » einen bestimmten Mittel- 
punkt § 94, (4) hat, daß die Ebene u, v, w, s durch ihn hindurch- 
geht; dagegen ist sie andernfalls nach § 94, (5) identisch in u, v, w, s 
erfüllt. Aus (9) folgt aber nach (4) q=-0. Der Mittelpunkt (2). der 
l^chnittkurve ist dann nach § 94, (2) zugleich auch der Mittelpunkt 
der FBche. 

Wenn die Fläche zweiter Ordnung mehr als einen Mittelpunkt 
hat, ist ein bestimmter Mittelpunkt der Schnittkurve unbedingt audi 
Mittelpunkt der Fläche; wenn aber die FläcJis nur einen Mittelpunkt 
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hat, gut dies nur unter der Bedingung, daß die schneidende Ebene 
durch ihn geht. 

3« Ein bestimmter endlicher Mittelpunkt, Ist nun: 

(10) A'i + 0, 

80 hat die Schnittkurre nach (8) einen bestimmten endJÄchen Mittel- 
punkt mit den gemeinen Koordinaten (§ 23, (12); § 94^ (16)): 

Ä^ A^ Ä^ 

(\V\ X « - ^*- f/ = «^ g — " 



A^ A^ A^ 

AU 'i 90 AU } *0 JM 

■^44 -^44 -^44 



4. Ort der Mittelpunkte paralleler Sohnitte. Nach (5) ist die 
Bedingung (10) von s unabhängig, während die Koordinaten (11) 
lineare Funktionen von s sind. Daher folgt (I § 43, (2)): 

Hat die SchnitÜcurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene 
u, Vy w, s einen bestimmten endlichen Mittdpunkty so gilt dasselbe van 
der Schnittiurve mit jeder parallelen Ebene, und der Ort der Mittd- 
punkte der parallelen Schnitte ist eine gerade Linie. 

Man kann sie die der Stellung u, v, w konjugierte Gerade nennen 
(vgl. 68, 2). ^°) Ihre Richtungskosinus a, /J, y verhalten sich wie die 
Koeffizienten von s in (11), also nach (5): 

(12) a:ß:y^a^^u+(t^^V'{-a^^w\a^^u+a^^v + a^^w\a^^U'\-a^^v-{-a^^w, 

so daß umgekehrt (§ 66, (11)): 

(13) uiv'.w^ \{ay ft y) : h^{a, ß, y) : Ji^{a, ß, y). 

Nach § 68, (3) hat daher die der Bicfdung a, /J, y konjugierte Ebene 
wieder die Stellung m, v, w (vgL die Spezialfälle § 55, 8; § 58, 4; § 72, 9). 

5. Ein bestimmter unendlich femer Mittelpunkt. Wenn im 
Gegensatz zu (10) jetzt: 

(14) Al^ = 0, Ä^, ^;'„ ^3", nicht alle 0, 

so ist der Mittelpunkt (8) unendlich fem in der EicMung: 

(15) 'h-ß.-Yx- Äl : J^, : A",,. 

Die direkte Auflösung der mit ^ = reduzierten Gleichungen (2) 
gibt aber für a^, ß^, y^ auch (§ 94, rl9)): 

(16) x^iy^ieQ^a^^ß^iy^^a^^iu;^ : <3 (A- = 1, 2 oder 3). 

Mit Ä^^ = folgt nun aus den drei letzten Gleichungen § 107, (21): 

-«)»=4Xi, -(Ät^Y'-A-a"^, -{A'J*~A'^ 
und daher mit der Bezeichnung § 109, (10) (§ 94,(29))«»): 

(17) A''AZ (^r*)* - (^«)* - (KT- 
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Die Bedingungen eines unendlich fernen Mittelpunktes sind srnnit 
statt (14) auch: 

(18) ^:,-o, ^m;:+o. 

6. Bedeutung der Bedinguxig A^'^^^O. Nach § 80, (19^; (20) ist: 
(19) — Ä^^ =» «11*** + a2jt?' + ag8^'* + 2ajgVw; + 2aj,w;M + 2aijMi? = 
die Gleichung der Schnittkurve § 66, (23) der Fläche mit der un- 
endlich fernen Ebene in laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w, s. 

Die Bedingung (19) bedeutet daher, daß die Ebene u, v, w, s durch 
eine Tangente der unendlich fernen Kurve der Fläche zweiter Ord- 
nung geht 

7« Bedingungen einer MittelpunktBaohse. Die drei Verhält- 
nisse (8) werden unbestimmt, wenn: 

(20) ^-,=-0, j,-,-o, ^^-0, ^::,-o. 

Nun ist für die Determinante A** in § 107, (5) unbedingt: 

ö^ll^U + «21^24 + «81^84 + ^^l^U + «i^M = 0, 
«IS^U + «22^24 + 0^32^4 + ^iS^U + «^^64 - ^7 
Öl8^r4 + «28^24 + «88^M + (^4A^U + ^^U ^ ^f 
<hA^U + «24^24 + <*84^34 + «44^r4 + ^ ^'^4 '^ ^f 

und daher im Falle (20): 

uAl,^Q, vA\,^^, t<'< = 0, sAl^^A\ 

Da aber w, t?, w nicht alle verschwinden, so folgt zunächst Ä^^ = 
und danach -4" = 0. 

Die Bedingungen (20) hdbefn daher stets zur Folge, daß auch: 

(21) Al^^O, ^"=0. 

Andererseits gilt unter der Voraussetzung A^^ = die Gleichung (17) 
ans der dann mit ^" = die drei ersten Gleichungen (20) folgen. 
Die Bedingungen (20) sind dahei- ersetzbar durch: 

(22) ^u = 0, Ä'^O, 

Mit (20) werden femer nicht nur die drei Verhältnisse (8), sondern 
nach (21) auch die vier Verhältnisse (4) unbestimmt. Die Glei- 
chungen (2) zählen daher nur mehr für drei, die Gleichungen (3) nur 
mehr für zwei unabhängige. 

TJn^ den Bedingungen (20) oder (22) bilden die den Gleichungen 
(2) unter Elimination von q genügenden Punkte x, y, z, t im allgemeinen 
(vgl. (25)) eifie gerade Linie, die Mitielpunkfsachse der Schnitikurve. 

Infolge der ersten Gleichung (21) muß die schneidende Ebene im- 

39* 
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vorliegenden Falle mit Rücksicht auf (6) durch den Mittelpunkt der 
Flache gehen, falls diese einen bestimmten Mittelpunkt hat. 

8» Eine bestimmte MittelpanKtsaolise. Die Mittelpunktsachse 
wird schon durch drei von den Gleichungen (2) bestimmt^ etwa die 
drei letzten. Eliminiert man aus diesen x und q oder y und q oder 
z und p, so erhält man wie in § 107, (30): 

(23) «isy— aia^+<4^ = 0, a",^— «"jar+a^j^ — 0, «J^a?— a",y+a"ß^ = 0. 

Wie die erste, könnte man auch die zweite oder dritte Gleichung (2) 
ausschalten. Damit aber folgt (I §48, (11)): 

Die Achsenkoordinoiien der Mütdpunktsackse der SchniUkurve sind 
(A'-l,2 oder 3): 

(24) ql^ : gj^ : ryj, : q^,^ : gj, : ql^ = a]^, : a^,^ : a;^3 : a^,^ : ^^ : <«. 

Die Mittelpunktsachse ist bestimmt, wenn: 

(25) a"i, a"j, a^^^, a"^, aj^^, «j^^ (*- 1,2,3) nicht dOe 0. 

Die Bedingungen (20) und (25) oder (22) und (25) sind also für eine 
bestimmte Mittelpunktsachse der Schnittkurve notwendig und hin- 
reichend. 

9. Eine bestimmte endllohe MittelpunktsaohBe. Die Mittel- 
punktsachse (24) ist endlich (I § 48, (19)), wenn: 

(26) a;^„ a^jj, al^ (Ä;-l,2,3) nicht aUe 0, 
und hat dann die Bicktungskosinus: 

(27) «1 : A : ^1 =- «*i ' <2 • ««• 

Die Identität § 109, (20) gibt nach § 109, (8); (9) mit A - und 
der bereits § 101), (10) eingeführten Abkürzung: 

(28) ä;;^ - al^ + «M + <8; 
wie schon § 44, (40) die Identität:««) 

(29) {A\y^ (<0'+(«s«)H(<3)*+2(<)H2(<,)H2(<,)«--2^^::,, 

e^ r= M* + V* + w^. 
Ist jetzt: 

(30) <, = 0, <,-0, a'U'^0, <, = 0, <==0, «r,-0, 

SO folgt ans (28): -4.'^^ = und dann aus (29): A^^O. Ist um- 
gekehrt: 

(31) AZ^O, Äi-^O, 

SO gehen aus (29) die Gleichimgen (30) hervor. 

Die Gleichungen (30j und (31) bedingen sich also gegenseitig. 
Innerhalb der Voraussetzungen (20); (25) oder (22); (25) der 
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Mittelpunktsacbse überhaupt sind daher die Bedingungen (26)^ die 
auch (25) einschließen^ ersetzbar durch Ä'^ 4" 0, also: 

Die Bedingungen einer endlichen Mittelpunktsachse sind: 

(32) A*=0, Äl^O, A\: + 0. 

10. Eine bestinmite unendlich ferne Mittelpunktsachse. Die 

Mittelpunktsachse (24) ist unendlich fem, wenn die Bedingungen (30) 
oder (31), also mit Hinzunahme von (22) die Bedingungen: 

(33) ^"-0, ^;:.-o, ^;: = o 

erfüllt sind, dagegen mit Rücksicht auf (25) für A;»l;2;3: 

(34) «"4, «"g, a"ß nicht aUe 0, 

Infolge von (30) geben nun die Formeln § 107, (40): 

«*^u -(««)', «'*A", = ««)*, «»^J,-(«L)*, 
und die Formel § 107, (38) mit gleichzeitiger Rücksicht auf (33): 

«Mr, + ««4 + «.'*^,", - {aiY + «)« + («;;,)». 

Durch Addition (§ 107, (22)) folgt, daß innerhalb der Voraussetzungen (33): 

(35) ^Ä" = (a\,f + «,)» + «,)* + «)« + «,)» + {a'UY 

+ «J* + («»)* + i<d*, 
also a"^, a^^y a"g (Ä:= 1,2,3) nicht alle oder alle sind, je nachdem 
^"* + oder -0 ist. 

Die Bedingungen einer bestimmten unendlich fernen Mittdpunkts- 
achse der Schnitthurve sind daher an Stelle von (33), (34) au^h: 

(36) ^" = 0, ^44-0, 4:;-0, ^'" + 0. 

11. Keine bestimmten Mittelpunkte der Schnittkurve. Sind 
nunmehr neben (33) im Gegensatz zu (34), bezüglich (25): 

(37) a"„ <„ «1^3, a"^, a^^, a^^ (fc=l,2,3) alU 0, 

so wird die Mittelpunktsachse (24) unbestimmt. Die sechs Unter- 
determinanten lc= 1 in (37) sind zugleich die Unterdeterminanten 
zweiten Grades der Matrix: 

\ U V w s 

ihr Verschwinden bedeutet den Zusammenfall der Ebenen: 

Wf^ — t'/*3 = 0, UX + Vy + W'£f + 5^ « 0. 

So fallen infolge von (37) die drei Ebenen (3) alle zusammen, so daß 
jeder Punkt der schneidenden Ebene u, v, ti\ s als Mittelpunkt zu 
gelten hat. 
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Die Bedingungen dieses Falles sind nach (35) statt (33) und (37) 
auch: 
(38) J[" = 0, J^^-O, ^;:«0, ^'"-0. 

12, Gesamtübersioht. Die Schnittkurve § HO, (9); (10) hat 
unter der Bedingung (§ 23, 8; § 94, 10): 

A^^ 4= 0: einen endlichen Mittelpunkt; 
Ä^^ = 0, Ä^Ä'^ + 0: einen unendl. f. Mittelpunkt; 
J.^ = 0, J.** == 0, Ä'^ + 0: eine endl. Mittelpunktsachse; 
Ä^ = 0, J.** = 0, ^4" =* 0, J.'" + 0: eine u. f. Mittelpunktsachse; 
^A^^ = 0, A" = 0, A'^ =» 0, JL'** = 0: keine best. Mittelpunkte. 
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§ 112. llittolpimktsgleicliimg der Sclmittkurven mit endliolien 

Mittelpunkten. 

1. Allgemeine Form der Mittelpnnktsgleiohuiig. In der Glei- 
chung § 108, (12) der Schnittkurve der Fläche g{x, y, ;sr) =■ mit der 
Ebene u, v, w, s fehlen die linearen Glieder, wenn: 



'2 + !7,"/92+<;3Vi = 0, 



(1) Prv 

oder auch: 

oder (I § 37, (12)) nach § 108, (5): 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

(2) (7^0 + ^^^0, g,^ + QV^O, g,' + QW^O. 

Dies sind aber, da ü == Xq, j/q, jßfo auch der Gleichung § 108, (6) 
genügt, die Bedingungen § 106, (26) des Mittelpunktes. Auch um- 
gekehrt folgt mit Rücksicht auf § 108, (7) das Verschwinden der 
Koeffizienten (1), wenn man für g^^, g^y g^ die Werte (2) einsetzt. 

Die Gleichung der Schnittkurve erhält daher in einem Koordinatefv- 
System Sl^ri ihrer Ebene immer dann und nur dann die Form: 

(3) <,!« + 2a;,irj + a;,ri' + «i, - 0, 

wenn der Anfangspunkt Sl ohne Bücksicht auf die Bichtung der Act^sen 
ij rj ein (endlicher) Mittelpunkt der Kurve ist.^^) 

Sie heißt dann die Mittelpunktsgleichung der Kurve und ist da- 
durch gekennzeichnet, daß die linearen Glieder 2a^^^ + 2a^^ifi fehlen. 
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2. Das konstante Glied d^r Mittelpunktsgleichnng. Das kon- 
stante Glied der Gleichung (3) wird nach § 66, (21) und nach (2): 

und nach § 108, (6j: 

(4) <^U-9a+QS, 

wo für x^y y^j z^ die Koordinaten des Mittelpunktes Sl zu setzen sind. 

Man kann daher a[^ bestimmen, indem man x^^ y^, Bq und q aus den 

folgenden Gleichungen eliminiert (§ 111, (2)): 



(5) 



«81^0 + «Si^O + «««^0 + «84 
«41^0 + «ASJ/O + «48^0 + («44 



UXr 



+ vy^ +wZq +s 



+ pw =» 0, 

+ pw— 0, 

«44) + 95-0, 
-0. 



3« Das konstante Glied bei bestimmtem Mittelpunkt. 

Elimination von x^, y^, 0q, 1 und p aus (5) folgt: 



Durch 



a 



11 



a 



21 



a 



81 



«12 

«22 
a 



a 



18 



a 



14 



a 



28 



82 



a 



88 



«24 
«84 



a 



41 



a 



42 



a 



u 



V 



48 
W 



«44 --«44 



U 
V 
W 

s 




«=0, 



^" - Ä^ai « 0. 



oder entwickelt: 

(6) 

Im Falle eities bestimmten endlichen Mittdpunkies (§ 111, (10)) 
ist daher (§ 95, (7)): 

44 

4. Das konstante Glied bei bestimmter Mittelpunktsaohse. Im 

Falle einer Mittelpunktsachse ist nach § 111, (20) und (21): 



^" =» 0. 



-^24 



0, ^3"=.0, ^"=0, ^«-o, 



(8) 

SO daß die Gleichung (6) unbrauchbar wird. Jedoch gibt dann die 

Elimination von Vqj Bq, Ij q aus den vier letzten Gleichungen (5): 



0, 



«21^0 + «24 «22 «28 ^ 

«81^0 + «84 «32 «88 ^ 

, «41^0 + («44 — «u) «42 «48 « 
! UXq + S V w 

oder da der Koeffizient — Ä^^ von x^ nach (8) verschwindet: 
(9) 






«ri«44 = 0. 
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Auf gleiche Weise folgt bei Unterdrückung der zweiten oder 
dritten Gleichung (5): 

(9) ^j2 - «22<4 " 0, ^^3 - a^a^ - 0. 

Durch Addition der Gleichungen (9) erhält man sodann mit Rück- 
sicht auf § 107, (22) und § 109, (10): . 

(10) ^'"-j>;, = o. 

Im FaUe einer bestimmten endlidien Mittdpunktsachse (§ 111, (32)) 
ist daher: 

(11) «u-j-" k:+o). 

44 

5. Das konstante Glied bei nnbestimmtem Mittelpunkt. Ist der 

Mittelpunkt ganz unbestimmt, so ist nach § 111, (37): 

(12) «;,»o, «r,==o, «rs^o, a:,^o, «r, = o, «re^o, 

*«1, 2,3, 

so daß die Gleichungen (9) unbrauchbar werden. Jedoch gibt dann 
die Elimination Xq, 1^ q aus der ersten, vierten und fünften Glei- 
chung (5): 

«ü «48^0 + «48^0 + ^U — «44 « ' "** 0, 

u vy^ + wZq + s I 

oder da die Koeffizienten «g^ und — «^^ von y^ und jSq nach (12) ver- 
schwinden: 

(13) al + u'a;^ = 0, 
und entsprechend: 

(13) <5+«X4=o, <,+wx;=o, 

nnd durch Addition mit Rücksicht auf (12) und § 107, (23); § 10«, (4): 

(14) Ä"" + e»a^ = 0. 

Im Falle eines unl)eslimmten Mittelpunktes (§ 111, (38)) ist da/ter: 

(15) < = -%« • 

6. Die Hauptaohsengleichung der Sohnittkurve. Die Herstellung 
der Gleichung (3) erfolgte durch Verlegung des Anfangspunktes £1 nach 
einem Mittelpunkt ohne Rücksicht auf die Richtung der Achsen |, 17. 
Andererseits entstand die Gleichung § 110, (11) durch Annahme der 
Hauptachsenrichtungen für die Achsen |, rj ohne Rücksicht auf die 
Wahl von fl. 

Legt man daher gleichzeitig die Achsen |, ij naxih den Hauptachsenf^ 
richtvmgen und den Anfangspunkt ^ in einen (endlichen) Mittetpu^ikt, 
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so muß die Gleichung der Schnitthurve die Form erhalten: 

(16) A,6« + A,i2« + a;,-0. 

Die alsdann nach Lage und Richtung bestimmten Achsen sind die 
Hauptachsen der Kunre und (16) ist die Hau/ptachsengleichwng. 

7. Hauptachsengleiohang der Kurven mit Mittelpunkt. Nach 
§ 110, (11) und § 111, (10) ist: 

(17) a:, + 

die gemeinsame Voraussetzung dafür, daß keine der Größen A^ und i^ 
in (16) verschwindet, und dafür, daß ein bestimmter endlicher Mittel- 
punkt Torliegt. 

Unter der Voraussetzung (17) kann also die Gleichung der Schnitt- 
hurve auf die Form: 

(18) k,V+W+ fu =0 

g^acht werden, wo weder l^ noch X^ verschunndet. 

Die Hauptachsen |, rj sind nach § 110, 5 eindeutig bestimmt^ 
wenn X^ und A, yerschieden, dagegen beliebig drehbar, wenn A^ — A,. 

8. Hauptaohsengleiohung der Kurven mit MittelpunktBachse. Die 
Bedingungen einer endlichen Mittelpunktsachse § 111; (32): 

(19) ^"-0, Äl^O, AZ + 0, 

haben nach § 110, (13) gleichzeitig zur Folge, daß eine der Wurzeln 
Aj, A) verschwindet. 

Unter der Voraussetzung (19) kann die Gleichung der Schnitthurve 
auf die Form: 

(20) A,,» + j;"»o 

^44 

gd)racht werden, wo A, nicht verschwindet. 

Der Anfangspunkt Sl des Systems Sl^r} ist dann einfach unbestimmt, 
ein beliebiger Punkt der Mittelpunktsachse; die Achsen |, 17 sind ein- 
deutig bestimmt. 

Die Hauptachse ^, deren Richtungskosinus nach § 110, (14): 

(21) «, : ß, : Yx " H,,(0) : H„(Oj : H,,(0) = <, : «;, : <, 

sind, kommt nach § 111^ (27) in die Mittdpunktsachse selbst zu liegen. 

9. Hauptaohaengleiohung der Kurven mit unbestimnitem Mittel- 
punkt. Die Bedingungen eines unbestimmten Mittelpunktes § 111, (38): 

(22) ^- = 0, <-0, ^;:-0, ^'" = 
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haben nach § 110^ (15) gleichzeitig zur Folge, daß die Wurzeln l^, X^ 
beide verschwinden. 

Unter der Voraussetzung (22) hat die Gleichung in jedem System Sl^i^ 
in homogenen Koordinaten |, i], t die Form: 

(23) _^j;%.-o. 

10. Bedeutung der Hauptaohsengleiohung. Nach ihrer Form 
stellt die Gleichung (18) eine eigentliche Mittelpunktskurve zweiter 
Ordnung, eine Ellipse oder Hyperbel dar, wenn: 

(24) Ä" + 0, 

ein eigentliches StrdMenpaar mit endlichem Mittelpunkt, wenn: 

(25) ^" = 0. 

Im letzteren Falle, wo der Mittelpunkt | « 0, iy =- auf der Kurve 
liegt und zugleich ihr Doppelpunkt ist, muß mit (17) nach § 107, (28): 

(25') 4'" + 

sein. 

Da s in (18) nur in A"* § 107, (5) vorkommt, folgt nach § 110, 6: 

Elliptische oder hyperbolische Schnitte paraUder Ebenen sind ähnlieh 
(im weiteren Sinne § 14, 10) und ähnlich liegend,^^) 

Nach ihrer Form stellt die Gleichung (20) ein ParaUelstrahlen' 
paar dar, wenn: 
r26) ^'" + 0, 

einen endlichen Doppelsir ahl, wenn: 

(27) ^"'«O. 

Im letzteren Falle, wo die Mittelpunktsachse iy « auf der Kurve liegt 
und zugleich die Doppellinie und die Kurve selbst darstellt, muß mit 
(19) nach § 107, (46): 

(28) ^"" + 
sein. 

Parallellinien' und Doppellinienschnitte paralleler Ebenen sind 
parallel. 

Die Gleichung (23) stellt eine unendlich ferne Doppellinie dar. 

11. Übersicht der Hauptachsengleiohungen. Nach dem Range 
geordnet (§ 107, (6); (28); (46;), zerfallen die Schnittkurven mit end- 
lichen Mittelpunkten in die folgenden Formen (§ 24, 9): 



(29) 
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/ ^" + 0; -4" +0:lil*+A,i2'+ /J-O: EUipsen und Hyperbeln: 

^"-0, ^'" + 0; ^;^ + 0:Aj* + A,i?««0: Gekreuzte Strahlen- 
paare; 

Ä'^Q, ^'" + 0; ^^4-0, ^;4 + 0:A2iy« + ^',!^ « 0: ParaUel- 

linienpaare; 
^"-0, ^"' = 0, ^"" + 0; Al^^O, ^;;[ + 0:A,i?*«0: Endliche 

Doppelgerade; 

Ä'^O, ^'"=-0, ^"" + 0; ^", = 0, ^;;-0:--^^%* = 0: Un- 
endlich ferne Doppelgerade. 



§ 113. Schnittknrveii ohne endlichen Mittelpunkt. 

1. Sinführong der Hauptaohsenriohtangen. Die gemeinsame 
Bedingung der Schnittkurven ohne endlichen Mittelpunkt ist nach 
§ 111, (18) und (33): 

(1) ^::,=o. 

Führt man daher in der schneidenden Ebene ein Koordinatensystem 
i2|i7 ein, dessen Achsen § und 17, iei verfügbar bleibendem Anfangs- 
punkt ü "=" ^0, ffof ^0, die Hauptachsenrichtungen haben, so wird die 
Gleichung der Schnittkurve nach § 110, (13) und (15): 

(2) k,ri' + 2a;j + 2a;,iy + a^, = 0. 

Je nachdem dann ein unendlich ferner Mittelpunkt oder eine solche 
Mittelpunktsachse vorliegt, ist: 

(3; A, = ~^;;;:e« oder (S^ A, « 0. 

2. Beziehung der nauptachsenriohtangen zu dem unendlich 
fernen Mittelpunkt. Die Schnittkurve hat nach § 111, (17); (18) 
einen bestimmten unendlich fernen Mittelpunkt, wenn neben (1): 

(4) (^^4)^ + my + «.y - - ^'^;: + o. 

Er liegt nach § 111, (15); (16) in der Richtung: 

(5) fti : /3i : n == ^u ' ^u '- ^w = <i • <2 - <3^ k^l, 2 oder 3, 

und gehört der Schnittkurve selbst an. Diese Richtung hat aber 
nach § 110, (14) auch die Hauptachse |. 

Die Hauptachsenrichtung g ist dieselbe, wie die Richtung nach dem 
unendlich fernen Mittelpunkt (§ 25, 2). 
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Wir verfügen über ihre Pfeilspitze, indem wir mit Rücksicht 
auf (4) in: 

(6) ra.-Al, rft - <, ry^ = <; x ^V^TÄ^, 

die positive Wurzel nehmen. 

Die Schnittkurve hat nach § 111, (35), (36) eine bestimmte un- 
endlich ferne MittdpanktscLchse, vrenn neben (1): 

^^^ eU'« = «J* + «,)« + (ab' +"(«4)* + • • • + (O* + 0. 

In diesem Falle sind die Hauptachsenrichtungen nach § 110, (15) un- 
bestimmt. 



(8) 



3. Versohwinden eines linearen Gliedes. Die beiden Koeffi- 
zienten: 

können mangels eines endlichen Mittelpunktes nach § 112, 1 niemals 
beide gleichzeitig verschwinden, Wohl aber kann über den Punkt 
Sl =^ Xq, y^f jSq innerhalb der schneidenden Ebene: 

(9) uxQ+vy^+wßQ+S'^O 

derart verfügt vrerden, daß einer der Koeffizienten a/^, a^^ und außer- 
dem a^^ verschwindet, also: 

(10) a,',-Va, + ^,"Ä + Vy,-0; (11) «^, = ^=0. 

4. Der Soheitelpunkt der Kurven mit einem unendlich fernen 
Mittelpunkt. Im Falle (4) sind die Hauptachsenrichtungen c^i^ß^yy^ 
und c^yßijy^ mit (5) bekannt. Die drei Gleichungen (9); (10); (11) 
bestimmen dann nach § 106, (6); (13); (14) den Punkt x^y y^, z^ der 
Schnittkurve derart, daß deren Tangente in ihm die Richtung 
Og /3„ yj hat. 

Wir nennen diesen Punkt, in dem Normale und Tangente der 
Kurve die Hauptachsenrichtungen ^ und r^ haben, den Scheitelpunkt 
der Kurve (§ 25, 4). 

Da neben (10) auch: 

(12) ua^+vß^+wy^^Oj "f^cc^+vß^ + wy^^-^^Qj (^(^1 + ß^ß^+yiy^^O^ 
so folgt durch Elimination von «,, /Jj, y^: 



(13) 



9x' 9," V 

M V W ' = 

«1 A ^1 1 



(16) 
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(§ 106, (17)). Es können dann zwei Größen ^'nnd 6 so bestimmt 
werden^ daß: 

(14) gi^' + QU + öa^^O, 9^^ + QV + 6ß^^Q, gs^' + QW + öy^^O. 

Auch folgt hieraus umgekehrt durch Multiplikation mit €c%f ß%, y% 
und Addition mit Rücksicht auf (12) wieder (10). 

Der ScheUdpunkt hat daher den fünf Gleichungen (9); (11); (14) 
unter Elimination von q und ö zu genügen; wir beweisen im Folgen- 
deuy daß unter den Voraussetzungen (1) und (4) ein einziger endlicher 
Scheitelpunkt yorhanden ist. 

Aus (14) folgt überdies mit Hinblick auf (12) und (8): 

(15) «i>-<y- 

5. Gleichungen und Koordinaten der Hauptachse. Abgesehen 
von der Gleichung (11) liegen für den Scheitelpunkt die folgenden 
yier Gleichungen vor: 

X, = aii^o + a„yo + «i«^o + <^u+ Q^ + <f(h "^^y 

2^8 =- «81^0 + «8Äyo + «88^0 + «84 + P«^' + <^yi " , 

X^'-uxq + vyo +^^0 +s =»0. 

Da nun für die Determinante A** in § 107, (5) infolge von (1) 
die Gleichungen: 

«11 A^ + ^l ^24 + «81 -^L + «*^54 - ^ > 

«lÄ^M + «M^24 + «W^ + ^^54 == 0, 

«18^U + «28^24 + «88^W + «^^54 = ^ , 

«14 ^''4 + «24-^24 + «84^34 + «^54 =* ^^ 
UÄI+ VÄ'^. + WJ^ «0 

gelten, so folgt aus (16) durch Multiplikation mit A^^, A^^, A^^, A^^ 
und Addition: 

A' + *K4«i + <A + ^yi) - 0, 

oder nach (6) und § 108, (16): 

A'+gt = 0, 
oder da ^" + 0: ' 

AU AU l/^ A*^ T'*^ 

/17\ 4t '^ ^ ' ^ ^** 

Setzt man diesen Wert von 6 in die Gleichungen (16) ein, so 
besteht zwischen deren linken Seiten die Identität: 

-^14^1 "I" -^24 ^2 + -^84-^8 + -^54^4 °^ ^ * 
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Da hier J."^, Ä^^, Ä^^ nach (4) nicht alle verschwinden, ist wenig- 
stens eine der drei ersten Gleichungen (16) Ton den übrigen Glei- 
chungen (16) abhängig. Die Gleichungen (16) stellen daher unter 
Elimination von q eine gerade Linie dar, auf der der Scheitelpunkt 
^07 ^o; ^0 liegen muß. Um ihre Koordinaten zu bestimmen, eliminieren 
wir aus den drei letzten Gleichungen x^jl, q und erhalten: 

«81^0 + «88^0 + «84 + ^Yl ^ 



u 



= 



vyo+ w^'^o + Ä 







«r8yo-«iVo + Au=o, 



oder: 
(18) 

WO zur Abkürzung gesetzt ist: 

«81 «24 + ^ßi ^ , 

(19) Ai4= aai a^^+ öy^ w ;• 

US ! 

In gleicher Weise folgt durch Elimination von y^, 1, q und jj^, 1, q\ 

(180 «u^o - «rs^o + A21 - , <ga;o - «ii^o + Aj* - 0, 

wo entsprechend: 



(19') A,,== 



«82 «84+ ^Yl ^ 

s 



^84"" 



«28 «24+ ^ßl 



V 



V 



«88 «84 + <^yi ^' 
WS 



Die durch die Gleichungen (16) unter Elimination von q dar- 
gestellte Gerade hat die Achsenkoordinaten (I § 48, (11)): 

(20) g'gg : ^81 • 3'i2 • (?u • 9^24 • ^84 '^^ ^11 • "12 • ^18 ' Au • A^i : Aj^ , 

wo Ai4, Aj4, Aj^ (fo'c TFer^e (19); (19') und darin ß^, y^ und 6 die 

Werte (6) und (17) haben. 

Diese Gerade hat die Richtung (5), geht also durch den unendlich 
fernen Mittelpunkt der Kurve. Sie wird daher (§ 25, 6) die Kurve noch 
in einem zweiten Punkte schneiden, der mit Rücksicht auf (11) der 
Scheitelpunkt ist. Sie wird also die |- Achse des neuen Koordinaten- 
systems. Wir nennen sie die HauptOfCJise der Schnittkurve. 

6. Die Koordinaten des Scheitelpunktes. Nachdem die Glei- 
chungen (9) und (10) durch die Gleichungen (9) und (14) ersetzt 
sind, bleibt noch die Gleichung (11) hinzuzufügen, die nach (9) und 
(14) in der Form geschrieben werden kann: 

/ = ^i'^o + ^2'j/o + ^s'^o + ^4' =-((>«* + <^«i)^o -(q^ + ^ßi)yo 

- {qw + tfn)^o+ ^4^ ^ ^4®— ^K^o + ßiVo + Yi^o) + 9^' 



§ 113, 6. 
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Baker ist der Scheitelpunkt schließlich (mit Rücksicht auf (6) und (17)) 
am den Gleichungen zu bestimmen: 

•^44 
«11^0 + «22^0 + %8^0 + «24 + P«' + J vt « , 



(21) 



-44 



<hl^O + «822/0 + «88^0 + «84 + Q^^ + j ?t = , 

-^44 

(«41 - Alf)^^ + {^^ ■" 2;f)^Ö + (^« "^ 3tf) ^0 + «44 + P« =* 0, 

t«?o () j9u eliminieren ist (§ 97, (21)). 

Bezeichnet mau nun mit X, F, Z, T, J2, iS die mit abwechselnden 
Vorzeichen zu yersehenden ünterdeterminanten fünften Grades, die 

aus der Matrix der Koeffizienten von a?Q, y^, z^, 1, (>, -tvm entstehen, 

•^44 

indem man je eine der sechs Kolonnen wegläßt, so folgt: 



''^o • % ' ^0 • ^ • P • 



ru 



Euer ist insbesondere: 



-^44 



X: Y.Z:T:B:S. 



S-- 



«11 


«12 




«18 




«14 


U 


«21 


«22 




«28 




«24 


V 


«81 


«82 




«88 




«34 


w 


«41 — 


•^44 


A^ 

-^44 


«48- 


A^ 

-^84 

A " 

-^44 


«44 


s 


U 


t? 




W 




S 






— ^«+ 



A'^ 

-^44 



«11 «12 «18 «14 ^ 
«21 «22 «28 «24 ^ 
«81 «82 «88 «84 ^ 



oder, nach den Elementen der vierten Zeile entwickelt: 

s == - ^" + ^, { (^^4)* + (^24)* + Uly) 

und nach (4): S = - 2^" 

Unter den Bedingungen (1), (4) gibt es einen bestimmten endlichen 
SdmtdpwnTct mit den Koordinaten (§ 25, (26)):^) 



(22) 
wo: 



Xi,^ — z 



X 



Z 



(23) 



2^«'^;?' 


yo 




2^«^;?.^ 










«12 




«18 




«14 


U 


^14 1 


«22 




«28 




«24 


V 


^4 


SIS 


«82 




«88 




«84 


w 


^34 




«42- 


^?4 


«48- 


A*^ 

-^84 
-^44 


«44 


s 







V 




W 




5 









2^-^;?^ 
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7. Eanoniaohe Gleichung der SohnittkorvlB. Mit Rücksicht 
auf (10), (11) und (15) folgt nun aus (2): 

Unter den Voraussetzungen (1), (4) Icann die Gleichung der Sahnitt- 
kurve stets auf die Form: 

(24) X,i?«--2(yS-0 

gebracht werden, wo A, und 6 die Werte (3) und (17) haben. 

Die Kurve ist eine Parabel (§ 25, (27;) mit dem Scheitelpunkt 
(22) und der Hauptachse (20). 

8« Schnitte paralleler Ebenen. Die Bedingung (1) ist von .s 
unabhängig, ebenso die Richtung (5) und der Ausdruck Ä'^ nach 
§ 107, (20) und § 109, (10). Sind daher die Bedingungen (1): (4) 
für eine Ebene u, v, w, s erfüllt, so sind sie für aUe parallelen 
Ebenen auch erfüllt, mit Ausnahme einer, für die A^ =» 0. Diese in s 
quadratische Gleichung hat nämlich die Diskriminante — ÄÄ^^ » 0.^^) 

Ist die Schnittkurve der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene 
u, v, Wy s eine Pardbd, so giU dasselbe von der Schnittkurve mit jeder 
parallelen Ebene, die nicfit Tangential^ene ist (§ 107, (7)) 

Die Parabeln parailder Schnitte sind ähnlich liegend.^^) 

Die homogenen Koordinaten Xq, y^, Zq, t^ des Scheitelpunktes 
(22 j sind ganze Funktionen zweiten Grades Ton s, etwa: 

xx^^^Aq + A^s + A^s^, ryQ = BQ + B^s + B^s\ tZq^Gq + C^s+C^s*, 

rt^^D^+D,s + D^s\ 

Durch Elimination von r, 1,5, s* folgt die Gleichui:^ einer Ebene; 
also folgt nach § 66, 8: 

Der Ort der Scheitelpunkte eines Systems paralleler Parabelschnitte 
ist ein Kegelschnitt (§ 74, 2). 

9. Gleichung der Schnittkurve bei unendlich femer Mittel- 
punktsachse. Unter den Bedingungen (1); (7). wird die Gleichung 
(2) infolge von (3'): 

(25) 2a;j + 2a;, 7? + «;,= 0(2a;jir + 2a^rit + a/^r^« 0), 

wo nach 3 die Koeffizienten a,', und a^^ nicht beide verschwinden. 

Die Schnütkurve mit einer unendlich fernen Mittelpunktsachse be- 
steht daher aus einer endlichen und einer unendlich fernen Geraden, 

10. Die Richtung der endlichen Geraden (25). Da jetzt nach 
§ 111, (20); (22): 

AI, - 0, A^, = 0, ^-, = 0, AI - 0; X- = 0, 

SO ist für die Determinante A** mit k = 1, 2, 3, 4: 



' 
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ÖJI ^M + «W^r» + «28^*8 + V ^*5 = 0, 

«81^*1 + «82^*2 + <h9ÄU + ^^^5 - 0, 

«41 ^*1 + «42^*2 + «48 ^*8 + « ^^5 "=" ^ , 

U Ä^^ + V J"g + W ^43 — i . 

Aus den yier ersten dieser Gleichungen folgt durch Multiplikation 
mit x^, y^j 0QJ 1 und Addition: 

Für einen beliebigen Punkt Xq, y^, z^ der Ehene (9) ist daher die 
Gleichung (10) erfüllt, wenn man für die jetzt völlig verfügbare 
Hauptachsenrichtimg a^y ß^y y^ die Richtung: 

(26) «2 : A : y» = ^M • ^^2 • -^?3 (* =• 1, 2 oder 3) 

nimmt, die nach (7) stets bestimmt ist (^'** + 0). Es ist die Rich- 
tung nach dem unendlich fernen Doppelpunkt § 107, (17). 

Wählt man dann noch für Xqj y^, Zq einen endlichen Punkt der 
Linie (25), so nimmt die Gleichuug (25) mit (10) und (11) die 
Form an: 

(27) |r»0. 

Die endliche Gerade der Schnütkurve (die r^- Achse) hat dabei die 
Bichhmg (26). 

§ 114. Unterscheidung nach den Vorzeichen der Koeffizienten. 

1. Eanonisohe Gleichungen der Sohnittkurve. Nach den vor- 
stehenden Entwicklui^^en kann die Schnittkurve der Flocke zweiter 
Ordnung: 

(1) g{x, y, z) « flfiiic* + O'^^y^ + (^^%ti^ + 'iO'tzVZ + ^a^^^zx 

4- 2a^^xy + 'ia^^x + 'la^^y ^r'ia^z + a^ = 
mit der Eber^: 

(2) ux + vy -\- WZ -\- s = 

in bezug auf ein in der Ebene (2) selbst gelegenes rechtwinkliges 
System Ä|iy durch eine kanonische Gleichungsform dargestellt werden. 
Diese ist abhängig einerseits von dem Range der Kurve selbst und 
andererseits von dem Range des unendlich fernen Punktepaares der 
Kurve (§ 26, 1) und gehört dementsprechend in ein bestimmtes Feld 
der folgenden TabeUe (§112, (29); § 113, (24); (27)): 

Stande, Flftclxen sweiter Ordnung. II. 40 
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(3) 



t , m. ^«==0, 

EigentL Eegelschn. Getrennt. Linienp. | 

Doppellin. ; 



Getrennt. Punktep. p ^ ^ * A^^ i * t s i 



2.^J,«=0,^;-+0:1 
Doppelpunkt. 



,1,11»- 2 



3.^»,=0,^;«=0: 
ünbestimint. 



V-Ä'Ä','i 






S=o 



A'" 



i,V = o 



^44 



♦ ♦ 



»3T«=0 



Dazu käme noch eine Kolonne mit der Überschrift (§ 107, (45)): 

IV. ^••=0, -4'"»0, ^""=0: Unbestimmt, 

die in der 3. Zeüe die Bemerkung enthält: Ebene (2) Bestandteil der 
Fläche (1). 

In dem freibleibenden Felde * widersprechen sich nach § 107, 
(26); (27) Zeilen- und Eolonnenbedingungen; ebenso in dem Felde ♦», 
weil Ä^'^^O, ^i^-O nach §111,(17) die Gleichungen § 111,(20) 
und danach § 111, (21) zur Folge haben. 

2. Übergang von einer beliebigen Ebene snr a;^-£bene. Nimmt 
man mit: 
(4) M « 0, i; = 0, e<; « 1, 5 = 

die rrj^-Ebene als schneidende Ebene (2), so erhält man direkt aus 
(1) mit 2 = die Gleichung der Schnittkurve in der Form § 26, (1), 
falls man nachher a^^, a^^, a^^ mit a^g, 0^3, 0^3 bezeichnet. 
Gleichzeitig wird nach § 107, (5); (9); (20): 

'83 = 0, al^^ 0, «55 = 0, <6 Oss, 

und damit nach § 107, (22); (23) und § 109, (10): 

(6) ^'"=-^', ^"«=-^"; ä?.^-a: 

sowie nach § 109, (25): 






1^11 "28? "22 "11? ^83 



'44 



83? 



^1 + ^2 "*" ^8? ^1^2 — -^88» 



(7) 

WO nunmehr A, -4^,, A', A'\ J.33 die Bedeutung von § 26, (2) haben. 
Die Tabelle (3) für die Schnittkurve (1), (2) geht daher mit allen ihren 
Bestandteilen in die Tabelle § 26, (2) für den Kegelschnitt Ober. Der 
Vorzeichenunterschied in den Feldern I, 2 rührt daher, daß die Pfeil- 
spitze der I -Achse in § 25, (8) und § 113, (6), weil im Sinne von (5) 
auch -4"^ = -- Jljg, A^^ = — ^3, Ä^^ « wird, die entgegengesetzte ist. 



S 114, 2—3. 
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Es ist nun wie dort; auch in (3) noch nach den Vorzeichen der 
Koeffizienten zu unterscheiden. 

3. Die Arten der eigentliohen Kegesohnitte. Schreibt man die 
Gleichung I, 1 der Tabelle (3) mit den Abkürzungen: 



•^44*1 -^44 S 



(8) 

in der Form: 

(9) 

so wird nach § 109, (25): 

('») «" - ÜS'kk — w ■ « + ^ 



? + ^" + i-o. 



-^44^*« (-^44) 



Die Vorzeichen der Koeffizienten a, ß sind daher (§ 26, (7)) für: 



(11) 



++ 



±T- 



Die Bedingungen der zweiten Zeile (11) sind aber ersetzbar durch 
die beiden Angaben: 

(12) - ^;^ > 0, -Äl^ und Ä'AZ nicht beide > 0. 

Denn diese lassen nur die Möglichkeiten offen: — J.][^>0, -4"^^<0 
oder - Äl^ > 0, A^ÄJ^ « 0. Nun ist aber für I, 1 -4*'+ und nach 
§111, (29) für —Al^>0 stets A^ + 0, so daß die zweite Möglich- 
keit wegfällt. Für die dritte Zeile (11) sind ebenfalls ^ A^^ und 
A^'A^ nicht beide > 0. 

Wir können daher die Angaben (11) auch in folgende Tabelle 
ordnen, indem wir zugleich die Bezeichnung von § 26, (9) einführen 



(13) 



— 4?« > 0, A" ^;« > -A'it,Ä" Ä't'i nicht beide > 



^r.+o 



-Ä'U>0 



-^?.<o 






a 



ß' 



1* n' 







-^ ' —1 = 



In dem frei bleibenden Felde widersprechen sich Zeilen- und Koloimen- 
bedingungen. Hier schließt sich die Parabel I, 2 an die zweite 
Kolonne an: 



(14) 



4j. = o, ^;»+o 







1 



,-+n=o 
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da für sie nicht nur J.][^ = 0, sondern nach § 111, (17) auch 



A'^äZ < ist. 



'44 



4. Die Arten der Linienpaare« Die Gleichung 11^ 1: 



(15) 



Ji^i^ + W-o, iii, = - 






stellt, je nachdem — A^^ > oder < ein imaginäres oder redles 
Linienpaar dar. Da aber für A"" - 0, A""^ + nach § 107, (24) A"" 
und Al^ stets dasselbe Vorzeichen haben, können wir die doppelte 
Form der Bedingungen in folgender Tabelle ausdrücken: 

(16) ! ^«==0, ^'-+0 



^;.+o 



-^«>o 



-4r,<o 




Die Gleichung U, 2: 



(17) hn'+il-o, A,--# 



A 



44 



(§ 109, (26)) 



stellt, je nachdem — Ä" > oder < 0, ein inutginäres oder reelles 
ParaUeüinienpaar dar. Es ergibt sich also im Anschluß an die 
TabeUe (16): 



(18) 



»1' 



^Jf4 = o, ^i^ + o' ;. + i = o 



1' 



— 1 







Für den FaU 11, 3 ist nach § 111, (35) stets —A'"<0, so daß 
er sich an die zweite Kolonne yon (16) und (18) anreiht: 



(19) 



^?4 = o, ^;!{ = o 







r^T = 



6. Allgemeine Übersicht der Arten der Sohnittkurve. Indem 
man die TabeUen (13), (14), (16), (18), (19) nunmehr in die Tabelle (3) 
einträgt, ergibt sich die folgende allgemeine Übersicht (20), aus der 
die Art der Sclmittkurve der Fläche (1) mit der Ebene (2) nach den 
Bedingungen der Zeilen und Kolonnen zu entnehmen ist. Dabei haben 
A", A", Ä'"; Ä'i, AZ die in § 107, (5); (22); (23), § 111, (5), 
§ 109, (10) angegebene Bedeutung und sind zugleich die Namen der 
Kegelschnitte eingefügt (§ 26, (19)) i^»») 



§ 114, 6. 
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IV. Kapitel 

Schnitte besonderer Flachen und besondere 

§ 115. Sbene Sclmitte besonderer Flächen. 

1. Olookenförmige nnd sattelförmige FlSohen. Wird eine 
eigentliche Fläche zweiter Ordnung (J. + 0, § 78, (2)) von einer Ebene 
geschnitten^ die parallel ist der Tangentialebene eines reellen end- 
lichen Punktes der Flache, so ist das Produkt der Hanptachsen- 
koef&zienten der Schnittkur ye nach § 110, (20): 

^^ - - t"^ = - ö" ^' = 9t* + 9^ + «/,*, 

also von einem unveränderlichen Vorzeichen, dem entgegengesetzten 
der Determinante A. 

Eine solche Ebene schneidet daher die F^che nur in Kurven der 
ersten oder nur in Kurven der zweiten Zeile der Tabelle § 114, (20), 
je nachdem A negativ oder positiv ist. 

Insbesondere schneidet die TangentidlAene selbst § 107, (7) die 
Flächen A<0, also (§ 99, (31)) dds Ellipsoid, gweiscJwlige Hyperboloid 
und elliptische Paraboloid, stets in einem imaginären Linienpaarj die 
reellen Flächen A> 0, also das einschalige Hyperboloid und das hyper- 
bolisdie Paraboloid, stets in einem redten Linienpaa/r. 

Die Flächen ^ < sind daher (§ 67, (28)) nichtgeradlinige, die 
reellen Flächen J. > geradlinige. Jene heißen auch positiv gekrümmte 
oder glockenförmige, diese negativ gekrümmte oder sattelförmige. ^^) 

2. Die Ellipsoide nnd Hyperboloide. Für die Fläche: 

wo die Umkehr der Vorzeichen von c^ oder 6* und c* vorbehalten 
bleibt, gibt die Berechnung der geränderten Determinanten § 114, 5: 

fA\ A" _ ^?_ j«* ?f_ j« _ ^'_?_ jw a^U*'\'h* V* + C^t D^ 

Damit wird: 

(6) A" = A'ia* + &« + c» - 1) _ «'ü' + *!lV+^±l*, 



«» 
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oder: 

(8) ^;: =. Älia^ + 6« + c») + -^+^*;y--- -- 

und. Überdies nach (2)- und (4): 

Ohne Rücksicht auf eine etwaige Umkehr der Vorzeichen von 6* 
und c^ ergibt sich daher aus (6)^ daß A** und J."'^ und aus (8), daß 
für eine endliche Ebene u, v, w, s auch A^^ und A'^ niemals beide 
gleichzeitig yerschwinden können. 

Die ebenen Schnitte der EUipsoide und Hyperboloide sind daher 
entweder eigentliche Kegelschnitte oder getrennte Linienpaare und haben 
mit der unendlich fernen Geraden zwei getrennte Punkte oder einen 
Doppelpunkt gemein (§ 114, (3) nur I. und II. Kolonne, 1. und 2. Zeile) 

3. Das EUipsoid. Für das Ellipsoid (1) ist nach (4): 

(10) -Al>0, 
und nach (7): 

(11) sign A*'A'^^ = — sign -4." = — sign (a^u^+ h^v^ + c'«;^ — ä*). 

Aus der Tabelle § 114, (20) folgt daher i"): 

Das EUipsoid (1) wird von der Ebene u, v, w, s in einer imagi- 
nären Eüipse, einem imaginären Linienpaar oder einer reellen Ellipse 
geschnitten^ je nachdem: 

(12) aV + 6V + c«u;*-5*<0, -0 oder > 0. 

Die Ebenen mit imaginärem Linienpaar sind Tangentialebenen (§ 70, (10)). 

4. Das einsohalige Hyperboloid. Beim einschaligen Hyperboloid: 
(- c» für c* in (1)— (9)) ist nach (9): 

(14) ^-=_^;^+-,j;^.. 

Ist daher: 

(15) -A'i> 0, 

SO ist stets auch J.*'>0. Mit (15) ist aber nach (4): 

aV + 6V-c»?i;»<0, 

also auch: 

Vv^ — c^w^ < und a^u^ - (?w^ < 

und damit nach (7): 
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Neben (15) kann daher nicht -4"-4^" > sein. Da ferner nach (6) 
für ^•'=-0: 

80 sind in der Tabelle § 114, (20) die erste und dritte Kolonne 
nnmöglich: 

Das einschalige Hyperboloid hat nur reelle ebene Schnitte, 

Ist die Ebene a, «?, w, s keine Tangentialebene: 

(16) a^u^ + 6«ü« - (^tv^ -5^ + 0, 

so ist die SchnütTcu/rve eine Ellipse^ Hyperbel oder Parabel^ je nachdem: 

(17) a*tt« + 6 V - c*«;* < 0, >0 oder =0; 
ist die Ebene eine TangentialAene: 

(18) aV + 6«t;« - c'w^ ~ 5« == 0, 

so ist die Schnittkurve ein gehreuetes oder paralleles Geradenpäar, je 
nachdefin: 

(19) aV + 6V~c«w?«-s^>0 oder -0. 

In parallelen Geraden schneiden somit die Tangenticdiä>enen des 
Äsymptotenkegels : 

(20) aV + 6V - c^w;« « 0, s^O 

(§ 74, 2); in Parabeln die zu einer solchen Tangentialebene parailelen 
Ebenen: 

(21) aV + 6V - c*?t'^ = 0, s + 0. 



5. Das zweisohalige Hyperboloid. Beim zweischaligen Hyperboloid: 

(22) ^-$-^-1 

(- b\ - c« für 6^ c^ in (1)— (9)) ist nach (6) für Ä^^O: 

SO daß die vierte Kolonne in § 114, (20) unmöglich wird. 
Ist die Ebene m, ü, w, s keine Tangentialebene: 

(23) a^u^ - b^v^ - c^w^ - s* + 0, 

so ist die Schnittkurve eine EUipse (imaginär oder redl), Hyperbel oder 
Parabel y je nachdem: 

(24) aV - 6 V - c«m;2 > 0, <0 oder -0; 
ist die Ebene eine Tangentialebene: 

(25) a-u'-bH'- - chc^ - s* - 0, 
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SO ist die SchniUkurve ein imaginäres Oeradenpaar mit endlichem oder 
unendlidi fernem Doppelpunkt, je nachdem: 

(26) aV-6V-c««;«-5«>0 oder «0. 

In Parabeln schneiden die 0u einer Tangentialebene des Asymptoten- 
kegeis parallelen Ebenen. 

6. Die Paraboloide. Für die Fläche: 

(27) 9-Iy + ^ + ^^-O, 

wo die Umkehr des Vorzeichens von c* vorbehalten bleibt, gibt die 
Berechnung der geränderten Determinanten: 

/9QX AU 6V + C*t(7«+2M« 

(30) ^« = - "' 



iy.s; 



6«c 



(^Öi; Äj^ « ^,^, , «gj — — ^j ^ Cf33 = — ^, • 

Damit wird: 

(32) ^'-= (6» + c»)^«- «* + 6^ + «>'+i'^ 

Ohne Rücksicht auf das Vorzeichen von c^ folgt ans (32), daß 
A** und A'" niemals beide gleichzeitig verschwinden können. 

Die ebenen Schnitte der Paraboloide sind daher entweder eigentliche 
Kegelschnitte oder getrennte Linienpa^re (§ 114, (3) nur L und IL 
Kolonne), 

7. Das elliptisohe Paraboloid. Beim elliptischen Paraboloid (27) 
ist nach (30) für jede endliche Ebene: 

-A\^>0 oder «0, 

je nachdem m + oder = 0, also die Ebene nicht parallel oder parallel 
der ar- Achse ist. Die zweite Zeile der Tabelle § 114, (20) ist daher 
unmöglich. 

Nach (33) ist Ä^^ < und danach: 

sign A!*Ä^ = — sign -4** = — sign {}rv^ + (?w^ + 2ws). 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene (§ 70, (32)) ; 

(34) b*v^ + c^w^ + 2us + 0, 

so ist die Schnittkurve eine Ellipse oder Parabel, je nachdem die Ebene 
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zm Hcmptachse nickt pardUd oder paraUd ist; die EUipse ist imaginär 
oder reellj je nachdem 

(35) 6V + c«m;« + 2t4S < oder > 0. 

Ist ^"^ 0, so kann nach (28) nicht a — (J.J[^ = 0) sein, ohne 
daß auch t? - 0, w - 0, und ist nach (32) - Ä"*> 0. 
Ist die endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentialebene: 

(36) 6«t;» + c^w^ + 2us - 0, 

so ist sie der Hauptachse nicht parallel, und die Schnitthirve ist ein 
imaginäres Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt. 



8. Das hyperbolisohe Paraboloid. Beim hyperbolischen Paraboloid : 

(37) |l_-J + 2:c^0 

(- c^ für c^ in (27)— (33)) ist für jede Ebene nach (30): 

-Ä'iKO oder ==0, 

je nachdem u + oder ==0. Die erste Zeile der Tabelle § 114,(20) 
ist daher unmöglich. 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s keine Tangentialebene: 

(38) b^v^ - c^w^ + 2us + 0, 

so ist die Schnittkurve eine Hyperbel oder Parabely je nachdem die Ebene 
zu der Hauptachse nicht parcdlei oder parallel ist 

Ist J."«»0, so ist nach (32) — -4.'"<0; ist neben Ä^^Q auch 
Äl^^O (u^ 0), so ist nach (28) und (33) zugleich A'^ - 0. Daher 
ist in der Tabelle § 114, (20) nur das zweite und vierte Feld der vierten 
Kolonne möglich. 

Ist die endliche Ebene u, v, w, s eine Tangentidl^ene: 

(39) b^v^ - c^w^ + 2ms = 0, 

so ist die Schnittkurve ein Linienpaar mit endlichem Doppelpunkt oder 
eine einzelne endliche gerade Linie (in Verbindung mit einer unendlich 
fernen), je nachdem sie der Hauptachse nicht parallel oder paraUd ist. 
Die in einer einzelnen geraden Linie schneidenden Ebenen sind 
also die beiden Scharen paralleler Ebenen (§ 62, (13); (13')): 

(40) bh^^-c^w^=^0, M = 0. 

9. Der elliptische Kegel. Für den elliptischen Kegel: 

(41) .9=:;+i;-^=o 

gibt die Berechnung der geränderten Determinanten: 
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«' 



(42) A' - ^.;.^. , 



«' äu «* äu ** 



(44) ^« ^ a«u» + 6*t?» - c»ir« 



(45) 



44 a»6»c* ' 

u Ä u 8 u S 



Damit wird: 

(46) Ä'" = ^"(a» + 6« - c») + a:„ 

(48) A"-'=AZ-(-^ + ^-jr)s\ 

(49) ^- =. («»+6«-c*)^:, - "*"'+;;:;-+ ''*"'^ 

Nach (42) verschwindet Ä^ gleichzeitig mit s. Sonst ist stets 
A" > 0. Ist nun — Ä^ > 0, so folgt aus (47) gerade wie unter 4 
aus (15), daß A'^<0 und daher ^" ^^ < 0. Es folgt daher mit 
Rücksicht auf die Tabelle § 114, (20): 

Jede nickt durch die Spitze des Kegds (41) gehende Ebene u, v, tv, s 
schneidet in einem reellen eigentlichen Kegelschnitt: einer Ellipse, Hy- 
perbel oder Parahd, je nctchdem: 

(50) aV + 6 V - c«w?« < 0, >0 oder = 0.^) 

In letzterem Falle ist die Ebene einer Tangentialebene parallel (§ 71,(8)). 

Ist ^•'- oder 5 - 0, so ist nach (46) und (48): -•A'*' A^^ und 

^""=^'J. Ist daher ^"•+0, so ist auch J.;;4+0. Ist aber ^'** = 0, 
also auch Al^^O, so ist nach (49) A'^ + 0, also auch -4.'"'+0- 
Daher folgt aus der Tabelle § 114, (20): 

Eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet in einem imaginären 
oder reellen Geradenpaar oder einer Doppdgeraden, je nachdem: 

a^u^ + Wi/-c^w^<0, >0 oder -0. 

Die längs einer Geraden berührenden Tangentialebenen des Kegds 
sind daher durch die Bedingungen: 

a^u^ + b^v^ - c-iv^ - 0, s = 
gekennzeichnet (§ 71, (8); (9)). 
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§ 116. Oleicliseitig hyperbolisclie Schnitte. 

1. Allgemeine Bedingung der gleichseitig hyperbolischen 
Schnitte. Die Schnittkurve der Flache zweiter Ordnung mit einer 
Ebene u, v, w, s kann stets durch eine Gleichung von der Form 
§ 110^ (11) dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes 
rechtwinkliges Koordinatensystem i2|>; bezieht und in der (§ 109,(25))' 

(1) A. + A, = -4i", -1,^, = -^^*, e» = M» + 1;« + «'». 
Ist nun: 

(2) AZ = 0, 

so werden A^ und A, entgegengesetzt gleich, etwa Xi = X, Aj == — A, 
imd nimmt die Gleichung der Schnittkurre die Form: 

(3) A(r - 1?») + 2<J + 2airi + <, = 
an, worin nach (1): 

(4) k*^f. 

Unter der Bedingung (2) ist daher der ebene Schnitt eine gleich- 
seitige Hyperhd (§ 26, (26)).^»*) 

2. Arten der gleichseitig hjrperbolischen Schnitte. Wir yerstehen 
dabei unter gleichseitiger Hyperbel aUe in der Fwrm (3) enthaltenen 
Kegelschnitte. 

Wenn neben (2) Al^^O, also nach (4): 

(5) A'i > 0, 

hat die Kurve (3) nach § 111, (11) einen bestimmten Mittelpunkt: 

A** A^ A^ 

-^44 -^44 -^44 

und ihre Gleichung kann nach § 112,(18) auf die Form: 

(7) m»-,,«) + J:-=0 

-^44 

gebracht werden. Es ergibt sich daher als Sonderfall der zweiten 
Zeile der Tabelle § 114, (20): 

Je nachdem neben (2) tmd (5): 

(8) ^''+0 oder ^"=0, 

ist die Schnittkurve eine eigentliche gleichseitige Hyperbel oder ein rediir 
winkliges Geradenpaar. 
Ist aber neben (2): 

(9) K = 0, 

so besteht der gleichseitig hyperbolische Schnitt (3) aus einer endlichen 
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und einer unendlich fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne 
Doppdgerade, Er kann dann in homogenen Koordinaten in der Form: 

(10) i?T = oder t««0 
dargesteUt werden (§ 114, (20), 4. ZeUe). 

3. Der Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte. Die 

Bedingung (2) oder § 109, (10)): 

(11) ^'J=<, + <+<3--0, 

ist nach §109,(i^) eine in u, v, w homogene Gleichung zweiten Grades. 

Di^enigen Ebenen u, r, w, s, welche die Fläche zweiter Ordnung 
in einer gleichseitigen Hyperbel (3) schneiden y sind die cx)* Tangential' 
ebenen einer unendlich fernen Kurve zweiter KUisse, die durch die Glei- 
chung (11) dargestellt wird (§ 80, (19';). 

Die Ebenen gehen büschelweise durch eine Tangente dieser 
Kurve. Diejenigen von ihnen, die neben (11) die Gleichung: 

(12) s - 

erfüllen, also durch den Koordinatenanfangspunkt gehen, umhüllen 
einen Kegel zweiter Klasse (§ 80, (20')). 

Wir nennen diesen Kegel zweiter Klasse: 

(13) A\l-^, s^O 

den Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte der Fläche zweiter 
Ordnung. 

Jede Tangentialebene dieses Kegels und jede zt^ ihr parallele Ebene 
sdmeidet alsdann die Fläche in einer gleichseitigen Hyperbel (im all- 
gemeinen Sinne (3)). 

Die Tangenten der Kurve (11) sind nach § 21, (40); §26,(26) 
auch diejenigen Geraden der unendlich fernen Ebene, welche die un- 
endlich ferne Kurve der Fläche und den imaginären Kugelkreis 
(§ 91, 8) in vier harmonischen Punkten treffen. 

4. Leitkegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim 
Hyperboloid und Kegel. Von den Mittelpunktsflächen zweiter Ordnung 
können nur diejenigen gleichseitig hyperbolische Schnitte haben, die 
überhaupt hyperbolische besitzen, die beiden Hyperboloide und der 
Kegel (§ 115, 4; 5; 9). 

Die Gleichungen der beiden Hyperboloide sind: 
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und die ihrer Asymptotenkegel: 

Jeder der letzteren kann zugleich als beliebiger elliptischer Kegel gelten. 
Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat 
für die Flächen (14) und (15) nach § 115, (7) und (47) dieselben 
Gleichungen : 

(16) (i - i,y+ (i - iy- (i + ^y- 0, . - 0, 

und für die Flächen (14') und (15') ebenso: 

(160 (/, +j^y+{h- hy + GA - i.)«^ ■= 0, s = 0. 

Der Leitkegd der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper- 
boloids und seines Asymptotenkegds ist also ein mit diesem Tconeen- 
trischer tmd koaxialer Kegd zweiter Klasse, 

Er kann nach § 80, 10 ein imaginärer oder ein elliptischer oder 
ein in zwei Ebenenbüschel (ein Strahlenpaar) zerfallender Kegel sein. 
Das letztere tritt bei (16) ein, wenn mit 6*=c* der Kegel (15) von 
der besonderen Art § 54, 8 ist (für a^ = c* ima^näres Strahlenpaar). 

5, Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte der Hyper- 
boloide und Kegel. Jede (reelle) Tangentialebene des Kegels (16) oder 
(16') und jede zu ihr parallele Ebene schneidet das Hyperboloid (14) 
oder (14') und seinen Asymptotenkegel in einer gleichseitigen HyperbeL 
Diese ist, da nach § 115, (8) und (49) Al^ nicht neben Ä^^ ver- 
schwinden kann, nach (7) stets entweder eine eigentliche gleichseitige 
Hyperbel oder ein rechtwinkliges Geradenpaar, und zwar nach (8), 
je nachdem J.** ^ oder A^ ^Oy je nachdem also die schneidende 
Ebene u, v, w, s keine oder eine Tangentialebene des Hyperboloids ist 

Nun ist aber für die Hyperboloide (14) und (14') nach § 115, (9) 
bezüglich: 

(17) ^"=^,^,^, — ^^, (17') A"" :i«ft-i7. - ^IIj 

und für einen gleichseitig hyperbolischen Schnitt w, v, «?, 5 nach (5) 
J.^> 0. Im FaUe (17') kann daher für einen solchen J." nicht ver^ 
schwinden, während es im FaUe (17) für jedes reelle der Gleichung 
(16) genügende Wertsystem u, v, w zwei reelle Werte von 5: 

(18) s'^Al^a^Vc^ 

gibt (§ 109, (8;) für die ^"- wird. 

I. Bei dem einschaiigen Hyperboloid gibt es in jedem (redien) BüscJid 
parallder gleidisaüig hyperbolisdier Schnittebenen Bwei (redle) Tangential' 
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ebenen; sie schneiden die Fläche in zwei zueinander senkrechten Er- 
zeugenden, 

IL Beim zweischaligen Hyperboloid gibt es nur eigentliche gleich- 
seitige Hyperbeln als Schnittkurven. 

ni. Beim Kegd (15) ist nach § 115, (42): 

(19) ^"""a«6«c«' 

80 daß gerade die Ebenen des Leitkegels (16) in zwei zueinander senk- 
rechten Erzeugenden schneiden, alle parallelen Ebenen in eigentlichen 
gleichseitigen Hyperbeln. 

IV. Bei dem am Schluß von 4 erwäiinten Kegd bilden also die 
in rechtwinkligen Erzeugenden schneidenden Ebenen zwei Büsdiely deren 
Achsen in Ebenen- und Punktkoordinaten die Gleichungen haben: 

(20) (a^ - V)v^ - (a^ + W)w^ =» 0, s = 0; 

(21) a«^6«-ä« + 5• = Ö'^ = Ö5«*>6^ 

also nach § 59, (21) und § 84, (8) die Polstrahlen der Kreisschnitt- 
ebenen sind. 

6. Ort der Punkte des einschaligen Hyperboloids mit recht- 
winkligen Brsengenden. Die Berechnung der geränderten Deter- 
minanten gibt für die Fläche (14) nach § 115,(4): 

roo\ >!" — _*** 4" ^* >4**«5*. 

Für den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes, 
der mit (18) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfällt, ist daher: 

(23) X , y ^ , z^-- 

Danach ist, wieder mit Rücksicht auf (18): 

(xr^y +Z ^ "«« A!t,a^h^c^ 

oder nach § 115, (8) mit Ä^^ und - c» für c«: 

(24) x^+y^+z^^^a^+b^'-i?. 

Die Tunkte des einschaligen Hyperboloids^ durch die zwei zueinander 
rechttvinklige Erzeugende gehen, liegen auf der Kugd (24) (§ 64, (3)). 

7« Besiehung des Leitkegels (16) zum Asymptotenkegel. Die 
Gleichungen (16) oder (16') können mit der Abkürzung: 

(25) h + p-h''^ °d«^ (25') h-h-l^-^ 
in der Form geschrieben werden: 
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(26) (S + 6^-S)-''(«*+''*+«'')-^' * = <^' 

oder: 

(26') {^.-"^-''S)-d{u^+v'+w')^0, s^O. 

Aus der Form dieser Gleichungen folgt (§ 71, (22); (8); § 118, (12)). 

Der Leiikegel der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des Hyper- 
boloids ist mit dem BeziproTtalkegd des Asymptotenkegels konfoJcal, 

8. Nichtvorhandensein von drei rechtwinkligen Brzengenden 
bei Kegel und Hyperboloid. Der erste der beiden Reziprokalkegel 
zweiter Klasse: 

<27) a^ + 6j-? = o. «-0» (2<) „.-«,.--;? = o,» = o 

-der Kegel (15), (15') ist der Ort aller Ebenen, die auf einer Erzeugenden 
des Kegels (15) senkrecht stehen. Der zu (27) konfokale Kegel (26) 
bat mit (27) selbst keine reellen Tangentialebenen gemein (§ 118, 8). 
Daher kann die Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes für 
d =^0 niemals auf einer Erzeugenden des Kegels (15) senkrecht stehen, 
also auch zwei rechtwinklige Erzeugende, in denen eine solche Ebene 
•den Kegel (15) schneidet, niemals beide auf einer dritten. 

Bei einem elliptischen Kegel gibt es im allgemeinen keine drei zur 
einander senkrechten Erzeugenden, 

Da nun zu jeder Erzeugenden des Kegels (15) ein Paar paralleler 
Erzeugenden des Hyperboloids (14) gehört und umgekehrt, so folgt: 

In einer Eegelschar eines einschaligen Hyperboloids gibt es im 
ollgemeinen keine drei zueinander senkreckten Erzeugenden, 

9, Gleichseitiger Kegel und gleichseitige Hyperboloide. Ist 

jedoch in (25), (25') d^Q, so fällt der Leitkegel (26), (26') der 
gleichseitig hyperbolischen Schnitte mit dem konfokalen Reziprokal- 
kegel (27), (27') zusammen. In diesem Falle steht daher jede Ebene 
eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes auf einer Erzeugenden des 
Asymptotenkegels senkrecht und jede auf einer Erzeugenden senk- 
rechte Ebene ist Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes. 

Wir nennen das einschalige Hyperboloid (14) und den Kegel (15) 
gleichseitig (§ 64, (8); (12)), wenn: 

und das zweischalige HyperboUidXl^') ur^ den Kegel{\b') gleichseitig, wenn: 
Dann lautet das gewonnene Resultat: 
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Bei dem gleichseitigen Kegel schneidet jede auf einer Erzeugenden 
senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbdy b&riehungsweisey wenn 
sie durch die Spitze gekty in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden, 

Der gleichseitige Kegd besitzt oo^ Systeme von drei zueinander 
senkrechten Erzeugenden; jede Erzeugende bestimmt ein solches System. 

Bei dem gleichseitigen einschaligen und dem gleichseitigen zwei' 
schaligen Hyperboloid schneidet jede auf einer Erzeugenden des Asymptoten- 
kegds senkrechte Ebene in einer gleichseitigen Hyperbel. 

Jede Begdsdiar des gleidiseitigen einsduüigen Hyperboloids enthalt 
oo^ Systeme von drei zueinander senkrecliten Erzeugenden, 

10. Leitkegel des gleichseitig hyperbolischen Faraboloids, hjrper- 
bolischen Zylinders und Ebenenpaares. Die Gleichung des hyper- 
bolisclien Paraboloids ist: 

(29) y;_f; + 2a;-0, 

die des hyperbolischen Zylinders: 

(80) ?:-?-!. 

nnd die der Asymptotenebenen der beiden Flächen (29) und (30): 

Der Leitkegel (13) der gleichseitig hyperbolischen Schnitte hat 
für diese drei Flächen nach § 115, (33) die Gleichung: 

(32) (^_^^y+«;_;;=o,s=o. 

Der Leitkegd der gleichseitig hyperbolischen Schnitte des hyper- 
bolischen Parabdoids, des hyperbolischen Zylinders und des Ebenen- 
paares ist ein mit diesen koaxialer Kegel zweiter Klasse. 

11. Arten der gleichseitig hyperbolischen Schnitte beim hyper- 
bolischen Faraboloid. Jede Tangentialebene des Kegels (32) und 
jede zu ihr parallele Ebene u, ?;, w, s schneidet das hyperbolische 
Faraboloid in einer gleichseitigen Hyperbel. 

Diese zerfäUt nach (9) in eine einzelne Gerade (in Verbindung 
mit einer unendlich fernen, wie in (10)), wenn die Ebene neben (32) 
auch noch die Gleichung w = (§ 115, (30)) erfüllt, so daß: 

(33) b^v^ - c«u;« « 0, u^ 0; 

sie ist dann einer der Asymptotenebenen parallel. 

Stande, FUchen rvreiter Ordnung. IL 41 
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I. AUe dm Asymptotenebenen parallelen Ebenen und nur diese 
schneiden das hyperbolische Pardboloid in einer eineeinen endlichen 
Geraden (§ 115, (40)). 

Im übrigen, für u 4" 0, schneidet eine Ebene Uj t?, u)y 8, für die 
u, Vj w der Gleichung (32) genügen, nach (8) in einer eigentlichen 
gleichseitigen Hyperbel oder einem rechtwinkligen Geradenpaar, je 
nachdem ^*'+ oder A""^ ist. Nach § 115, (28) gibt es aber zu 
jedem u, v, w mit tt + einen Wert: 

(34) s - - '-'^^-, 

für den ^"=0 wird. 

II. In jedem Büschel paralleler gleichseitig hyperbolischer Schnitte 
gibt es also stets eine und nur eine Tangentialebene, Sie schneidet das 
Parabolotd in zwei zueinander senkrechten Erzeugenden. 

12. Ort der Fiinkte des hyperbolischen Faraboloids mit recht- 
winkligen Erseugenden. Die Berechnimg der geränderten Deter- 
minanten gibt für die Flache (29), wie § 115,(30): 

Für den Mittelpunkt (6) eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes, 
der mit (34) in ein rechtwinkliges Geradenpaar zerfällt, ist daher: 

(36) a?« - — --^ , y — — , j? — 

Der zweite Wert (36) von x ist aber nach (32) auch: 

(37) ^-^7^*- 

Die Punkte des hyperbolischen Paraboloids (29), durch die zwei zuein- 
ander rechtwinklige Erzeugende gehen^ liegen auf der Ebene (37) (§ 65, (44)) 
mit umgekehrtem Vorzeichen von x in der Ausgangsgleichung (§65,(8)). 

13. Beziehung des Leitkegels zu den Asymptotenebenen, Mit 

der Abkürzung: 

(38) d=l,- ;, 

kann die Gleichung (32) in der Form: 

(39) (|i-i!)-d(«»+»»+«.«)-0, s = 

geschrieben werden. Daher gehört der Leitkegel (32) einem kon- 
fokalen System (§ 118,(12)) mit den FokaUinien (§ 118, (17)); 



V* w 



(40) 6.-"«=0, s = 



an. 
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In Punktkoordinaten lautet die Gleichung des Kegels (32) nach 
§71,(11)5(12'): 

(41) 






während die Fokallinien (40) durch (§ 118,(3)): 

(42) Vy^ - c^z^ =0, a? - 

und die in derselben Hauptebene liegenden Scheitellinien des KegeU 
durch: 

(43) fJ-S-O. *-0 
dargestellt sind. 

i)ie Scheitellinien (43) des Leitkegels der gleichseUig hyperbolischen 
Schnitte des hyperbolischen Pardbohids sind daher die Scheitelereeur 
genden des letzteren (§ 65, (6)). 

Die ihnen entsprechenden Tangentialebenen des Leitkegels sind 
die Asymptotenebenen des Paraboloids, die nach 11, I in der Tat 
gleichseitig hyperbolische Schnitte im Sinne von (10) liefern. 

Die Fokallinien /*, f in (42) des Leitkegels der gleichseitig hyper- 
bolischen Schnitte sind die Normalen der Asymptotenebenen oder die 
Normalen der Scheitelerzeugenden s\s in der 
Scheiteltangentidlebene x ^ des Paraboloids 
(Fig. 183). 

14. Nlohtvorhandensein von drei reoht- 
winkligen Erzeugenden beim hyperbolisohen 
Paraboloid. Die Brennlinien sind daher auch 
die Trager cUler Ebenen u, v, w des Bündels 
am Scheitel 0, die auf einer Asymptotenebene 
senkrecht stehen. Da aber der Kegel (39) 

mit seinen Brennlinien keine Tangentialebene gemein hat, kann die 
Ebene eines gleichseitig hyperbolischen Schnittes niemals auf einer 
Asymptotenebene senkrecht stehen, also auch auf keiner Erzeugenden, 
die einer solchen stets parallel ist. 

Auf dem hyperbolischen Paraboloid gibt es im allgemeinen keine 
drei zueinander senkrechten Erzeugenden (§ 65, 17). 

15* Das glelohseitige hyperbolisohe Paraboloid. Ist jedoch in 
(38) d «- 0, also 6* — c*, so zerf äUt der Kegel (39) in die beiden 
Ebenenbüschel der Fokalstrahlen (40), die dann zugleich aufeinander 
senkrecht werden: 

(44) v^^tv^^'O 

41* 




Fig. 183. 
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und mit den Scheiteierzeogenden: 

(45) y>_£r««0, x^O 

zusammenfallen. 

Das hyperbolische Paraboloid, welches alsdann die Gleichung: 

(46) "'"'-' + 2rr - 

erhält^ ist in diesem Falle gleichseitig. 

Das gleichseitige hyperbolische Paräboloid wird daher von jeder 
durch eine der beiden Scheitelerzeugenden gehenden Ebene in eifiem 
rechtmnkligen Geradenpaar, von jeder paraUden Ebene in einer gleich^ 
seitigen Hyperbd geschnitten. 

Seien A und A' die beiden Asymptotenebenen, a und a' ihre 
Schnittlinien mit der Ebene x =^0, also die Scheitelerzeugenden des 
Paraboloidsy und g die mit a, g die mit a' gleichnamigen Erzeugen- 
den. Dann ist irgendeine Erzeugende g parallel zur Ebene A und 
daher senkrecht zu deren Normale a. Man kann daher durch a' 
eine Ebene \' legen, die zu g senkrecht ist. Da f durch o! geht, 
schneidet sie das Paräboloid in zwei rechtwinkligen Erzeugenden a' 
und Ä, die wie f selbst beide zu g senkrecht sind. 

Za jeder Erzeugenden g gibt es daher eine gleichnamige senkrechte 
Erzeugende h, so daß g und h zusammen mit der ungleichnamigen 
Scheitelerzeugenden a ein System von drei senkrechten Strahlen bilden 
(§ 65, 17). 

§ 117. Die Ereissclmitte der Flächen zweiter Ordnung. 

1. Allgemeiner Begriff eines Kreissohnittes. Die Schnittkurre 
der Fläche zweiter Ordnung mit einer Ebene § 110, (9); (10) kann 
nach § 110, (11) stets durch eine Gleichung von der Form: 

(1) X,^^ + X,ri^ + 2<,5 + 2a;^ri + a^ = 

dargestellt werden, die sich auf ein in der Ebene liegendes recht- 
rechtwinkliges Koordinatensystem Sl^r^ bezieht und in der l^ und A, 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung H(>L) = in §109,(11) 
bedeuten. 

Sind diese beiden Wurzeln einander gleich: 

(2) k, = X,, 

so ist die Kurve (l) ein Kreisschnitt, ihre Ebene eine Kreisschnitfebene 
der Fläclie.^^) 
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Der gemeinsame Wert k von X^ und A,, mit dem die Gleichung 
(1) die Form: 

(3) X{e + ^*) + 2a;,S + 2a^i? + < =- 

annimmt, entspricht alsdann nach § 109, (26) den Gleichungen: 

(4) 2A -V", X« ^V; e*=«*+e*+w*. 

c c 

2. Arten der KxeiBBOhnltte, Wenn neben (2): 

(5) Ä'i + O, 

hat der Kreisschnitt (3) nach § 111^ (11) einen endlichen Mittelpunlä: 

A^ A^ A^ 

/144 -fl.44 -A44 

und seine Gleichung kann nach § 112^ (18) auf die Form gebracht 
werden: 

(7) A(l»+^») + 2^-0. 

Das Quadrat des Radius des Kreises ist daher mit Rücksicht 
auf (4): 



144« -«.44-0.44 



Da nun nach (4) Ä''^<0 und ^1^4 + sein muß (§ 114, (11)), 
so folgt (für eine reelle Ebene u, Vy Wy s): 

Ein unter der Bedingung (2) entstehender Kreisschnitt hat unter 
der Bedingung (5) den endlichen Mittelpunkt (6) und das Badius- 
quadrat (8). Er ist für: 

I Ä^A'^ >0 :ein imaginärer Kreis] 

(9) Ä^'A'^ < : ein redler Kreis] 

I A^ '^O :ein NuUkreis. 

Wenn in (3): 

(10) X --0{AI^ = 0, AZ--0 nach (4)), 

so besteht der Kreissdinitt (3) aus einer endlichen und einer unendlich 
fernen Geraden oder ist eine unendlich ferne Boppdgerade (§ 114, (3)) 
und kann in der Form: 

(11) i?r = oder r«-0 

dargestellt werden mit homogenen Koordinaten ^, ri, t. 

Jeder Kreisschnitt (3) geht durch die beiden imaginären Kreis- 
punkte der schneidenden Ebene (§ 100, 2). 

3. Die übersähligen Bedingungen der Ereissohnitte. Die Be- 
dingung (2) ist nach § 109, 6, IV immer dann und nur dann erfüllt, 
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(12) • 



wenn zwischen den Koeffizienten a^^ der Fläche, den Koeffizienten 
u, 17, w der Ebene und der Doppelwurzel Xj — A, =» Z die sechs Glei- 
chungen bestehen: 

^HnW - <i + H^^+w^) (a,s-A)t;« - (a„- a)m;*+ 2a^^vw - 0, 

HiiW - <8 + ^(w^+w*)^ (öii-^)w'*- (^M--^)«*' + 2a,iw;w - 0, 

HasW - «« + ^(ti' + (a„~ A)ti« -(a,i- A)r«+ 2a,,tit; « 0, 

H,i(A) «= Äj^ — kwu^ (ö^M — A)«;^ + ajjt?*— a^^uv — Oj,!?«? -= 0, 
^Hi,(A) — «jj — Aut? =« (aj3 — il)wt; + a^^w^ — asit;t<7 — a„w?tt— 0. 

Durch Elimination von k ergaben sich hieraus die Bedingungen für 
die Koeffizienten u, v, w einer Ebene, die einen Kreisschnitt der Fläche 
ajt, liefert. 

4« Systeme paralleler Kreissohnittebenen. Da die Bedingungen 
(12), sowie (5) und (10), nur die Koordinaten u:v :w der Steüung 
der schneidenden Ebene § 114, (2), nicht s enthalten, so folgt: 

Wenn die Fläche von einer Ebene in einem Kreise (7) geschnitten 
wird, so wird sie OAich von allen paraüden Ebenen in einem solchen 
geschnitten. 

Mittelpunkt (6) und Radiusquadrat (8) sind dagegen von s ab- 
hängig (§ 107, (5)). 

Wenn die Fläche von einer Ebene in einem Kreise (11) ge- 
schnitten wird, so wird sie auch von aUen parallelen Ebenen in einem 
seichen geschnitten. 

Die Kreisschnittebenen der Fläche treten also in Büscheln 
paralleler Ebenen auf. 

5. Abhängigkeit der überzähligen Bedingungen voneinander. 

Für die Determinante H(i) in § 109, (1) ist unbedingt (I Anm. 1, III, (17)): 

H,,(X)u + H,,{l)v + H,,(X)w - 0, 
(13) H«(;L)m + H„(A)i; + H„(A)u; = 0, 

H8i(A)u + H,,{k)v + H^Ww = 0. 

Wenn daher keine der drei Größen w, v, w yerschwindet, folgen 

aus den drei letzten Gleichungen (12) sofort die drei ersten. Setzt 

man aber die drei ersten Gleichungen (12) voraus, so daß aus (13) 

wird: 

wH,,{k) + vH,,{k)^0, 

m;H„(A) +tiHi,(A)-0, 

vH„(A) + uH3i(A) -0, 
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80 folgen, wenn die Determinante: 

w V 



w 



M = 2Mt'W 



V u 

nicht verschwindet^ die drei letzten Gleichungen (12). 

Die drei ersten Gleichungen (12) aber^ wie auch die drei letzten, 
sind bei allgemeinen Koeffizienten a^,, u, v, w voneinander unab- 
hängig; da jede einen Koeffizienten a^, enthält^ der in den beiden 
andern nicht vorkommt. 

Die iiberzäMigen Bedingungen (12) zahlen im dllgemeinen für drei, 
nach Elimination von X für zwei unabhängige Bedingungen. 

Da sich indessen nicht allgemein angeben läBt, welche drei ge- 
rade die unabhängigen sind, so ist es vorteilhafter, alle sechs beizu- 
behalten. 

6* Anwendung der überzähligen Bedingungen auf das drei- 
achsige EUipsoid. Für das EUipsoid: 



lauten die Bedingungen (12): 



::+?-:+i;-i, .■>*•>«•, 



(lö) 






— a)w« 



0, 
0, 
0, 



(16) 



(f. 



l\wu 
Aj UV 



0, 

0, 
0. 



Nach (16) muß, da o*4"^*+<'*» wenigstens eine der Größen 
u,v,w verschwinden; nach (15) und (16) können aber auch nicht 
zwei von ihnen verschwinden! 

Ist zni^hst M — 0, t> + 0. «f + 0, 80 folgt aus (16): k — , 
nud damit aus (15): 

(?->+(f.-i)"'-»- 

Den beiden hierdurch bestimmten Stellungen u\v iw entsprechen 
die durch (s = 0) gehenden Ebenen (§ 71, 11): 

(17) A = l: (a«-6«)|; + (a«-c«)^=0, 

und alle zu diesen parallelen Ebenen. Ebenso erhält man mit v =^0 
und mit m; = 0: 
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A- 



Das dreiachsige Ellipsoid (14) hesitgt datier sechs Systeme (§ 100, 2) 
von Kreisschnittebenen, je zwei Systeme parallel jeder Hauptachse, Aber 
nur das der mittleren Achse pa/rallele System ist reell (§ 58, (21)). 

1. Mittelpunkt und Badius der KreisBOhnitte des EUipsolds. 
Die den reellen Kreisschnittebenen w, v, «r, s entsprechenden Werte 
von u, r, w sind nach (17): 



(18) 



u 



7 «1 ^^w 



-, v = 0, w? = 



/&*- 



a ' ' e 

Mit diesen werden die geränderten Determinanten § 115, 2: 



(19) 



^1\ 



Va« - &• 



AI. 



f— Sf A^^ — 0, A^^ 



1/6« — 



a«-c« 



44 



«I.S/.17 



a*6«c 



^" 



a' — c= 



a«6«c 



8' 



*/»«i«« ^ 



a*ö«c 



-^44 



-2--, 



«*— C» 



a'c 



8 ; 



während: 
(20) 



9 S I 9 I 9 fe*(a*— c*) 

6* = u* + V* + w* = --^^-r-i 



a'C 



Danach ergibt sich für Mittelpunkt (6) und Badiusquadrat (8) 
des Kreisschnittes u, v, w, s in (18): 



(21) 
(22) 



X 



2^ &« (o*— C «— O 



a«-c« "' 



a« — c« 



Mit s «= wird der Radius der mittleren Halbachse b gleicL 
Mit s ^Ya^— (^ wird (> = und folgen aus (21) die Kreispunkte 

(§58,(22)): _ _ 

/OQN ya^ — h^ ^ Vö«-c« 



Das Vorzeichen jeder der drei Wurzeln }/&* — c*, ya* — c*, 
ya' — &^ ist dabei beliebig, aber überall dasselbe. 

Die Werte (21) und (22) stimmen mit § 58, (19) und (16) über- 
ein, wenn dort (§ 58, (18); (3)): 

= hu, — = kw, — 2|o = Äs; Ä -= -p — ^^^- ^^ ^ 

gesetzt wird. 
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8* Der KreisBohnittkoeffizient als HaaptaohBenkoefflzient. Der 
Koeffizient X in der Gleichung (3)^ der ^reisschnittkoeffi/sientf^ hängt 
nach (4) von den Koeffizienten a^^j der Flache und den Koeffizienten 
u^ V, w der schneidenden Ebene ab. Die letztere Abhängigkeit ist 
jedoch nur eine scheinbare. 

Für die Determinante H(A) in § 109, (1) gelten nämlich un- 
bedingt die Gleichungen (I Anm. 1, III, (17)): 

(«n - ^) Hu W + «1. H„ (A) + o,, H„ (X) + « H,,(A) = H (A), 

(24) 0« H,, (A) + ia„ - X) H„ (X) + a,, H„ (X) + v H,,{X) - 0, 
««Ha W + <hi Hu (X) + (a,j - X) H„ (X) + w H,^ (A) = 0. 

Bestehen uan die sechs Gleichungen (12), mit denen nach § 109, 
6, III auch H(A') =° ist, so folgt aus (24), da w, v, w nicht alle 
drei verschwinden: 

(25) H,,(A) - 0. 

In gleicher Weise aber ergibt sich: 

(25) H,,(X) = 0, H„(A)-0. 

Nun ist für die Determinante W{X) wieder unbedingt: 

( («11 - -t)H«(A) + o„H«(A) + o„H«(i) +mH^(A) - 0, 

(26) a,i H^ (A) + {a^-X) H« (A) + a„ H« (A) + v H^(A) - 0, 
l «.iH„(A) + a„H«(A) + (a„ - A)H„(A) +tt;H^(A) - 0, 

also bei Voraussetzung Ton (25) mit Hinblick auf § 109, (4): 

(27) H^^{k) - J{k) ^ 0. 

Die sechs Gleichungen (12) haben daher stets zur Folge (§ 44, 10), 
daß auch: 

(28) H,,(A)-0, H„(A)-0, H„(A) = 0, ^(A) = 0. 

Die letzte dieser Gleichungen gibt aber den Satz: 

Sollen bei gegebenen Koeffizienten a^, der Fläche zwischen den 
StdlungsJcoeffizienten w, v, tv einer Ebene und einer Größe k die sechs 
Gleichungen (12) bestehen, so muß diese eine Wurzd der kubischen 
Gleichung ^{X) ^ sein, oder: 

Der Ereisschnittkoeffizient k in (3), der als Haupfuchsenkoeffizient 
der SchniWcurve (§ 108, (27)) eingeführt wurde, ist stets ein Haupt- 
achsenkoeffizient der Fläche selbst (§ 88, (17)). 

Die Gleichung (27) ist daher das Resultat der Elimination der 
beiden Verhältnisse u:v :w aus den Gleichungen (12), die für drei 
unabhängige Gleichungen zwischen l und u :v :w zählen. 
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9. Beziehung der Exeissolmittebeiien zu den Hauptaohsen- 
riohtungen der Iläohe. Die kubische Gleichung (27) des Haupt- 
achsenproblems der Fläche selbst hat nach § 89^ 3 drei reelle 
Wurzeln ^«=^, A,, Aj. Setzt man eine solche Wurzel l in die 
Gleichungen (12) ein, so zählen sie nach 5 noch als zwei unabhängige 
Gleichungen für die zwei Verhältnisse u:v ito und bestimmen die 
Stellung der zu der Wurzel k gehörigen Kreisschniüebenen. 

Andererseits ist für die Bichtungskosinus a^ ß, y der zu der 
Wurzel X gehörigen Hauptachsenrichtung der Fläche nach § 90, (3): 

(29) a:ß:y^J^^{X): ^^^{k) : ^i^{k), i - 1, 2 oder 3. 

Die Unterdeterminanten § 109, (3) und (4) von H(>L) stehen aber 
unbedingt in der Beziehung (§ 45, (5)): 

(30) - H,,(A) = uJ,^{k) + vJ,,(,k) + w^,^{k), i ^ 1, 2, 3. 

Für das den Gleichungen (12) und daher (25) genügende Wert- 
system u:v:w, k ist daher mit Rücksicht auf (29): 

(31) = wa + t?/3 -f M^y, 
also: 

Die einer Wurzel k der kubischen Gleidmng ^(A) -= entsprechenden 
Kreisschnittebenen sind zu der derselben Wurzel entsprechenden Haupt- 
adise der Fläche paraUd, 

Daß die Gleichung (31) auch besteht, wenn wegen des Ver- 
schwindens aller ^ij^{k^ die Bestimmung (29) versagt, wird sich zu 
(36) ergeben. 

10. Anzahl der einer Wurzel X entsprechenden Kreissohnitt- 
ebenen. Um die einer Wurzel k der kubischen Gleichung (27) ent- 
sprechenden Kreisschnitte zu bestimmen, bietet sich in den drei ersten 
Gleichungen (12) für jedes der drei Verhältnisse viw, toiu, u:v eine 
quadratische Gleichung dar. Durch Auflösung dieser erhält man: 

(32) f4;:u =031-1- *2^~ -^22 W - <^ii — ^ = ^ — ^ ' <^Z1 -^ ^% ^^ -^2« W; 

.u:v =- «12 -f e^V— ^38 W : »23 — ^ = ^11 — -^ • «12 — h^— -^ss W? 
wo £1, 62 f ^8 J® ± 1 bedeuten. Daneben ist nach (30) und (25): 

tt^ii(;i) + v-^i2(A) + w^^isW = 0, 
(33) uJ,,(k) + v^,,{k) + wJ„{k) = 0, 

Ist nun die benutzte Wurzel k eine einfache Wurzel der Glei- 
chung z/(A) = 0, so können nach § 89, 6, I ^ii{k), ^2,(A), ^^{k) 
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nicht sämtlich yersch winden. Ist also etwa z/|i(I)4"0^ so giht die 
erste Zeile (32) zwei besHmmle, untereinander verschiedene Werte des 
Verhältnisses v : w. Zugleich liefert die erste Gleichung (33) zu 
jedem der beiden Werte von t; : w einen bestimmten Wert von u : ic 
oder u : v, 

I. Einer einfachen Wurzd der Gleichung ^(A) => entsprechen also 
stets zwei verschiedene Stdlungen u:v:w van Kreisschnittebenen. 

Ist dagegen X eine zweifache Wurzel^ so verschwinden für diese 
nach § 89, 6, 11 alle ünterdeterminanten ^n^X), aber nach § 89, 6, IV 
nicht aUe Dii^onalelemente a^^ — X^ a^^ — X, a^^ — X von ^(X). Ist 
also etwa a^^ — >L 4" 0, so geben die auf: 

v: w ^ a^ : a^ — X ^ a^^ — X : a^,. 



(34) 



u : V — a^j : aj2 — >l' =*■ «11 — X : a^ 



reduzierten Gleichungen (32) in: 

(35) u : t; : u? = aji — >L : ttj, : aji 

ein einziges bestimmtes Wertsystem von u:v:w. 

n. Einer zweifachen Wurzd der Gleichung J(X) «- entspricht 
also stets eine einzige Stdlung von Kreissdmittebenen. 

Die der Doppelwurzel entsprechende unbestimmte Hauptachsen- 
richtung a, ß, y hat im Falle a^i — X + nach § 90, 4 nur der Be- 
dingung: 

(36) (a,i - X)a + a^ß + «,8^*0 

zu genügen, so daß nach (35) wieder die Bedingung (31) erfüllt ist. 

TIT. Ist X eine dreifache Wurzel, so werden nach § 89, 6, V 
die Gleichungen (12) identisch in u:v:w erfüllt. 

Hiemach ergibt sich zunächst ohne Rücksicht auf die Realitäts- 
frage (§ 90, 3; 6; 6): 

IV. Je nachdem die Fläche zweiter Ordnung drei verschiedene oder 
zwei gleiche oder drei gleiche Hauptachsenkoeffizienten, also drei^ eine oder 
keine bestimmte Hauptachse hat, besitzt sie sechs oder drei (s. unten 14) 
oder cx)^ Systeme paralleler Kreisschnittebenen. 

11. Die reellen Kreissohnittebenen. Sind die drei Hauptachsen - 
leoeffizienten X^, X^, X^, die Wurzeln der Gleichung ^(;i) = 0, ver- 
schieden und ihrer algebraischen Größe nach geordnet: 

(37) X^<X^<X^, 
Bo ist nach § 89, (20): 

(38) JuiK)^0, ^,,(A,)<0, M^,)^0, i=^l,2,3. 
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wo bei jeder Wnrzel (§ 89, 6, 1) wenigstens für ein i das Ungleich- 
heitszeichen gilt. Hiemach sind die Werte (32) für X » Aj, X, ima- 
ginär, für A = Ag reell, und folgt mit Rücksicht auf 9: 

I. Sind die drei HauptcLchsenkoefßisienien der Fläche zweiter Ordnung 
verschieden^ so hat die Fläche zwei reelle Systeme paralleler Kreisschnitt- 
ebenen, die dem algebraisch mittleren Hauptachsenkoeffizienten entsprechen 
und der zu ihm gehörigen Hauptachse parallel sind. 

Sind zwei Wurzeln einander gleich, X^^ X^ oder Xj = Ij, die 
dritte, A3 oder A^, verschieden, so ist nach § 89, (24) für die einfache 
Wurzel: 
.(39) ^h(^)^0 oder z/„(Aj ^ 0. 

Für diese sind daher die Werte (32) imi^inär. Für die zweifache 
Wurzel gelten die Werte (34), und folgt somit: 

IL Sind unter den drei Hauptachsenkoeffizienten zwei gleiche^ so 
hai die Fläche ein diesen entsprechendes reales System paralleler Kreis- 
8chnittd>enen, das zu der einen bestimmten Hauptachsenrichtung (§ 90, 5) 
senkrecht ist. 

IIL Sind aUe drei Hauptachsenkoeffizienten gleich, hat die Fläche 
aUe Ebenen zu Kreisschnittebenen. 

12« Bestinunung der reellen Kreissohnittebenen bei gegebener 
Hauptaohsengleiohung. Ist die Fläche zweiter Ordnung vou vorn- 
herein durch ihre Hauptachsengleichung § 90, (12) gegeben: 

(40) a^^x* + a^^y^ + a^^z^ + 2a^^x + 2a^^y + 2a^z + a^^ = 

und sind die HauptachsenkoeMzienten t;er$cAtetißn und so geordnet, daß: 

(41) «11 <<hi< »«8. 

so entsprechen die reellen Ereisschnittebenen nach 11; I dem Haupt- 
achsenkoeffizienten A =» a22 • Statt die Auflösungen (32) der drei 
ersten Gleichungen (12) zu benutzen, entnehmen wir diesen selbst 
mit A = a^j : 

(42) V = 0; (a^i - a„)w^ - (a^j -- 033) w» = 0. 

Die Ebenen, deren Stellungskoordinaten u: v : w diesen Bedingungen 
genügen, sind dem Ebenenpaare: 

(43) («88 - Ojj) z^ — (a„ - a^O a?^ = 

parallel. Das reelle Ebenenpaar (43) selbst, dessen Achse die dem 

Hauptachsenkoeffizienten A = aj^ entsprechende y- Achse ist, nennen 
wir die Hauptkreisschnittebenen. 
Ist dagegen: 

(44) ttii < a^j = «83 oder a^ = a^< a^j, 
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SO bleibt nach 11, II mit >t =» o,, nur die eine Hanptkreisschnittebene : 
(45) x=^0 oder z^O, 

der alle andern parallel sind. 

13. Die Hauptkreissohnittebenen aller Flächen zweiter Ordnung. 
Nach 12 erhalten wir nun sofort die Hauptkreisschnittebenen der 
durch ihre iananiscken Gleichungen dargestellten reellen Flächen zweiter 
Ordnung. In der folgenden Tabelle ist immer unter 1. die Gleichung 
der Fläche angegeben; unter 2. die jedesmalige Anordnung der Haupt- 
achsenkoeffizienten nach der algebraischen Größe in der Weise (41) 
oder (44); die Hauptkreisschnittebenen selbst sind jedesmal unter 3. 
in der Form (43) oder (45) und unter 4. in vereinfachter Form an- 
gegeben. Bei den mit * bezeichneten Flächen sind die Kreisschnitte 
nach (11) gerade Linien. 

Flächen mit drei verschiedenen Hauptachsenkoeffijsienten, 

I. Ellipsoid (§ 58, (21)); 

3- (i - iy- [t^ - a.)^'= ^5 4. (a»-&«);: - (&«-0 J = 0. 
IL Einschaliges Hyperboloid (oder eUipiischer Kegel) (§ 59, (21)): 
1-S + S-;? = 1 (oder =0), «»>&»; 2.1 - ^ < 1 < j,\ ; 

in. Zweischaliges Hyperboloid (oder elliptischer Kegel) (§ 60, (21)); 

1- a« - S - ? - 1 (°'^«^- = 0). &*<C»; 2. - V < _ J, < i,; 

^- («« + i)^*-(-? + 6«)y* = ^^; 4. (a« + o«)?;-(c»-6«)j;=0. 

IV. Eüiptiaehes ParabcHoid (oder eUipHscher Zylinder) (§ 61, (15); 
§ 59, (26)); 

1- ll + J' = '2x (oder = 1), 6» > c»; 2. < /, < ^^ ; 

^- («* - ^)'* - (/« - O)^* = 0; 4. (6« - c«) J' - a;« = 0. 

V.* Hyperbolisches ParcMoid (^oder Ajrp. Zylinder oder Ebenenpaar) 
(§ 62, (13)); 

3. (>-0)y»-(0 + i).'=.0; 4. f! - i,' = 0. 
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Flächen mit zwei gleichen Hauptachsenkoeffmenten. 
L BoiatianseUipsoid: 

a" T^ c" ' -^ ' o* "" a* ^?' ö. ^ = u, 

oder: 

1. 5| + ?^V-==1, ö*>^; 2. A<A-4-; 3. a?-0. 

o* c* 7-^7 a* c" c* ' 

IL Bokttionshyperholoid ("oder -Jcegd): 

l-'+/--^ = l (oder=0); 2. -i<l-i; 3.^ = 0; 
oder: 

l.S-^'J- = l (oder=0); 2. - ;^ = - 1 < 1; 3. a: - 0. 

III. Botationsparaboloid (bder -eylinder): 
1. ?^+-^' = 2a; (oder =1); 2. < ^ = i; 3. a; = 0. 

rV.* ParaboliseJier Zylinder (od. ParaUeldtenenpaar od. Doppddfene): 

1. T = 2a; (oder = 1 oder =0); 2. = < ^ ; 3. « = 0. 

Flächen mit drei gleichen HaupUichseidcoeffiaienten. 
I. Kugd: 

1. — > — =«1: 2. , = -T = -t; 3. jede endliche Ebene. 

IL 1. Endliche und unendlich ferne Ebene (unendlich ferne Doppetr- 
ebene); 2. = = 0; 3. jede endliche Ebene. 

Damit sind die reellen Hauptkreisschnittebenen aller Flachen 
zweiter Ordnung aus einem einheitlichen Gesetz hergeleitet. 

14, Allgemeine Bedeutung der Bedingungen der Kreiflschnitte. 

Nach § 48,(16) stellt die Gleichung: 

in laufenden Punktkoordinaten x, y, b der unendlich fernen Ebene 
(I § 49, 2) das Kegelschnittbüschel dar, welches die vier Schnitt- 
punkte Si, S^f Sj, S^ (§ 100,1) der unendlich fernen Kurve der Flache 
zweiter Ordnung (§ 66, (23)) und des Kugelkreises § 84, (10') als 
Grundpunkte hat. Die Determinante § 109, (1) ist die mit den Koor- 
dinaten u, V, w einer Geraden der unendlich fernen Ebene (I § 49, 4) 
geränderte Determinante des Kegelschnittes X in (46). Soll nun die 
Gerade u, v, w Bestandteil eines solchen Kegelschnittes, also Verbin- 
dungslinie zweier Grundpunkte sein, so müssen nach § 44, (19); 9 
die sechs Bedingungen (12) bestehen. 
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iHe Bedingungen (12) drücken also gerade aus, daß die Ebene mit 
der Stellung u, v, w durch zwei von den vier Schnittpunkten der unend- 
lich fernen Kurve der Fläche und des imaginären Kugdhreises geht. 

Im allgemeinen gibt es sechs Gerade Uj v, w, die den Bedingungen 
(12) genügen, nämlich die Seiten des vollständigen Vierecks S^S^S^S^. 
Fallen aber (§ 100,1) dessen Ecken paarweise, in S^^^S^ undSj^S^, 
zusammen, so gibt es drei solche Gerade (10, IV), nämlich die Be- 
rührungssehne Si S^ und die beiden gemeinsamen Tangenten des 
Kugelkreises und der unendlich fernen Kurve der Fläche in den Be- 
rührungspunkten S^ und 5,. Die Berührungssehne gibt eigentliche 
Ej-eisschnitte (§ 100, 2, II), während die Tangenten nur imaginäre 
^^reisparabeln^' liefern, insofern die beiden Kreispunkte derjenigen 
(imaginären) Ebenen, die durch eine Tangente des Kugelkreises gehen, 
zusammenfallen (§ 2, 9). 



V. Abschnitt. 

Eonfokale Flächen nnd Fokaleigenschaften. 

I. Kapitel. 

Die konfokalen Systeme. 

§ 118. Das System konfokaler Kegel. 

1« Begriff des konfokalen Systems. Der elliptische Kegel 
§ 54, (1): 

ist durch seine Scheitellinien (in der Hauptebene der größten Öffiiung 
§ 54, 6): 

nnd seine Brennlinien /', /" : 

vollständig bestimmt. Denn die Verhältnisse a^ : a^ — cP : a^j=- e*, von | 

clenen die Gleichung (1') abhängt, sind durch die Verhältnisse e* : a* 
und rf* : e^ der Gleichungen (2') und (3') gegeben. 

Konzentrische und Jcoaxiale Kegel mit ghicJien Brennlinien und 
verschiedenen Scheitellinien heißen konfokal (und konfokal liegend). ^^) 

Ein System konfokaler Kegel wird daher durch die Gleichung (l') 
bei veränderlichem a* und festem ^ und d' dargestellt. 

2. Gleichung des konfokalen Systems. Der Symmetrie wegen 
setzen wir mit a > /3 > y, a > t: 

{4') a' = a — T, d^ = a — /3, a* == a — y. ' 

Die Gleichung des konfokalen Systems ^^) lautet dann (§ 32, (1)): 

(1) .^r + ß^. + v'^r-^' ->ß>y' 

wo bei festen a, ß, y der veränderliche Parameter r zwischen den 

Grenzen: 

a> r> y 

laich bewegt (bei Hinzunahme imaginärer Kegel auch außerhalb dieser 
<jrenzen). , 



§ 118, 2-6. ' 645 

Die Scheitdlinien des einzelnen EegeU in d«r i^s^-Ebene sind: 

die gemeinBamen BrenrUinien aller Kegel: 

(3) J^ + ,l"p-». »-«• 

3. TTntersoheiclTing der beiden Arten von Kegeln. Alle Kegel (1) 
haben die ^x-Ebene als Hauplebene der größten Öffnung. Dag^en 
kommt ihnen nach § 54, 4; 5 die aufrechte .s-Ächse oder die wagrechte 
Z-Ächse (§ 54, Fig. 125; 126) als innert Achse zu, je nachdem y <t < ß 
oder ^ < t < a. Wir unterscheiden sie kurz als aufredUe und liegende 
Kegd. Um sie auch in der Bezeichnung auseinander zu halten, nennen 
wir ihren Parameter bezüglich t = ft und t = v. Danach zerfällt 
das System (1) in die beiden Reihen: 

« Sf + f-f + ,-,-^' '■<i'<ß; 

(5) .!", + fl-. + ^-o> ß <"<•', 

Ton denen die erste alle aufrechten, die zweite alle li^^nden Kegel 
enthält. 

4. Grensformea und Veränderung der konfokalen £egeL Für 
(t = y fallen oberer und unterer Mantel des aufrechten Kegele (4) in 
der a;y-Ebene zusammen (Fig. 184 stellt einen Oktanten des Raumes 
dar). Mit wachsendem y, heben sie sich 

aus dieser heraus und ziehen sich nach oben 
und unten immer mehr gegen die die 
2- Achse enthaltende Winkelfläche der Fokal- 
linien in der .^x-Ebene zusammen, in die 
sie fBr yi,°=ß hineinfallen. Die die x- Achse 
enthaltende Winkelfläche der Fokallinien 
in der f^^-Ebene stellt die Grenzform v ■= ^ 
des liegenden Kegels (5) dar, dessen beide 

Uänt«l sieb mit wachsendem v aus diesem Gebiet herausheben und 
für ir=a von beiden Seiten her io die t/2- Ebene hineinfallen. 

5. Die durch einen Strahl des Büudela bestimmten Eegel. In 
der Gleichung (1) können x, y, z statt als Punktkoordinaten im Räume 
auch als homogene Strahlenkoordinaien im Bündel des Punktes 
(I § 49, 6) gelten. Um in dieser Auflassui^ die Kegel des kon- 
fokalen Systems (l)'zu finden, die durch einen gegebenen Strahl 

Slksde. FUotaen iweller OTduung. II. 42 



646 , § 118, 6-7. 

x:y:z des Bündels gehen, hat man die in r quadratische Gleichung (1) 
oder: 

(6) f(r) ^ (ß-t)(Y-t)x'+ (r-t)(a-t)y'+ (a-t)(ß-r)z* == 

nach r aufzulösen. 
Da nun: 

fiy)-i«-Y){ß-yy>o, m — (ß-y)(a-ß)f<o, 

f(a)~(cc-ß)(tt-y)x»>0, 

80 hat diese Gleichung stets zwei reeUe Wurzeln, von denen die eine 
zwischen y und ß liegt und daher mit /i, die andere zwischen ß und 
a liegt und daher mit v zu bezeichnen ist. 

L Durch jeden Strahl des Bündds geht stets ein aufrechter und 
ein liegender Kegel des Jconfokalen Systems, 

Nur für einen jeden der beiden Fokalstrafalen fallen die beiden 
Wurzeln /i und v in dem Werte ß zusammen. 

6. Die durch swei ungleichnamige Kegel bestimmten Strahlen. 
Zwisctien den Koordinaten x:y : z eines Strahles und den Parametern 
(i, V der durch ihn gellenden Kegel besieht nach (6) die in z identische 
Gleichung: 

(7) {ß - r) (y - z)x^ + (y - r) (a - r)y' + (« - r) (jS - t)z' 

^(x' + y' + z'){r-li){T-v). 

Hieraus folgt mit t ^ a, ß^y und der Abkürzung: 

(8) x'^+y^ + z^^k: 

Wenn daher ft und v den Ungleichungen bei (4) und (5) entsprechend 
gegeben werden, so ergeben sich aus (9) vier nur in den Vorzeichen 
verschiedene reelle Wertsysteme x : y : z, 

IL Irgend zwei ungleichnamige Kegd des konfolalen Systems schneiden 
sich stets in vier symmetrisch gegen die Koordinatenehenen gelegenen 
Strahlen des Bündels. 

Da nach 5, I durch jeden Strahl stets zwei und nur zwei un- 
gleichnamige Kegel gehen, so folgt: 

lU. Zwei gleichnamige Kegel des Jconfokalen Systems haben keinen 
(reeUen) Strahl gemein, 

7. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Kegel. Ein ge- 
meinsamer Strahl X, y, z der beiden ungleichnamigen Kegel jk und p 
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genügt den beiden Gleichungen (4) und (5), also auch der durch 
Subtraktion folgenden Gleichung: 

Diese bedeutet aber nach § 71^ (3)^ daß die Tangentialebenen der 
beiden Kegel längs des Strahles zueinander senkrecht sind (I § 42, (5))^ 
oder kurz: 

IV. Irgend zvcei ungleichnamige Kegel des hanfokalen Systems 
schneiden sich längs ihrer vier Schnittlinien senkrecht. 

8« Gleichung des konfokalen Systems in Bbenenkoordinaten. 
Die Gleichung des Kegels (1) lautet nach § 71, (8) in laufenden 
Ebenenkoordinaten u, v, w im Bündel (I § 49, 5): 

(11) (a - t)m* +(ß- r)v^ + {y- r)w^ - 

(für laufende Ebenenkoordinaten u, v, Wy s im Räume kommt noch 
die zweite Gleichung s « hinzu, § 71, (9)), oder: 

(12) (au^ + ßv^ + yw^ - r (w* + v^+ w^) « 0. 

Diese Gleichung setzt sich aus den Gleichungen zweier Kegel 
zweiter Klasse: 

(13) uu^ + ßv^+ytv^^O, u^ + v^ + w^^O, 

Yon denen der zweite der § 84, (10) betrachtete imaginäre Kugelkegel 
ist, zusammen und ist in dem Parameter t linear. Hieraus folgt sofort: 

V. JEine gegebene Ebene u, v,w des Bändels wird immer von einem 
und nur von einem Kegd des hmfokalen Systems berührt. 

Ausgenommen sind nur die vier imaginären Ebenen: 

(14) u^ :v^ :w^ ^ ß — y : y — a : a — ß, 

welche gemeinsame Tangentialebenen der beiden Flächen (13) und 
daher aller Flächen (11) sind. 

AUe Kegel des konfökalen Systems haben vier gemeinsame ima^- 
näre Tangentialebenen. 

9« Begriff der Kegelschar. Sind überhaupt die Gleichungen zweier 
Kegel zweiter Klasse im Bündel (§ 80, (1')): 

(15) F{u, Vy w) = 0, G{u, V, w) - 0, 
so nennt man die Gesamtheit aller Kegel: 

(16) F{Uy v,w) — r G(u, v,w)-=^0 

eine Kegelschar. AUe Kegel der Schar berühren die vier gemeinsamen 
Tangentialebenen der beiden Grundkegel (15). Sonst wird jede Ebene 
des Bündels nur von einem Kegel der Schar berührt (§ 32, 8). 

VI. Das System honfokaler Kegel ist eine Kegelschar.^^) 
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10. Die Strahlenpaare der Sohar. Die Schar (11) eathält, den 
Werten t = a, /J, y entsprechend^ drei Strdhlenpaare (§ 80, 9): 

(17) (ß - a)v^ +(y- a)w^ - 0, (y ~ ß)w* + (cc- /})u* = 0, 

von denen jedes in einer der drei Hauptebenen liegt^ aber nnr das 
müUere reeU ist. 

Es ist das Paar der Brennlinien (3), aber nicht wie dort in Punkt- 
bezüglich Strahlenkoordinaten, sondern in Ebenenkoordinaten im Bündel 
oder, unter Hinznfiigung der Gleichung 5 = 0, im Baume dargestellt. 

11. Ort der Strahlen mit gleichen Farameterwerten r. Die 

Diskriminante der in r quadratischen Gleichung (6): 

D^{(iß + y)x^ + (y + a)y'+(a + ß)f!']' 
- 4[x' + y» + z^} [ßyx' + yay' + aß^^] 
zerfäUt nach der Identität: 

a^+b^+d'-2b^c^-2(^a^-2a^b^ - (a+b+c]{a+b---c){a'-b+c)(a--b-^) 
in die Faktoren: 

(18) D^iVß-^yx + iyä^yy + ya^z) 

X (yß — y x + iya — yy^-Ya^ßa) 

X (Yß — yx — iyä^ yy + Vcc — ß^) 

X (Yß — yx — iYa — yy^Ya — ßz). 

Der Ort der Strahlen, deren Parameterwerte r gleich werden , die 
Schnittkurvenenvelqppe der Kegelschar (§ 32, 10), wird daher von den 
vier Ebenen (14) gebildet, die sich in den drei StraJdenpaaren (17) 
schneiden. Das eine dieser Strahlenpaare, das der Brennstrahlen, bildet 
den einzigen reellen Bestandteil der Enveloppe. 

12. Ort der Folstrahlen einer Ebene. Der Polstrahl der Ebene: 

(19) ux -\- vy ■■{- wjs =^ 

des Bündels (I § 49, (7)) in bezug auf den Eegel zweiter Klasse (11 ) 
ist nach § 84, (8): 

(20) QX ^ (a — t)u^ Qy = (ß-'t)v, qz =^ {y — x)w. 

Durch Elimination von r (und q) folgt hieraus als Ort der Polstrahlen 
der Ebene (19) in bezug auf alle Kegel t: 

X au u 

(21) y ßv v ={ß—y)vwx + (y—a)wuy + {a''ß)uvz==Oy 
z yw w 

also eine Ebene, die auf der Ebene (19) senkrecht steht (I § 42, (5)). 
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Ist Tq derjenige Kegel der Schar (11), der nach 8, V die Ebene (19) 
berührt, so ist der Berührungsstrahl der Polstrahl der Ebene (19) in 
bezng auf Tq (§ 80, 4) und daher dem Ort (21) angehörig. Es folgt 
also (§ 32, 12): 

I. Der On der Polsirahlen einer Ebene II « u, v, iv in hemg auf 
aüe Kegel der Schar (11) ist eine Ebene TL', die N&nnaiebene der 
Ebene 11 längs des Berührungsstrdhles des von ihr berührten Kegels 
der Schar, ^^^) 

13« Senkrechte harmonisohe Folarebenen. Zwei zueinander 
senkrechte harmonische Polarebenen m, v, iv nnd w', v\ w des Kegels 
(11) haben nach § 84, (8) den beiden Gleichungen: 

(22) {a - t)uu + iß-' t)vv + (y - T)wtv = 0, 

(23) uu+vv'+ww'^O 

zu genügen. Diese liefern bei gegebenem u, v, w, unabhängig yon r, 
für u, V, w' die Koeffizienten von (21). 

IL Eine Ebene II des Bündels hai in bezug auf alle Kegel der 
Schar (11) dieselbe senkrechte harmonische Polarebene 11' (§ 32, 13, II). 

Es ist die unter 12, I bestimmte Ebene /7'.®*) 

§ 119. Das Hanptebenenproblem der Tangentialebenenpaare 

beim Kegel. 

1. Begriff der elliptisohen Koordinaten. Die Parameter (i nnd v 
der beiden nach § 118, 5 durch einen Strahl x, y, z des Bündels 
gehenden Kegel des konfokalen Systems § 118, (1) heißen die eUijh 
tischen Koordinaten des Strahles im Bündel,^^^) 

Sie sind bei gegebenen homogenen Koordinaten x, y, z des Strahles 
durch die quadratische Gleichui^ §118, (6) bestimmt. Sie bestimmen 
ihrerseits nach § 118, (9) den Strahl x, y, z vierdeutig. 

2/Ellipti8che Koordinaten besonderer Strahlen. Aus § 118, (6) 
oder § 118, 4 ergibt sich insbesondere: 

Für alle Strahlen der Ebene a; = ist: y < (i<C ß, v = «. Die 
Strahlen der Ebene y ^ zerfallen in solche, die durch die Fokal- 
linien /*, f von der ^- Achse, und solche, die durch f, f von der 
a;- Achse getrennt werden; für jene ist: y < ft < /3, v = ßy für diese 
/i =" j8, /3 < V < «. Für die Fokalstrahlen f, f selbst ist: M = ^> 
v^ß (Fig. 184). Für alle Strahlen der Ebene z^O ist: i^t = y, 
ß<v<a. 

Die a?-Achse hat die Koordinaten: ft ■= y, v==^ß, die y-Achse: 
fA = y, 1/ = a, die ;?- Achse: ft =■ /3, v « a. 
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Die Fokalstrahlen sind die einzigen mit zwei gleichen elliptischen 
Koordinaten ji ^ v =^ ß. 

3« Identische Gleichungen swisohen homogenen und elliptiachen 
Koordinaten. Bezeichnen wir mit T die linke Seit#der Gleichung 
§ 118, (1); so ist nach der Definition der elliptischen Koordinaten 
mit Rücksicht auf § 118, (7): 



(1) 



X' 



y' 



X{t—it)ir—v) 



a — T "*" /J— r + y t (« — t) (^— t) (y — r) ' 



WO X die Bedeutung § 118, (8) hat. 

Die Gleichung (1) besteht gwischen den homogenen x:y :e und 
den dliptischen Koordinaten (i^ v des laufenden Strahles im Bündd 
identisch in r. 

Mit r « ft, 1/ folgt: 



x^ 



(2) 



+ 



y* 



+ :.- -z -= 0, 



a — p, ß — ii y — n 



y' 



z' 



— v^ß — v^y — v "' 

wie § 118, (4), (5). 

Weiter ergibt sich durch Subtraktion jeder der beiden Gleichungen 
(2) von (1): 

y* 



(3) 



X' 



+ 



+ 



(a_-r){a-^) ' ((J-.t)(^-^) ' (y-T)(y-^) 

T X(t — v) 



t — fi (a — t)(^ — T)(y — t) ' 



X' 



+ 



y* 



r --- s + ;r- 



s' 



{a — t){a — v) (ß-'t){(i — v) {y — t){y — v) 

T Z(r - /t) 



T — v (a-^)(/J-^)(r-^)' 



und aus dem ersten und dritten Glied dieser Identitäten bezüglich 
mit r « fi und r =» v: 



(4) 



(« — /*) 



y' 



z 



X{p-v) 



aj* y* 



t 9 



z' 



Kv - iL) 



n 



1 7 



(y — v)* (a — *')((? — v)(y — v) 

WO 1 : m^ und 1 : n^ als Abkürzungen je für die beiden gleichen 
Ausdrücke dienen. 

Durch Subtraktion folgt femer aus den beiden Identitäten (3): 

und aus (3) und (4): 



(6) 
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x^ , _y' , ^ _T i_ 



4. Binfährong eines neuen Koordinatensystems im Bündel. 

Die Richtongskosinus irgendeines bestimmten Strahles ^ '^ x, y^ is in 
bezng auf das zagrunde gelegte Koordinatensystem Oxye{^ OXYZ) 
im Bündel sind: 

(7) a^^lx, ßi--ly, Vi^lff, 

wo: 

0^) l,^x' + y^+z^^k. 

Die Taugentialebenen der beiden durch g gehenden Kegel ^ und v 
(§ 118, (4), (5)) längs | sind nach § 71, (3) in laufenden Strahlen- 
koordinaten Xy Y, Z\ ^ 

(9) ^^+/^ + -i^ = 0, ^^ + /^1+ -'^--0. 

Die im Anfangspunkt auf ihnen errichteten Normalen r] und t 
haben daher die Richtungskosinus: 

mx « my mz 

(10) «»-„_^' Pi=^^^' yt-y-^5 

no; ^ ny m 

wo 1 : w* und 1 : n* die Bedeutung (4) haben. 

Die drei Strahlen S> ^j ? bilden ein neues rechtwinkliges Achsen- 
System im Bündel, dessen |g- und ^i]- Ebene die l'angentialebenen der 
beiden durch den gegebenen Strahl 1^ ^ x,y, g gehenden Kegel fi und v 
des JconfoJcalen Systems sind. 

Zwischen den alten X, Y, Z und neuen Koordinaten %, rj, g des 
laufenden Strahles bestehen die Transformaüonsformeln (I § 37, (2)): 

(11) ! Y=y{n + ß^ + -^^-^, 

V \' y — ii y — vj 

6« Tangentialebenenpaar durch einen Bündelstrahl an einen 

Kegel des konfokalen Systems. Das durch den Strahl x, y, a an 

den Kegel: 

V« V« y* 

(12) E=~—- + j^+ -^— = 

^ ^ OL t p — ^7 — T 



652 § 119, 6—7. 

gelegte Tangentialebenenpaar hat nach § 11, (14) in laufenden Koor- 
dinaten X, Y, Z die Gleichung: 

(13) rK-s«-o, 

wo die Abkürzungen T und R in (1) und (12) bereits eingeführt 
sind, S aber die Bedeutung hat: 

a4) s= ??- + /J-+ '? . 

6. Darstellung von 22 und S in den neuen Koordinaten. 

Durch die Substitution (11) wird: 

/ X* y^ «^ \ , , 

"•■\(«-T)(«-^)«"''(^-T)(/J-^)'^'(r-r)(y -<*)•/*" ^ 

+ ((-i_,^l-_,7 + • • •)n't' + {,.ir)ia-^)(^zr7) + ■■■) ^»•♦»'»S 
+ (/— f^ — s H ) 2wi5S + (-, f/ X H ) 2Zfn|ij 

^ \(a — i) ( «— v) ^ / ** ^\(a — r)(a — ji) ' / " 

oder nach (1), (6), (5) and (3): 

(16) ß _ T(a + .«; + .-!f,)- (-l'i + .-^) • 

Ebenso wird: 

oder nach (1) und (3): 

(16) s^T(n+^^ + ^). 

7. Die Hauptebenengleichung des durch einen Bündelstrahl 
an einen Kegel gelegten Tangentialebenenpaares. Mit den Werten 
(15) und (16) nimmt die Gleichung (13) die Form an: 

(17) -''-+ ^* =0. 

Dies ist die Gleichung des durch den Strahl fi, v an den Kegel x 
des konfokalen Systems gelegten Tangentialebenenpaares in heeug auf 
das neue Koordinatensystem O^rj^, 

Die Form der Gleichung zeigt, daß die Ebenen rj^O und S = 0, 
die Tangentialebenen der beiden durch den Strahl fi, v gehenden 
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Kegel längs des StrahleS; zugleich die Hanptebenen (Winkelhalbierongs- 
ebenen) des dnrch den Strahl an einen beliebigen Kegel r des kon- 
fokalen Systems gelegten Tangentialebenenpaares sind, oder (§33, 8): 
L Die Winkel zwischen den beiden durch einen Strahl fi, v des 
Bündels an den Kegel t gelegten Tangentialebenen werden von den 
Tangentialebenen der Kegd /*, v längs des Strahles Iwlbitri}^^) 

8. Das Fokalebenenpaar eines Strahles. Das Ebenenpaar (17) 
ist reeUy wenn: 

(18) IL<X<V. 

Es ist reell für alie Strahlen fi, v, wenn r » ^ ist, wo nach § 118, 10 
der Kegel r in das Fokal strahlenpaar zerfällt, also das Tangential- 
ebenenpaar: 

(19) r--. -^r"" 

aus den Yerbindungsebenen des Strahles fi, v mit den beiden Fokal- 
strahlen, den Fökcdehenen des Strahles fi, v, besteht (§ 33, (20)). 

II. Die Winkd zwischen den heiden Fokaiebenen eines Strahles 
/£, V werden van den Tangentialebenen der Kegel fi, v längs des Strahles 
halbiert. 

Dieses Resultat kann, unabhängig vom konfokalen System, als 
eine Eigenschaft des einzelnen elliptischen Kegels so ausgesprochen 
werden:**) 

III. Die Tangentialebene und die Normalfhene längs einer Er- 
zeugenden eines elliptischen Kegels halbieren die Winkel der ^yFokal- 
ebenen'^ der Erzeugenden, ihrer Verbindungsebenen mit den Jtfrenn- 
straJUen des Kegels (§ 13, 4). 

9. Bigensohaft der Brennstrahlen. Da somit an einer Er- 
zeugenden des Kegels die beiden Fokalebenen und Tangential- und 
Normalebene vier harmonische Ebenen bilden (I § 5, 8, II), so ergibt 
sich im Durchschnitt mit der zx-'Ehene (I § 52, (23)): 

Tangentialebene und Normalebene des elliptisdhen Kegels schneiden 
die Hauptebene der größten Öffnung in zwei zu den Brennstrahlen 
harmonischen Geraden (§ 20, 6).®^) 

Tangential- und Normalebene eines elliptischen Kegels sind nach 
§ 118, 13, II; 12 I zugleich zwei senkrecJite harmonische Polar ebenen 
in be2ug auf aUe konfokalen Kegel. 

10* Ort der Achten rechtwinkliger Tangentialebenenpaare. 
Die beiden Ebenen des Paares (17) sind rechtwinklig, also die Glei- 
chung (17) wird: 
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(20) v'-^-O, 
wenn: 

(21) r — /i + T — v-0. 

Betrachten wir nun x, also den Kegel: 

(22) .^+ y!_ + .?!_« 

als gegeben, so stellt die Gleichung (21) den Ort aller Strahlen ii, v 
AskTy durch die zwei rechtwinklige Tangentialebenen an den Kegel (22) 
gehen. 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von — r in der in r iden- 
tischen Gleichung § 118, (7j ergibt sich aber zwischen den gemeinen 
und elliptischen Koordinaten eines Strahles die Beziehung: 

(23) (/J + y)x^ + (y + a)y' + (a + ß)e^ « (x« + y» + e^){^ + v) 
oder mit Einführung des festen Wertes von r aus (22): 

(/J — r + y — x)x^ + (y — r + a — r)y* + (a — r + /} — %)3^ 

= (a:*+ y*+ ^')(fA - T + 1/ - r). 
Der Ort (21) hat daher in gemeinen Koordinaten die Gleichung: 

(24) (j3-r + y - r)x^+ (y - r + a ~ x)y^ + {a - r + /J - r)^«- 0. 

Der Ort der Strahlen des Bündels, von denen an den Kegd (22) 
zwei rechtwinklige Tangentialebenen gehen, ist der Kegd (24).**) 

11. Die Brennstrahlen als Achsen von Involutionen reohtwink- 
liger harmonifloher Folarebenen. Die Gleichung (17) erhält die Form: 

(25) ij»+g»=0, 

wenn fi » v, also nach 2 fiir die Brennstrahlen. 

I. Die Involution harmonischer Polarebenen an einer FokaUinie 
und nur an einer solchen ist eine Involution rechtunnkiiger Ebenen. 

Da nun eine Involution rechtwinkliger Ebenen von einer zur 
Achse senkrechten Ebene in einer Involution rechtwinkliger Strahlen 
geschnitten wird, so folgt (I § 52, (23)) mit Rücksicht auf § 77, 1; 
§ 17,1; §20,4,1: 

IL Jeder zu eifier Fokallinie senkrechte ebene Schnitt eines elliptischen 
Kegels hat auf dieser Fokallinie einen Brennpunkte^) 

§ 120. Das System konfokaler Ellipsolde und Hyperboloide. 

1. Begriff des konfokalen Systems. Die eigentliche Mittel- 
punktsfläche zweiter Ordnung §55, (1): 

(1') -! + T-"^*^! + -. -', « 1 , e*>d', 
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ist durch ihre Scheitelpunkte a? =» 4: a und Haupthrennpunkte x^±d 
und a: =" ± c (§55, (5); (4)) yoUstandig bestimmt. 

Komentrische koachsiäle Mittelpunktsflächen mit denselben Haupt- 
brennpunJcten und verschiedenen Scheitelpunlden heißen nach § 55, 10 
konfokal (und Jconfokal gelegen). 

Durch die Gleichung (1') wird daher bei festen d* und e^ und 
veränderlichem a* ein System konfoJcäler Mittdpunktsflächen dargestellt. 

2. G-leichong des konfokalen Systems. Der Symmetrie wegen 
setzen wir mit a > /3 > y: 

(20 a«-a-T, d«=a-/J, c««a~y; /•«» e»- d*= jS - y. 

Die Gleichung des konfokalen Systems^) lautet dann: 

(1) ;^. + ^Ü-. + 7^. = i. «>ß>r, 

WO bei festen a, /J, y der Parameter x sich von — oo bis (X) bewegt: 

(2) — OO < T < (X) . 

Die gemeinsamen inneren, äußeren und eweiten (§ 55, (4')) Haupt- 
hrennpunkte sind: 

(3) So, Bo' - ± V^^ ß, 0, 0; Pq, Pq'- ± Vu - y, 0, 0; 

c„c;-o, ±yß-y,o, 

und die gemeinsamen Fokalkegelscfanitte, FokaleUipse und Fokal- 
hyperbd (§ 55, (9)): 

(4) ^1^ + ^-1,^-0; (5) -^^_^ = l,y-0. 
Die jScA^i^IptinA^ der einzelnen Fläche sind: 

(6) A, A'-±V«-T, 0, 0. 

3. XTntersoheidung der drei Arten von Flächen. Je nachdem 
(§55,(3)): — (X)<r''<y oder y < r < /J oder /S < r < « oder 
a < T < + OO ist die Fläche (1) ein EUipsoid oder ein ein- oder 
zweischaliges Hyperboloid oder ein imaginäres EUipsoid.- 

Um die drei reellen Arten auch in der Bezeichnung auseinander 
zu halten, nennen wir ihren Parameter bezüglich r » >l, r »- /k und 
T == v. Danach eerfäUt das System (1) in die drei Reihen: 

CO ^x + ß-i + r-i-^' -oc<A<y, 
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von denen die erste aUe Ellipsoide, die zweite aUe ein- und die dritie 
aUe zweischaligen Hyperboloide des Systems enthält. 

4. VeräDderliobkeit und 6reiufoTmeii des konfokateu Systeme. 
Während A von — c» bis y sicli bewegt (über i,, «l, i, in Fig. 185), 
zieht Bich das Ellipsoid (7) aus einer uneadlicb grofien Kugel gegen 
die Fokalellipse c, die es nach § 55, 7 beständig einschließt, zusammen, 
bis es für A = }/ in den inner- 
halb der Fokalellipse gelegenen 
Teil der Ebene *^ — hinein- 
klappt. Der außerhalb der Fokal- 
ellipse gelegene Teil stellt das 
eiuscbalige Hyperboloid n = y 
dar. Dieses zieht sich bei zu- 
nehmendem n (über (i,, ft^, [i^ 
in Fig. 185) gegen die Fokal- 
hyperbel l, die es nach § 55, 7 
immer einschließt, zusammen, 
bis es für [i =^ ß in den auf der 
P'e- '»>■ konveienSeitederFokalhyperbel 

gelegenen Teil der Ebene y = hineinfällt. Der auf der konkaven 
Seite der Fokalhyperbel gelegene stellt die beiden Schalen des zwei- 
Bchaligen Hyperboloides v = ß dar. Diese nähern sich bei wachsen- 
dem V (über Vj, v^, v^ in Fig. 185) von beiden Seiten her der 
t/^-Ebene, in der sie für v ^ a znsammenfallen. 

6. Die dtiroh einen Funkt des Baumes bestimmten Flächen. 
Um diejenigen Flächen des koufokalen Systems (1) zu linden, die 
durch einen gegebenen Punkt x, y, s des Raumes gehen, bat man die 
in r kubisehe Gleichung (1) oder: 

(10) /■(,) _(^_r)(r-,):t'+ fr -»)(■<-«)!/' + (« -T)tf-.).' 

~(„-t)(ß-,)(y-,)-0 
Dach r aufzulöseD. 
Da nun: 

(11) /■(- oc) - - 00, f(r) - (« - r)(ß - r)-' > o, 

f(ß) - - (^ - rt(. - ß)s' < 0, /•(») - (« - «(« - y)i' > , 

80 hat die Gleichung (10) stet« drei reale Wurgdn, die zwischen den 
Grenzen — oo und y, y und ß, ß und a liegen and daher nach den 
Festsetzungen zu (7)— (9) bezüglich mit i, p. und v zu bezeichnen 
sind. 
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I. Durch jeden Punkt des Baumes gehen stets drei Flächen des 
konfoJcalen Systems, je ein EUipsoid, ein ein" und ein aweischaliges 
Hyperboloid, 

6. Die durch drei ungleichnamige Flächen bestimniten Punkte. 
Zwischen den Koordinaten x, y, e eines Punktes und den Parametern 
Xy liy V der durch ihn gehenden Flocken "besteht nach h die in x iden- 
tische Gleidiung: 

(12) (/J-T)(y-r>« + (y~T)(a-r)y« + (a-T)(^-T>» 

-(a-T)(/J-r)(y-r)-(r-^)(r-^)(r~t;). 
Aus ihr folgt mit t ^ a, ß,y: 

(a~l)(c.-^)_(a-_i.) (p-~Z)(p-,i)(p-y) 

^ (y — a) (y — /J) 

Wenn daher >L, ft, v den Ungleichungen bei (7) — (9) entsprechend 
gegeben werden, so ergeben sich aus (13) stets acht, nur in den Vor- 
zeichen verschiedene; reelle Wertsysteme x, y, z (§ 32, 6). 

IL Irgend drei ungleichnamige Flächen des konfokalen Systems 
sehneiden sich stets in acht symmetrisch gegen die Koordinaienebenen 
gelegenen Punkten. 

Da nach I durch einen Punkt stets drei und nur drei ungleich- 
namige Flächen gehen, so folgt: 

III. Zwei gleichnamige Flächen des konfokaien Systems haben keinen 
bedien) Punkt gemein. 

7. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Flächen. Ein 
gemeinsamer Punkt x, y, e der beiden Flächen ^ und v genügt den 
beiden Gleichungen (8) und (9), also auch der durch Subtraktion 
folgenden Grleichung: 

f J!/' t/' Z^ \ 

(14) (fA - V) I (^— )^. ^) + (^-- ^) (^ _"^) + (yL- ,,) (y-_-) I = 0. 

Diese bedeutet aber nach § 70, (3), daß die Tangentialebenen der 
beiden Flächen im Punkte x, y, z zueinander senkrecht sind oder 
kurz, da Gleiches mit v, X und X, /i für ;*, i/ gilt (§ 32, 7): 

IV. Zwei ungleichnamige Flädien des konfokalen Systems schneiden 
sich längs ihrer Durchschnittslinie überall senkrecht. 

V. Drei ungleichnamige Flächen schneiden sich in jedem ihrer acht 
Schnittpunkte (13) untereinander senkrecht; oder auch: 

Die Schnittkurve zweier ungleichnamiger Flächen wird von einer 
dritten ungleichnamigen Fläche senkrecht geschnitten. 
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Die Schnittkurve der ungleichnamigen Flächen X = y und ft = y 
ist nach 4 die Fokalellipse; der Flächen »a == /3 und v ^ ß die Fokal- 
hyperbel. Hier folgt also: 

VI. Die Fokaldlipse wird von allen jsweischaligen Hyperbdoid^ft, 
die Fohühyperbel von allen Elüpsoiden senkrecht geschnitten. 

Die Schnittpunkte sind nach § 58; 7; § 60, 7 die Kreispunkte 
der Flächen. 

8. Das konfokale System als Fläohensohar. Sind: 

(15) F(m, t-, M^O = 0, G{u,v,w)^0 

die Gleichungen zweier Flächen zweiter Klasse (§ 75, (1) mit s =» 1), 
so heißt die Gesamtheit aller durch die Gleichung: 

(16) F{u, v, w;) — r G(Uy Vyw)^0 

mit dem Parameter r dargestellten Flächen eine Schar von Flächen 
zweiter Klasse. Die Flächen (15) werden als Grundflächen der Schar 
bezeichnet. 

Die Gleichung des konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (10) 
in Ebenenkoordinaten: 

(17) (cc^r)u^ + (ß^t)v^ + {y-t)w^ == 1 
oder: 

(18) (aw* + ßv^ + yw^-l) - t(u^ + v« -h w') « 0. 

I. Das System d£r konfoJcalen Flächen ist dalier eine Flädiensdtar, 
von deren beiden Grundflächen'^^): 

(19) au^ + ßv^ + yw;« - 1 « 0, (20j w« + v« + m;« = 

die eine der imaginäre Kugelkreis (§ 84, (9')) ist. 

Jede gemeinsame Tangentialebene der beiden Grundflächen (19) 
und (20) ist nach (18) auch Tangentialebene aller Flächen der Schar. 
Solche Ebenen sind sämtlich imaginär. 

Für jede andere Ebene gibt die Gleichung (18) einen bestimmten 
Wert von r, also: 

IL Jede Ebene, die nicht gemeinsame Tangentialebene der beiden 
Grundfläclien ist, wird von einer bestimmten Flädie der Schar berührt 

9. EegelBOhnitte der Schar. Unter den Flächen der Schar (17) 
befinden sich außer dem Kugelkreis (^0), der dem Werte t = c» ent- 
spricht, drei weitere Kegelschnitte, entsprechend den Werten t = «,/}, y 

(§ 53, (35)): 

^ ^ (« - y)«« + (/3 - y)«« - 1. 
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Die beiden letzteren von diesen sind die Fokalhyperbel und Fokal- 
dlipse, während die erste als imaginäre FokdleUipse bezeichnet sei.^**) 

Die drei FokalkegelschniUe sind hiernach die neben dem imaginären 
Kugelkreis in der Schar enthaltenen uneigenüichen Flächen zweiter Klasse, 

Bei der Darstellung des Systems in Ebenenkoordinaten treten also 
die Fokalkurven selbst als Greuzformen auf (§ 79, 5), während bei 
der Darstellung in Punktkoordinaten die von ihnen aus- und ein- 
geschlossenen Stücke der Hauptebenen, bezüglich diese selbst als Grenz- 
formen sich ergeben (§ 32, 11). 

10. Die Sohnittkurvenenveloppe der Sohar. Diejenige Raum- 
kurve vierter Ordnung, in der eine Fläche r der einfach unendlichen 
Flächenschar: 

(22) fix, y, z, X) - f^^ + f^^ + -^- _ 1 - 

Yon ihrer benachbarten x -{• dt im Momente des Zusammenfalls ge- 
schnitten wird, heißt die „ausgezeichnete Kurve" der Fläche r. Sie ist 
durch die Gleichung (22) in Verbindung mit der Gleichung: 

dargest.eUt. 

Der Ort aller ausgezeichneten Kurven ist die „Schnittkurvenenvdoppe"' 
der Schar. In jedem Punkte x, y, z der ausgezeichneten Kurve der 
Fläche T hat die Enveloppe jedesmal dieselbe Tangentialebene wie die 
Fläche T selbst, so daß die Koordinaten dieser Tangentialebene werden: 

(24) w = ~ --, t; = — ^^ , tc; = • 

V / a — t' P — r^ y — x 

Man erhält daher die Bedingungen für die Tangentialebenen der En- 
veloppe längs der ausgezeichneten Kurve der Fläche r, indem man 
aus den fünf Gleichungen (22), (23), (24) die Koordinaten x, y, z 
des Berührungspunktes eliminiert. Nun folgt aus (24): 

(25) X ^ — {a — %)uy y ^ — {ß — T)v, z^ — {y — t)w 
und damit aus (22) und (23): 

(26) («-t)u*-|- (/3-T)t;«-t- (y - t)iv^- 1-0, u^+ v^+ w^^ 0. 
Da diese beiden Bedingungen aber, von t unabhängig werdend, auf 
(19), (20) zurückkommen, so folgt (§ 32, 10): 

Die Schnittkurvenenvdoppe der Flächenscltnr (17) wird von den 
gemeinsamen Tangentialebenen aller Flächen der Schar umhiUlt. 

Als Umhüllungsgebilde von einfach unendlich vielen Ebenen ist 
sie aber eine abwickelbare Linienfläche.^^) 
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Sie ist in Ebenenkoordinaten unmittelbar durch die beiden Glei- 
chungen (19)^ (20) dargestellt. Um ihre Gleichung in Punkfkoordinaten 
zu erhalten; ordnet man die in x, y, Zy t homogen gemachte Glei- 
chung (10) nach Potenzen von r: 

(27) f{x) = Pr» + ^T« + IJr + fif - 0, 
wo: 

R^- {{ß + y)x'+(y + a)y^+(a + ß)a^] + {ßy + ya + aß)fi, 
S^ßyx^+ yay^ + aßz" - aßyi^y 
und bildet durch Elimination von % aus (27) und: 

(28) |-^ « 3Pr* + 2^1^ + ii - 

die Gleichung (§ 32, (22)): 

(29) (9PÄ~ QRY - 4(3PB- e')(3eS-i2^) « 0. 

Sie ist, da P, ö, iJ, ä vom zweiten Grade in x, y, jer, ^ sind, ihrer- 
seits vom achten Grade. 

Die SdiniUkurvenenveloppe (29) der Schar (17) ist eine Fläche 
aditer Ordnung. 

Sie ist, da die linke Seite von (29) die Diskriminante der 
kubischen Gleichung (10) darstellt, zugleich der Ort der Punkte, für 
welche zwei Wurzeln dieser Gleichung gleich sind. Die einzigen 
reellen Punkte dieser Art sind diejenigen der Fokalellipse iL = /t == y 
und der Fokalhyperbel ^ = v = j8 (§ 32, lOy^) 

11. Der Ort der Pole einer Ebene. Der Pol einer gegebenen 
Ebene: 

(30) ux + vy + W0 + 1 ^0 

in bezug auf die Fläche (17) hat nach § 82, (5') die Koordinaten: 

(31) X ^ — (a — t)ii, y = — (/3 — t)v, z = — {y — t)w. 

Diese Gleichungen stellen aber bei veränderlichem r eine gerade 
Linie dar, deren Richtungskosinus sich wie u:v:w verhalten (I §43,(1)), 
die also auf (30) senkrecht steht. Auf ihr liegen die Pole der Ebene (30) 
in bezug auf die verschiedenen Flächen r, also auch der Berührungs- 
punkt der Ebene (30) mit der sie berührenden Fläche Tq der Schar 
(8, H). 

I. Der Ort der Pole einer Ebene in bezug auf die Flächen der 
Schar (17) ist eine gerade Linie, die Nonnale der Ebene in ihrem Be- 
rührungspunkt mit der von ihr berührten Fläche der Schar (§ 32, 12).^*^^) 
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Ausgenommen sind die drei Hauptebenen und die unendlich 
ferne Ebene, die in bezug auf aUc Flachen der Schar denselben Pol 
haben. 

12. Der Aehsenkomplex des konfokalen Systems. Der Achsen- 
komplex der Flache (1) wird nach § 85, (8) mit Rücksicht auf § 85, (7) 
unabhängig von x: 

(32) <xPüPu + M1A4 + yPuPii - 0. 

II. Alle Flächen des konfokalen Systems haben denselben Achsen- 
komplex. 

Da die rechten Seiten der Gleichungen § 85, (5); (15); (16) nur 
die Differenzen der Halbachsenquadrate a, ß, y enthalten, so werden 
sie für die Gleichung (1) unabhängig von r. Es folgt also: 

III. Fine Ebene hat in bezug auf alle Flächen des konfokalen 
Systems denselben konjugierten Normaistrahl (§ 32, 13, II). 

Er ist nach dem Begriff der Achse in § 85, 1 gerade der Ort 
der Pole der Ebene aus 11, I. Umgekehrt: 

IV. Eine dem Komplex (32) angehörige Achse hat in beeug auf 
alle Flächen des konfokalen Systems dieselbe konjugierte Normalebene, 
also auch derselben Fußpunkt (§ 85, 5). 

13. Die Normalen des konfokalen Systems. Dagegen ist der 
konjugierte Pol, den eine Fläche r des Systems der Achse pj^^ zu- 
ordnet, nach § 85, (13): 

KP^) ^ {ß-7)Pf,r,,' ^ (y-«)p„i>,/ ^ («"-ftPuP.4' 

also Yon r abhängig. Die Bedingung, daß er in der konjugierten 
Normalebene § 85, (15) der Achse liegt (I § 45, (10)), wird in t 
linear. Ss gibt also zu jeder Achse eine Fläche r, welche der Achse 
einen in ihrer konjugierten Normalebene liegenden konjugierten Pol 
zuordnet, so daß die Achse nach § 85, 7 Normale der Fläche in diesem 
Pole wird. Jede Achse ist also Normale einer Fläche r und jede 
Normale nach § 85, 7 eine Achse. 

V. Der Achsenkomplex einer jeden Fläche des konfokalen Systetns 
besteht aus den Normalen sämtlicher Flächen des Systems. 

14. Ebenes Polarsystem in den Hauptebenen. Eine Ebene u,VjW 
schneidet die Koordinatenebene a; = in der Geraden v, w (I § 45, 1); 
der zur Ebene konjugierte Norraalstrahl § 85, (5) schneidet die Ebene 
a; - in dem Punkte (I § 48, (9')): 



Fn Fi* 

St» ade, Flächen zweiter Ordnung. II. 43 



(34) y - r = (« - ß)v, z = -l" ={a-- y)u: 

Fn Fii 
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Dieses ist aber nach § 20^ (5') der Pol der Geraden v^ w in bezug 
auf den ersten Kegelschnitt (21) : 

Eine Ebene ufui ihr 'konjugierter NormalstraJil, insbesondere Tan-- 
gentialebene und zugehörige Normale bei irgendeiner Flädie (1), schieiden 
eine jede der drei Hauptebenen in Polare und Pol des in ihr liegenden 
Fokalkegelschniäes (21) (§ 20, 6).«^) 

15« Senkrechte harmonische Polarebenen. Zwei zueinander 
senkrechte harmonische Polarebenen in bezug auf die Fläche (1) sind 
nach § 82, (7') durch die Bedingungen verbunden: 

(35) {a--x)uu+ (ß — t)vv+ {y — x)ww = 1, 

(36) uu + vv + ww « 0, 

von denen die erste infolge der zweiten von x unabhängig wird. Bei 
gegebener Ebene U'^^u, v, w bilden die den Gleichungen (35), (36 j 
entsprechenden Ebenen /Z' = u\ v\ w ein Büschel, dessen Achse 
(I § 48, (1'); (3')) die Koordinaten § 85, (5) hat. 

Eine beliebige Ebene 11 hat in bemg auf alle Flächen des kon- 
fokalen Systems dieselben senkrechten harmonischen Polarebenen, die 
ein Büscfiel an dem konjugierten Normalstrahl der Ebene IT bilden 

(§ 32, 13, n). 

16. Die Linienkoordinatengleiohiing des konfokalen Systems. 

Die Gleichung des konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (23) in 
Linienkoordinaten : 

(37) <p (t) = (« - T)pi, + iß- r)pl + (y - t)p,*, - (ß - r) (y - r)i> «, 

- (y-')(a-T)K - (''-^)(ß-^)pL = 0- 

Da die Gleichung in x quadratisch ist, so folgt: 

Eine gegebene Gerade wird von zwei Fläcfien des konfokalen 
Systeyyis berührt (über ihre Realität s. § 122, 3). 

Ihre Art hängt davon ab, ob die Gerade p die iry- Ebene inner- 
halb oder außerhalb der Fokalellipse und die ^:r-Ebene innerhalb 
(auf der konkaven Seite) oder außerhalb der Fokalhyperbel schneidet. 
Es ist nämlich: 

(p(a) == - (« - ß)pl, - (a ~ y)p^^ ^ (« _ ^)(« _ y)p^^ < 0, 
^{ß) = {a-ß)pl, - {ß-y)pl, + (ß^y){cc-ß)pl § 0, 

<p (y) - (« - y)i>23 + (ß - y)Pii -(«->') (ß - r) pü ^ o, 

g5(— oü) = ■— (X> < 0. 

Nun sind aber (I § 48, (9')) p^^^ "^ Pi^y Pza ^i® homogenen Koordi- 
naten Xj y, t des Schnittpunktes P' der Geraden p mit der o^y-Ebene, 
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— Pi%f PiZ} Pu, diejenigen x, z, t des Schnittpunktes P" mit der 
ira:- Ebene. Mit Rücksicht auf (4) und (5) liegt daher P' innerhalb 
oder außerhalb der Fokalellipse, je nachdem 9>(y) < oder > 0, und 
P" innerhalb (auf der kookaven Seite) oder außerhalb der Fokal- 
hyperbel, je nachdem g>iiß) < oder > 0. 

Liegt daher P' außerhalb der Fokalellipse und P" außerhalb der 
Fokalhyperbel, so daß <p{'y)>0 und q>{ß)>Oy so hat die quadratische 
Gleichung (37) eine Wurzel r = A und eine Wurzel t == v; die Ge- 
rade wird von einem Ellipsoid und einem zweischaligen Hyperboloid 
berührt. 

Liegt P' außerhalb und P" innerhalb, so daß (p{y)'>0, 9)(/J)<0, 
so ergeben sich zwei Wurzeln r «= A und r =» /i, liegt P' innerhalb 
und P" außerhalb, zwei Wurzeln r == ^ und r « v. 

Liegen dagegen P' und P" beide innerhalb, so daß 9?(«), (p{ß)y 
qp(y), y(— oo) aUe <0 sind, so müssen die beiden reellen Wurzeln 
zwischen y und ß liegen, also die Gerade von zwei einschaligen Hyper- 
boloiden berührt werden, da zwei konfokale Ellipsoide oder zwei 
zweischalige Hyperboloide keine gemeinsame Tangente haben können. 

§ 121. Das Hauptachsenproblem des Berührungskegels. 

1. Begriff der elliptisohen Koordinaten. Die Parameter Jl, fi, v, 
der drei nach § 120, 6 durch einen Punkt Xy y^ g gehenden Flächen 
heißen die dliptisdien Koordinaten des Punktes.^^^) 

Sie sind bei gegebenen Koordinaten x, y, z des Punktes durch 
die kubische Gleichung § 120, (10) bestimmt. Sie bestimmen ihrer- 
seits nach § 120, (13) den Punkt x, y, z achtdeutig. 

2. Elliptische Koordinaten besonderer Funkte. Für die Punkte 
einer Hauptebene hat im allgemeinen eine elliptische Koordinate einen 
der Grenzwerte y, ß^ a: in der Ebene z = ist innerhalb der Fokal- 
ellipse A = y, außerhalb ^ = y\ in der ;2fa;-Ebene auf der konvexen 
Seite der Fokalhyperbel /* «= /3, auf der konkaven v =« ß'^ in der yz- 
Ebene überall v^a (Fig. 185). 

Für die Punkte eines Fohükegdschnittes und nur für diese sind 
zwei elliptische Koordinaten gleich, für die Ellipse >l = y, ^ = y, für 
die Hyperbel f* = j8, v =■ /S. 

Für die Punkte einer Hauptachse haben im allgemeinen zwei 
elliptische Koordinaten einen der Grenzwerte y, ß, a: auf der a;- Achse 
innerhalb BqBq iX^^y, ^ =» /J, zwischen Bq und C^, Bq und C^' : X = y, 
v=^ß, außerhalb (i^y, v = ß] auf der y- Achse innerhalb der Scheitel- 

43* 
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punkte CjC/ der kleinen Achse der Fokalellipse: il=»y, v=»a, außer- 
halb fi = y, V = «; auf der jsr- Achse fi =^ ß, v ^ a. 

Die elliptischen Koordinaten des MittdpunJäes und der Haupt- 
brennpunkte sind: 

(^07 Coil-^y, /* = y, ^ ==* ß] Cu Ci' : A « y, f* - y, «^ = «• 

3« Identisohe Gleichungen awisohen gemeinen und elliptisohen 
Koordinaten. Bezeichnen wir mit T die linke Seite der Gleichung 
§ 120; (1); so ist nach der Definition der elliptischen Koordinaten 
mit Rücksicht auf § 120, (12): 



(1) 



r = 



X' 



y* 



z' 



(t~X)(t-^)(t-i;) 



+ -'' + ' — 1 « 

a — T ß — T y ■— T (a — t)(^ — t){y — t) 



Diese Gleichung besteht zwischen den gemeinen Xy y, z und den 
elliptischen Koordinaten l, fi, v des laufenden Punktes identisch in r. 
Mit t = l, II, V folgt: 



(2) 



y% + .J--_i»o, 



a — l ~ P—l ' 1—1 



X' 



+ 



y* 



+ 



«■ 



„_jt ^ — (4 y — fi 



-i=.o, 



X' 



+ 



»' 



+ - ■ -l-O. 

a — V p — V y — V 



Durch Subtraktion der Gleichungen (l) und (2) folgt nach Divi- 
sion mit den nicht identisch verschwindenden Faktoren r — - A, t — (i, 

T — V. 



(3) 



X' 



+ 



+ 



g' 



(t — (t)(T — ») 



(„_r)(a_i) ' (ß-r)^-l) ' (y_r)(y-l) t-1 («_T)(|J_r)(y _x)' 



X' 



+ 



y* 



+ 



r 



(r-v)(t-X) 



(„_r)(a-^) ' (ß-r)(ß-^) ' (y_,)(y_^) r-ji („_ r)(|J _,)(,_») ' 



X' 



+ 



+ 



«' 



(T-l)(T-p) 



(o — r)(a — ») (^ — r)(^— r) (y — T)(y — »>) r — v (a — t)(^— T)(y — r^ ' 

und aus dem ersten und dritten Gliede dieser Identitäten bezüglich 
mit t — l, (i, v: 



(4) 



X' 



ri + 



y* 



Tt + 



(^ _ X)(v - 1) 



(a - p)« "T (^ - ^)« "^ [y _ .u)' (« - ^)((5- rt(y - (t) m« ' 



«' 



r.+ 



y' 



+ 



(i — v) (a — v) 



(a-i/)« ' (^-t;.» • (y-v)* (a-v)(^-i')(y-v) 



n 



t^ 



WO l:Py 1 : m^, 1 : n* als Abkürzungen je für die beiden gleichen 
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Ausdrücke dienen; ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (3) mit 
r = V oder der dritten mit r ^ fi: 



(5) 



-; + 



y* 



e 



|_ _^ S.B1 



Die Punkte deuten zwei weitere Formeln an, die durch zyklische 
Yertauschung von X, fi, v entstehen. 

Durch Subtraktion je zweier Formeln (3) folgt: 



(°) (iF^T)(tt — II) (a—V) + (B~- 



y' 



+ 



e' 



^„-T)(tt-ii)(a-v) ' (ß-t)(ß-n){p-v) ' (y-T)(7-rt (/-«-) 

T 

und aas der ersten dieser drei mit r — A: 



(7) 



X' 



+ 



»• 



-„x + 



(„_i)(„_^)(«_,) ' (ß-x)(ß-f^)(ß-'„) ' (y - x)(y - (LHr - v) 



= 0. 



Durch .Sabtraktion je entsprechender Gleichungen (3) und (4) 
ergibt sich: 

«' «• z* T 1 

(zyklische Vertauschung von X, fi, v und l, m, n). Endlich gibt die 
Subtraktion der Gleichung (5) von der zweiten und dritten (4) die 
beiden folgenden und ihre zyklischen Yertauschungen: 



(9) 






+ 



(a-ft)«(a-ir) ' (|3_^)«(ß_„) ' (y-^)«(y_,;) (^ - „)m 



— «^m«'**"' 



Ä' 



1+ 



y* 



:* + 



z' 



l(a-^)(a-y)« • [ß^^)iß-^y ' (y_^)(y_y)« (^_^)n»^---'- 



4. Das AohBensystem der drei Fläohennormalen. Die Tan- 
gentialebenen der drei durch einen bestimmten Punkt F '^ x, y, js des 
Raumes gehenden Flächen X, ^, v % 120, (7)— (9) sind nach § 70, (3) 
in laufenden Koordinaten X, Y, Z in bezug auf das zugrunde gelegte 
Achsensystem Oxyz =^ OXYZ: 



(10) 



^ + /J+ A^ 1 = 0, 

a — x'p — X y — X ' 

a — ii ß — fi, y — n ' 

*^ +/! +_i^_l_0. 



a — V ß — V y — V 



Die Normalen 5, ri, t dieser drei Ebenen im Punkte P haben die 
Richtungskosinus : 
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(11) 



Ix ^ ly Iz 
nx ^ ny nz 



ß — v ' " y — V 

WO i*, m^, V? die unter (4) eingeführten Werte haben und die posi- 
tiven Wurzeln Z, w, n die Längen der von auf die Ebenen (10) 
gefällten Perpendikel bedeuten (I § 41, (13)). 

Das neue Achsensystem P|iyS ist nach § 120, 7 ebenso wie das 
alte OXYZ rechtwinklig. Zwischen den alten X, F, Z und neuen 
Koordinaten 1, ^^ S des Icmf enden Punktes bestehen die Relationen 
(I8 87,U8,): .^_^_,Jtj^^^Y 



(12) 






,ß — l' ß—n ß 
\ \y — x'y — ft y — vj 

5. Berührungskegel einer Fläche des konfokalen Systems. 

Der von einem Punkte P = x, y, z an die Fläche: 

T* y* ^* 

(13) _^_ _ + ^ + ^_ „ 1 

gelegte Berührungskegel hat nach § 70, (11) in laufenden Koordinaten 
X, y, Z die Gleichung: 

(14) TR-S^^O, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 



~ — - ' |S — r y — r ' 



(15) 



Cf — T 



s = *i^^-?) + y( y-y) _,. «(^- «) 



a — r 



p-r 



y — T 



y' 



T = _-- + -?_ + 1 (wie in (D). 

6. Darstellung von R und S in den neuen Koordinaten. Durch 
die Substitution (12) wird: 

_p=./ -^! j. ._ y^ I ^' 1 7M8 

\(«-'f)(«-i)'^ (/J-r)(^-l)' ^ (y-T)(y-i)»r « 
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oder nach (8) und (6): 

oder: 

(16) iJ = T{-ü^+ «" +-< }'_|-i' + ^' +_f'_|. 

^ ^ \x — X t — fi ' r — V) Ir — X ' t — ^ ' t — v] 

Ebenso wird: 
und nach (3): 

(17) 5 = rj^ + ,-^, + ,-^,)- 

7. Die Hauptachsengleiohung des Berührnngskegels. Mit den 
Werten (16) und (17) nimmt die Gleichung (14) die Form an: 

ä* «* t* 

(18) _5 +_!L-. + _A ==0. 

Dies ist die Gleichung des vom Punkte P = Jl, ft, i/ an die Fläche t 
des konfokalen Systems gelegten Berührungskegels in heeug auf das 
neue Koordinatensystem P^rj^. 

Die Form der Gleichung zeigt: 

Der von einem Punkte P des Raumes an eine Fläche t des kon- 
fokalen Systems gelegte Berührungskegel hat als Hauptachsen die Nor- 
malen g, rjy 5 ^ rf**^* durch den Punkt P gebenden Flächen >L, /[i, v 
des Systems (§ 33, 8).^»«) 

Da die Fläche r in (13) als beliebige Mittelpunktsfläche gelten 
kann, durch die das konfokale System bestimmt wird, so ist damit 
das Hauptachsenproblem des Berührungskegels einer Mittelpunktsfläche 
allgemein gelöst. 

8. Die Erzeugenden eines einsohaligen Hyperboloids. Die 
Tangentialebene des einschaligen Hyperboloids: 

V« V* y* 

(19) -^^ + R +- - = 1, 

das durch den Punkt P == a;, y, £r = jl, |u,, i; hindurchgeht, hat statt 
der zweiten (10) auch die Gleichung: 

wobei: 

(21') ^*- -4 ^— + - -— = 1 
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Der laufende Punkt X, Y, Z der beiden Erzeugenden des Hyper- 
boloide (ly die durch P = Xy y, z hindurchgehen, genügt beiden Glei- 
chungen (19) und (20) (§ 67, (28)). Infolge von (10) und (21) kann 
aber die Gleichung (19) auch in der Form: 

(22) ^^^t + ^4-- ^t + -(?-£)• - 

geschrieben werden, so daß die Erzeugenden durch (20) und (22) dar- 
gestellt sind. 

9. Die HauptaohBongleiohung der Erzeugenden. Durch die 
Transformation (12) wird nun aus (20) mit Rücksicht auf (5) und (4): 

(23) v-0; 
femer aus (22): 

und nach (9) und (7), indem Qberdies ij =- gesetzt wird*"*): 

(24) _iL + -i!_ = o. 

I. Dies ist die Gleichung der Erzeugenden des Hyperboloids (i im 
Punkte X, /i, v in bezug auf die Normeden g und f der beiden Flädien 
X und V. 

IL Diese Normalen sind also die Hauptachsen (HaHicrungslinien) 
der Erzeugenden. 

III. Ebenso sind die Normalen der Flächen ft und v oder X und ft 
die Hauptachsen der imaginären Linienpaare, in denen das Eüipsoid 
X oder das zweischalige Hyperboloid v von ihren Tangentialebenen im 
Punkte Xj ^, v geschnitten werden. 

10. Das HauptaohBenproblem eines einer Tangentialebene 
parallelen Schnittes. Für die Fläche: 

(25) 2Ka;,y,ir) = g + -|; + £;_l = 

und die der Tangentialebene im Punkte P == a;, y, ^ parallele Ebene: 

(26) ^ + ^- + -^-« = 



sind die mit: 

^ .,_«__ y i 

c'- 



(27) w=.^, = ^, ^^g^^l.^ tv^g^^L^s 
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geränderten Determinanten § 115, (4), (8), (9): 
(28) < -^.-i^, (a»«» + 6«»» + ch^') -4^. , 

(29) Ä- - a:(«« +b*+ c«) + « -"• +jX+ ^ 

(30) ^.».^---^»i-"' 



— — • 



Damit ist die quadratische Oleichnng der Hauptachsenkoeffizienten 
<f = ^1, <y, des ebenen Schnittes (25), (26) nach § 109, (11): 

(31) -GV-^i:<j + <^0, G»=g + |l + 5, 

und die auf seine Hauptachsen rj, i und seinen Mittelpunkt bezogene 
Gleichung des Schnittes (§ 112, (18)): 

(32) i?i^*+<y,6^=- ~^l-s\ 

Setzt man nun, um dies auf ein Ellipsoid l des konfokalen 
Systems und die Tangentialebene im Punkte P ^^ X, (i, v anzuwenden: 

nach (4), und benutzt die erste der durch Gleichsetzen der beiderseitigen 
Koeffizienten ans der Identität § 120, (12) entstehenden Gleichungen: 

ißy + rcc + aß)-[{ß + y)x^ + {y + a)y' + {a + ßy} 

=^HV -\-vX + kii, 

aßy — (ßyx^ + yay^ + aßz^) = XfiVy 

so erhält man: 

und danach für die Gleichung (31): 

^8 (fi~^) + (l^-X) 1 _^ 

Daraus folgt aber: 

Die Hauptachsen 17 und g sind dabei nach § 110, 6 parallel den 
gleichbezeichneten Halbierungslinien der imaginären Erzeugenden des 
EUipsoides X im Punkte P^X,fi,v (9, HI). 

Dctö Ellipsoid X wird daher von der seiner TangenticUebeite im 
Punkte A, ^, v parallelen Ebene: 



(33) 
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in der Kurve: 

(36) ,!:,+T^x=i-** 

geschnitten, wo die vom Mittelpunkt der Kurve ausgehenden Achsen rj 
und £ die Richtung a^j ß^, y^ und a^, ß^, y^ in (11) haben. 

Die Annahme s =^ l oder führt auf die Tangentialebene selbst, 
wie in (24)^ oder die parallele Diametralebene. 

11. Die Hauptkrümmungsniittelpunkte. Die beiden Hauptkrüm- 
mungsradien des Ellipsoids X im Punkte A, /i, v sind nach § 110, (23): 

positiv gerechnet nach § 110, (25) in der Richtung der g-Achse in (11). 
Für den zu q^ gehörigen Krümmungsmittelpunkt ist daher: 

oder nach (11) und (37): 

(38) ^i==jm^; Vi-ß^jy^ ^i^lyZTl^' 

Dies isfc aber der Pol der ersten Ebene (10) in bezug auf die Flache 
(21) (§ 120, 11, I). Es folgt also: 

Die beiden Haupthrümmungsmittelpunkte des Ellipsoides k im Pufüäe 
P =: k, fiyV sind die Pole der Tangentialebene des Ellipsoides X in P 
in bezug auf die beiden Hyperboloide ^ und v.^^^) 



§ 122. Tangentialkegel, Tangenten und Tangentialebenenpaare. 

1. Das System konfokaler Berührungskegel an einem Punkte. 
Der von einem Punkte P == A, ^, v an die Fläche: 

(1) -^ + /^ + -— = 1 

gelegte Berührungskegel hat nach § 121, (18) die Gleichung: 

(2) .-^ + -^*^ + -^— = 0, 

während die Erzeugenden des Hyperboloids /*, die durch P gehen, 
nach § 121, (23); (24) durch die Gleichungen: 

(3) , ^ - + --^-- - 0, Ti^O 
dargestellt sind. 
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Bei festem X, fi, v (y';>(i^X) and veränderlichen] r bilden aber 
nach § 118, (1); (3) die Kegel (2) ein System konfokaler Kegel mit 
den Brennlinien (3). 

Die von einem Punkte P = A, ^, v an die Flächen x des Jcon- 
fokalen Systems (1) gelegten Berührungskegel (2) hüden ein System kon- 
fokaler Kegel, deren Hauptebenen die Tangentialebenen der drei durch P 
selbst geltenden Fläclien r = >L, ft, v des Systems (1) in P und deren 
FokaUinien die Erzeugenden der Fläche t => (i in P sind. *®*) 

2. Verschiedene Formen der Berührungskegel an einem Punkte. 

Die Kegel (2) sind reell für i/ > t > A. Es geht daher von P ein 
reeller BerQhrungskegel an jedes EUipsoid und zweischalige Hyper- 
boloid , außerh<üb dessen P liegt (§ 120; 4), und an jedes einschalige 
Hyperboloid des konfokalen Systems (1). 

Für das Hyperboloid r ^ ^ zerfällt der Kegel, als Ebenengebilde 
aufgefaßt; in ein reelles, für das Ellipsoid r » A und Hyperboloid t = i/ 
in ein imaginäres Strahlenpaar (§ 118, (17)). 

Für die Fokalkegelschnitte r =- y und t = /S (§ 120, (21)) ist die 
Bedingung v > r > X nach § 120, 3 erfüllt. Ihre Berührungskegel: 

r «!. + ^+ f' =0, 

IX—yfi — yv—y ' 

sind die vom Punkte P über der Fokalellipse und Fokalhyperbel er- 
richteten Kegel. Sie heißen die beiden (reellen) Fokaikegel des Punktes 

P = Z, /i, V. 

3. Zwei Flächen des konfokalen Systems, die eine gegebene 
Oerade berühren. Zu jedem „Kegel r" des Systems (2) gehört eine 
„Fläche t" des Systems (1) und umgekehrt. Die Erzeugenden des Kegels t 
sind die durch den Punkt P gehenden Tangenten der Fläche r. 

Jede gegebene Gerade p des Bündels bei P ist nach § 118, 6 
Erzeugende zweier (ungleichnamiger) reeller Kegel r = r^ und x =» r, 
des Systems (2), also auch Tangente der entsprechenden Flächen 
T = Ti und TT == Tg. Da aber jede gegebene Gerade p des Raumes als 
Bestandteil des Bündels an einem Punkte P auf ihr angesehen werden 
kann, so folgt allgemein: 

I. Jede Gerade des Raumes wird von zivei redien Flächen des kon- 
fokalen Systems (1) berührt (§ 120, 16). 

Diese zwei Flächen sind nach § 118, 5 im allgemeinen verschieden 
und fallen nur dann zusammen, wenn r^ = r^ = fi ist, also die Gerade 
Fokallinie des Kegels (1) und Erzeugende der Flä<;he ft ist. 
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IL Wenn eine Gerade Erzeugende eines Hyperboloids fi des Systems 
(1) isty so fdlien die beiden sie berührenden Flächen in dem Hyperboloid fi 
zusammen, 

4. Gerade an einem Punkte, die zwei gegebene Flächen be- 
rühren. An zwei gegebene Flächen t^ und r, des Systems (1) gehen 
nach (2) vom Punkte P« ^f (^y ^ di^ zwei Berühungskegel: 

Da deren vier gemeinsame Erzeugende gemeinsame Tangenten der 
Flächen t^ und r, sind, so folgt ^^): 

I. Durch einen Punkt P ^ Xj (i, v des Raumes gehen an zwei ge- 
gebene Flächen des TconfokaJen Systems (1) vier gemeinsame Tangenten. 

Sie sind nach § 118, 6, II reeK, wenn die beiden Kegel (5) un- 
gleichnamige Kegel des Systems (2) sind, also wenn: 

(6) ^ < Ti < /i < r, < v. 

Zwischen den Koordinaten ^, i;, £ des laufenden Punktes Q der yier 
Tangenten und den Parametern r^, r^ bestehen die Beziehungen 
§ 118, (9) mit Verwandlung von a, /}, y, fi, i/, x^ y, j? in v, ^, A, 
Tj, Tg, g, 7^, J. Setzt man also (I § 43, 1): 

(7) <i^Vl' + v'+i'-PQ 

und nimmt als positive Richtung jeder der vier Tangenten diejenige, 
die mit der g-Achse, also nach § 121, (11) der äußeren N'ormale des 
EUipsoides X (§ 33, Fig. 86), einen spitzen Winkel bildet, so folgt: 

IL Die vier gemeinsamen Tatigenten, die vom Punkte P ^ X, fi, v 
an die beiden Flächen t^ und r, des konfokalen Systems gelegt icerden 
können^ haben in beeug auf das Achsensystem der drei Normalen 6> ^> S 
im Punkte P die Parameterdarstellung: 

wo «2 — ± 1 ; *8 **=' ± 1; <^ ^^^^ relative Entfernung des laufenden Punktes 
Q der einzelnen Tangente von dem Ausgangspunkte P, und die 
Koeffizienten von 6 die Richtungskosinus der letzteren sind. 

Daher halbiert die ^- Achse die Innenwinkel der Paare «2^3 = + + 
und , H und 1-, die iy -Achse die Außenwinkel der Paare 
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+ + und 1-> -\ nnd , di© f- Achse die Außenwinkel der 

Paare + + und H , \- und , oder wie wir kurz sagen 

mögen: 

in. Die Normalen der drei durch einen Punkt gehenden Flächen 
l, fi, V des konfokalen Syskms halbieren die Winkel je zweier Paare der 
von dem Punkte an zwei andere Flächen t^, r^ gehenden gemeinsamen 
Tangenten (§ 33, 8). 

5. Die vier Fokalstrahlen eines Punktes. Die beiden Fokal- 
kegel (4) sind, da die Bedingung (6) mit r^ ^ y und t, » /3 stets 
erfüllt ist, ungleichnamige Kegel des Systems (2). Sie schneiden sich 
also stets in vier reellen Strahlen. 

Diese vier Sirahlen, die gemeinsamen Transversalen der beiden 
Fokalkegelschnitte durch den Punkt P ^ l, (i, v, heißen die vier Fokal- 
strahlen des Punktes. 

Jhre Parameterdarstellung ergibt sich aus (8) mit t^«/?, r^^y: 



:f>. 



6. Orthogonalität der scheinbaren Umrisse zweier konfokaler 
Flächen. Die Tangentialebenen de^ Kegels t sind die mit Rücksicht 
auf S durch 'den Punkt P gehenden Tangentialebenen der Fläche t. 
Der Berührungspunkt einer solchen Tangentialebene mit der Fläche r 
liegt auf ihrer Berührungsgeraden mit dem Kegel r, die in diesem 
Punkte Tangente der Fläche r ist. 

Längs einer gemeinsamen Erzeugenden p der Kegel Tj und r, 
in (5) sind nach § 118, 7 die Tangentialebenen der Kegel senkrecht 
zueinander. Da nun diese Ebenen zugleich die Tangentialebenen der 
Fläche T^ und r^ in den Berührungspunkten mit der gemeinsamen 
Tangente p sind, so folgt: 

I. Die I'atigentiaiebenen zweier Flächen des konfokalen Systems (1) 
in den Berührungspunkten mit einer gemeinsamen Tangente sind zu- 
einander senkrecht. 

II. Sind daher mit (6) die vier durch P gehenden gemeinsamen 
Tangenten der Flächen r, und r^ reell, so schneiden sich für ein in 
P befindliches Auge in der Richtung jeder dieser vier Tangenten die 
scheinbaren Umrisse der Flächen r^ und r^ senkrecht. ^^^) 

Insbesondere folgt für Tj =* y, tg = /3: 
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III. Die beiden Fokalkegelschnitte haben für einen bdiebigen Äugen-- 
punkt im allgemeinen vier scheinbare Schnittpunkte mit senkrechtem 
Durdischnitt. 

7. Das Hauptebenenproblem des durch eine Gerade gehenden 
Tangentialebenenpaares. Die beiden Tangentialebenen der Flache r^ 
die durch eine gegebene Gerade p am Punkte P hindurchgehen^ sind 
nach 6 zugleich die Tangentialebenen des Kegels r^ die durch p 
gehen. Diese aber haben nach § 119^ 7 als Hauptebenen die Tangential- 
ebenen der beiden Kegel r^ und r^ des Systems (2), die durch p gehen 
und nach 6 zugleich die Tangentialebenen der Flächen r^ und r, des 
Systems (1) sind, die die Gerade p berühren. Da die durch P gehende 
Gerade als beliebige Gerade des Raumes gelten kann^ so folgt: 

Das durch eine gegebene Gerade an eine bestimmte Fläche des kon- 
fokalen Systems (1) gelegte Tangentialebenenpaar hat als HauptAenen 
die zueinander senkrechten Tangentialebenen derjenigen beiden Fläctien 
des Systems (1), welche die Gerade berühren^ in den bezüglichen Be- 
rührungspunkten. 

Damit ist (vgl. § 121, 7) das Hauptebenenproblem der Tangential- 
ebenenpaare für eine beliebige Mittelpunktsfläche gelöst. 

8. Berührungskegel, die Botationskegel sind. Bei festem r 
stellt die Gleichung (2) alle Berührungskegel dar, die mit wechselnder 
Spitze F = X, II, V an eine bestimmte Fläche (1) gelegt sind. Der 
Kegel (2) ist immer dann und nur dann ein Rotationskegel, wenn 
zwei von den elliptischen Koordinaten Jl, fi, v des Punktes P gleich 
sind. Dies tritt nach § 121, 2 nur ein für die Punkte der Fokal- 
ellipse, wo A = ft =^ y, und der Fokalhyperbel, wo /i = t/ = /3 ist. 

I. Die Fokalkegelschnitte eines Ellipsoids oder Hyperboloids sind 
der Ort der Spitzen derjenigen Berühriingskegel der Fläche, die Bota- 
tionskegel sind. 

Bei einem Punkte P = j^, y, v der Fokalellipse ist die ^-Achse 
die Rotationsachse des Kegels (2) und diese ist Normale des zwei- 
schaligen Hyperboloids v und Tangente der Fokalellipse in P 
(§ 120, 7, VI). 

IL Die liotationsachse des Kegels ist jedesmal die Tangente des 
Fokalkegelschnitfes in der Spitze des Kegels. 

In dieser Tangente fallen die Fokallinien (3) zusammen. Sie ist 
Erzeugende des Hyperboloids /i == y oder ^ «= /3. 

Insbesondere gilt der Satz: 

III. Jeder Fokalkegelschnitt ist der Ort der Spitzen der über dem 
andern errichteten Botationskegel,^^*) 
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9. Gleichseitige und dual gleiohseitige Berührungskegel. Der 
Kegel (2) ist ein gleichseitiger^ wenn (§ 71,(29)): 



X — T ft — T V — X 

Dafür kann man schreiben: 

— r) (v — r) + (v — r) (A - r) + (A — r) (/i — tr) = 
oder: 

(10) {(IV + vX + A/i) - 2(A + ^ + v)r + 3t* = 0, 
und mit Rücksicht auf § 121, (33): 

{- iß + y)^' - {y + ^)v' - i^ + ß)^' + ßy + ycc + aß) 

oder auch: 

(11) {(ß-T).+ (y-r)}x»+{iY-r) + (a-r)}y*+[(a-r) + (ß-r)},' 

= (^-r)(y-r) + (y_T)(a-r) + (a-t)(ß-T). 
Der Ort der Spitzen gleichseitiger Berührungskegel der Fläcfie: 

(12) • ^: + ?: + s - 1 

ist daher (§ 100, (17)) die Fläche"^^): 

(13) (b« + c')x^ + (c« + a')y* + (a' + 6')^ = 6*c* + c^a^ + a^h\ 
Der Kegel (2) ist ein dual gleichseitiger, wenn (§ 71, (30)): 

(14) A — t + jit — T + v-r-=0 
oder: 

und mit Rücksicht auf § 121, (33): 

(15) x' + y^ + z^^a-x + ß-z + y-x. 

Der Ort der Spitzen dual gleichseitiger Berührungskegd der 
Fläche (12) ist daher (§ 100, (18)) die Kugel: 

(16>- x'^ + y^+z^^ a»+ h^ + c\ 

10« Fokalaohsen der EUipsoide und Hyperboloide. Ist P^X,iiy v 
irgendein Punkt einer Geraden p, so ist das durch p an die Fläche x 
des Systems (1) gelegte Tangentialebenenpaar dasselbe, wie das durch 
die Gerade p an den Kegel r des Systems (2) gelegte Tangential- 
ebenenpaar. Dieses aber ist von der Form § 119, (25), wenn die 
Gerade Fokallinie des Systems (2) also nach 1 Erzeugende des Hyper- 
boloids (i ist. 

Diejenigen Geraden, an denen die von der Fläclie (1) bestimmte 
Involution harmonischer Folarebenen eine Involution rechtwinkliger Ehernen 
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isty sind die Erzeugenden der zur Fläche (1) konfokalen einschaligept 
Hyperboloide, 

Diese Geraden (§ 20, 4, I) heißen Fokalachsen der Flache (1). 

11. Direkte BeBtimmiing der Fokalaohsen der ICittelpiinkts- 
flächen« Die Involution harmonischer Polarebenen, welche die Mittel- 
punktsfläche: 

(17) «M» + ßv^ + j/w« - s« = 

an der Schnittlinie g der beiden Ebenen u^, v^y w^y s^ und u^y v^y w^y s^ 
bestimmt, hat nach § 77, (4) die Gleichung: 

(18) {au^^+ßv^^+yu\^-s^^) + {aUiUi + ßi\v^+yw^w^s^Si)(X'+l'') 

+ {au^^ + /SV + y«^2* - Ä,*)A'r = 0. 

Die beiden Ebenen u^ + k\y v^ + k\, w^ + X'w^y s^ + k% und 

^1 + ^ "ws; ^1 + ^"^'ä> ^i + ^"w?2; ^1 + ^ "^8 sind entsprechende Ebenen 
der Involution, wenn ihre Parameter k' und >L" durch die Gleichung (18) 
verknüpft sind. Die Involution ist eine Involution rechtwinkliger 
Ebenen, wenn für zwei entsprechende Ebenen (I § 42, (5)): 

(t*! + X\) (tti + X"ii^) + (Vi + X\) (t\ + r'vg) + (Wj^ + X'w^) {ii\ + X' Vj) =- 0, 
oder: 

(19) (wi* + t?i^ + w?i*) + (wi Wj + Vi v^ + M?i w^) (r 4- X") 

+ (w,^ + V + O^'^" = 0. 

Die Gleichung (18) hat die Form (19) immer dann und nur dann, 
wenn mit irgendeinem Faktor r: 

«1*1^2 + ßv^ v^ 4- yWiW^ — «iSg « t(wi«5 + t?i t^j + ^i w«)? 

oder auch, wenn wir zugleich s^ = 5, =» 1 nehmen: 

|(ß-r)V +(/3-r)V +(}'-^X -1-0, 

(20) I (a - t)mi ?(.2 +{ß — T) v^v^ + (r - 'f)«'iW'2 -1=0, 
\(a~T)u,' +(ß-rW +(y-^X -1-0. 

Dies sind aber nach § 82, (14'); (15') die Bedingungen dafür, daß 
die Gerade g eine Erzeugende der Fläche: 

(21) (« - t)H^ + (/3-T)r2 + (y--r)w^ ~ 1 = 
ist. 

I. Die Fokalachsen einer MiUelpunktsflüche sind die Erzeugendeti 
aller zu ihr kon fokalen Flächen.^'^'') 

Zu diesen gehören auch die Tangenten der drei Fokalkegelschnitte 
für t =^ ciy ßj y, in (20). Denn zwei durch eine solche Tangente 
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gehende Ebenen u^, v^, w^ und u^, v^, w^ sind, wie die Gleichungen 
(20) verlangen, beide Tangentialebenen des Fokalkegelschnittes, und 
jede geht durch den Berührungspunkt der andern. 

IL Durch einen Punkt des Baumes gehen nach § 120, 5, 1 im AU- 
gemeinen sechs Fohüachsen, von denen zwei reell sind. 

III. Die Fokalachsen der Fläche sind nach § 84, 5, U auch die- 
jenigen Geraden, an denen die Fläche und der imaginäre Eugelkreis 
dieselbe Involution harmonischer Polarebenen bestimmen. 



§ 123. Das System konfokaler Paraboloide. 

1. Begriff des konfokalen Systems. Durch die Gleichung: 

(1') yl + -jl- + 2x'-i) = o 

wird nach § 56^ 10 bei festem e und veränderlichem p ein System 

konfokaler Paraboloide dargestellt. 

Wir setzen der Symmetrie wAgen mit /J > y: 

ß 
(20 P = ß-f, p — c-^y-Tj e-'ß-y, x' = x+^^- 

Die Gleichung des konfohalen Systems") lautet dann: 

(1) ß~ + /l-r+^'> + -'-^> ß>r' 

wo bei festem ß, y der Parameter t sich von — oo bis + oo bewegt: 

(2) - oo < T < + oo. 

Der gemeinsame linke und redde Hauptbrennpunkt aller Para- 
boloide (1) ist nach § 56, (3j: 

(3) ^^«-.i., 0, 0; Co = -|, 0, 0, 

und die gemeinsamen Fökalpardbeln, die linke und rechte, sind nach 
§ 56, (7): 

(4) ^'y + 2* + y-0,*r = 0; (5) ^^ - 2« - ^ - 0, y - 0. 
Der Scheitelpunkt des einzelnen Paraboloids ist nach § 56, (4): 

(6) 4,= -;, 0,0. 

2. Untersoheidnng der drei Arten von Paraboloiden. Je nach- 
dem — oo < T < y oder y < r < /J oder /J < t < + oo ist das Para- 
boloid (1) nach § 56, (2) ein linkes elliptisches oder ein hyperbolisches 
oder ein rechtes elliptisches. Um diese drei Arten auch in der Be-: 

Stande, Flächen Rweiter Ordnung. IT. 44 



zeichnnng auseiiiKiider zu iLslten, Denneo wir ihren Parameter bezüg- 
lich r = i, T ^ ft nnd t = v. Danach serfäUi das System (1) in die 
drei Reikai: 

(7) f^ + jr^ + 2^ + ^ = 0. -co<}.<r, 

(8) f^:!r^ + y--^ + ^^ + i' = ^^ r<!^<ß, 

(9) f^ + y-!:-^ + 2a; + f - 0, ^<i'<+oo, 

von denen die erste alle linken ellipiisiAen, die iweite aüe hyperbolisi^en 
und die dritte alle rechten eUiptischen Porabolaide des St/slems enthält. 

3. Veränderliolikeit and Grensfornien des konfokslen System«. 
Während X von — oo bis y sich bewegt (Ober i,, ij, J, in Fig. 186), 
zieht sich das linke elliptische Paraboloid (7) gegen die linke Fokal- 
parabel c, die es nach § 56, 7 be- 
standig einschließt, zasammen, bis 
es für >l = y in das Innere dieser 
Parabel (4) in der Ebene ^ = 
zusammenklappt. Das AuSere der 
Parabel (4) stellt das hyperbolische 
Paraboloid n = y dar. Dieses zieht 
sich bei zunehmendem (i (über 
P-i, ;*». fa in Fig. 186) gegen die 
rechte Fokalparabel b zusammeo, 
bis es für ft = ß in das Äußere 
dieser Parabel (5) zusammenklappt. 
Das Innere der Parabel (5) stellt 
dann daB rechte elliptische Para- 
boloid V — ß dar, das sich bei 
zunehmendem v (über v,,*,,», in 

Fig. 186) um die rechte Fokalparabel, die es beständig umschließt, 
weiter nnd weiter ausdehnt. 

4. Die doroh einen Fnokt des Baumes bestimmten Faraboloide. 
Um diejenigen Flächen des konfokalen Systems (1) zu finden, die 
durch einen gegebenen Punkt x, y, e des Ranmes gehen, hat man die 

in X hibisclie Gleichung (1) oder: 

(10) f{r) - (y - T)y» + (ß- t)z* + {ß—'){r~ t) (2x + 1) - 
nach T aufeulösen. 
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Da nun: 

(11) /(-oo)--(X), /^(y)«(/J-yK>0, m^-iß-y)f<0, 

so hat die Qleichung (10) stets drei redie Wuredn, die zwischen den 
Grenzen — oo und y, y und /3^ /) und + <x> liegen und daher nach 
den Festsetzungen zu (7) — (9) bezüglich mit A, u und v zu be- 
zeichnen sind. 

I. Durch jeden Punkt des Baumes gehen stets drei Parabohide 
des konfokalen Systems, je ein linkes dliptisches, ein hyperbolisches und 
ein rechtes elliptisches, 

5. Die durch drei ungleichnamige Paraboloide bestimmten 
Pankte. Zwisd^en den Koordinaten x, y, z eines Punktes und den 
Parametern >L, /t, v der durch ihn gehenden Paraholoide besteht nach 4: 
die in x identische Gleichung: 

(12) {y - r)f + (/3 ~ t)^ + (^ _ -,) (y - r) {2x + t) 

=-(r-A)(T-i[t)(T — v). 

Aus ihr folgt durch Vergleichung der Koeffizienten von t* und 
mit T = /J und t =« y: 



^-- ■ ' ^ -• — , y* = 



jj — y 



^8 ^ _ (y — ^) (r — ^) (y — *') 



(13) 

y — P 

Wenn daher A, |u, v den Ungleichungen bei (7) — (9) entsprechend 
gegeben werden^ so folgen aus (13) stets vier^ nur in den Vorzeichen 
von y und z verschiedene, reelle Wertsysteme x, y, z, 

IL Irgend drei ungleichnamige Paraholoide des konfokalen Systems 
schneiden sich stets in vier symmetrisch gegen .die beiden Hauptebenen 
gelegenen Punkten, 

III. Zwei gleichnamige Paraholoide des Systems haben keinen (reellen) 
Punkt gemein. 

6. Orthogonaler Durchschnitt ungleichnamiger Paraboloide. 

Ein gemeinsamer Punkt Xj y, z der beiden Flächen fi und v genügt 
den beiden Gleichungen (8) und (9), also auch der durch Subtraktion 
folgenden Gleichung: 

(14) (|,-v){ y* ..,+ --^- - + i} = o. 

V / » ^\{ß—.^^{fi^v) (y — f*)(y — v) J 

Diese bedeutet aber nach § 70^ (^6), daß die Tangentialebenen 
der beiden Flachen im Punkte x, y, z zueinander senkrecht sind. Das- 
selbe gilt mit zyklischer Vertauschung von X, ^, v: 



44 



• 
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lY. Zwei ungleichnamige Paräboloide des konfokcUen Systems 
schneiden sich längs ihrer Durchschnütslinie iiberaü senkrecht. 

Y. Drei ungleichnamige Paräboloide schneiden sich in jedem ihrer 
vier Schnittpunkte (13) untereinander senkrecht * 

VI. Die linke Fokalparäbd wird von allen rechten, die rechte von 
allen linken elliptischen Parabdeiden senkrecht geschnitten. 

Die Schnittpunkte sind nach § 61, 7 die Ereispunkte der Parä- 
boloide. 

7. Das konfokale System als Flächenschar. Die Gleichung des 
konfokalen Systems (1) lautet nach § 70, (32) in Ebenenkoordinaten: 

(15) (/3 - r)v^ + (r - t)w^ + 2w5 - r u« = 
oder: 

(16) (ßv^ + yw^ + 2us) - T (tt» + v« + w^) - 0. 

L Das System der konfokalen Flächen ist daher nach § 120, (16) 
eine Flächenschar, von deren beiden Ch-undflächen^^): 

(17) ßv^ + yw^ + 2us - 0, (18) w« + r« + m;« - 

die eine der imaginäre Kugdkreis ist (§ 120, (20)). 

Jede gemeinsame Tangentialebene der beiden Grundflächen (17) 
und (18) ist nach (16) auch gemeinsame Taugentialebene edler Flächen 
der Schar. Solche Ebenen sind außer der unendlich fernen Ebene 
tt=»0, v = 0, M7 = 0, s=l sämtlich imaginär. 

IL Jede Ebene, die nicht gemeinsame Tangentialebene der beiden 
Grundflächen ist, wird von einer bestimmten Fläche der Schar beriäni. 

8. Kegelschnitte der Schar. Unter den Flächen der Schar (15) 
befinden sich außer dem Eugelkreis (18), der doppelt zählend (§ 120, 9) 
dem Werte t » <x> entspricht, zwei weitere Kegdschnitte, entsprechend 
den Werten r ^ ß, y^^^): 

(19) (y -- ß)w^ + 2us - ßu^ = 0, (ß- y)v^ + 2us - yu^ = 0. 

Es sind die beiden Fokalparabeln (4), (5) als umhüllt von ihren 
Taogentialebenen gedacht (§ 13,(42}; §53, (35)). 

9. Die Schnittkurvenenveloppe der Schar. Wie § 120, 10 ergibt 
sich auch hier, daß die Schnittkurvenenveloppe der Schar (15) von deren 
gemeinsamen Tangentialebenen umhüllt wird und in Ebenenkoordinaten 
durch die beiden Gleichungen (17), (18) dargestellt wird. 

Um ihre Gleichung in Punktkoordinaten zu erhalten, ordnet man 
die in x, y, z, t homogen gemachte Gleichung (10) nach Potenzen 
von r: 

(20) f{x) - Pr» + (2r« + Br + S == 0, 
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R^ - (jf' + z") + ßyfi '- 2{ß + y)xt, 8 ^ yy^ + ßz^ + 2ßyxi. 
Damit wird die Gleichung § 120, (29): 

(21) [{^St-Q'RY ^ 4(31?- ö'') {^QS^B^)]f « 0. 

Die SchniUkurvenenvdcppe sserfälli also in eine Fläche sechster Ord- 
tmng und die doppelte unendlicJi ferne Ebene (§ 34, (21)). 

10. Der Ort der Pole einer Bbene. Der Pol einer gegebenen 
Ebene: 

(22) ux + vy + w/s + s '^O 

in bezng auf die Flache (15) hat nach § 83, (ö') die Koordinaten: 

(23) ^-v-*, y^iß-r)-}, .-(y-t)-^. 

Diese Gleichungen stellen aber bei veränderlichem r eine gerade 
Linie dar, deren Richtungskosinus sich wie uivito verhalten (I § 43, (1)), 
die also auf (22) senkrecht steht. Wie § 120, 11 folgt daher: 

I. Der Ort der Pole einer Ebene in bezug auf die Paraboloide der 
Schar (15) ist eine gerade Linie, die Normale der Ebene in ihrem De- 
rükrungapunkt mit der von ihr berührten Fläche der Schar,^^^) 

Ausgenommen sind die zwei Hauptebenen* und die unendlich 
ferne Ebene, die in bezug auf alle Flächen der Schar denselben 
Pol haben. 

11. Der Aohsenkomplex des konfokalen Systems. Der Achsen- 
komplex der Fläche (1) wird nach § 85, (39) unabhängig von t: 

(24) ÄaPu + {ß- r)PuP9A = 0- 

II. ÄUe Flächen des Jconfoialen Systems haben denselben Achsen- 
Jiomplex. 

Da beim Übergang von der Bezeichnung § 85, (34) zu der hier 
in (1) gebrauchten ß, y, a, ß + a, y + a durch /5 — tr, y — t, r, /J, y 
zu ersetzen sind, so werden die rechten Seiten der Formeln § 85, 
(38); (44) für die Gleichung (1) unabhängig von r. 

Die Sätge § 120, 12, III und IV gelten also auch für das System 
kanfokaler Parabcloide. Auch ergibt sich für dieses ebenso wie in 
§ 120, 13: 

V. Der Ächsenkomplex einer jeden Fläche des Icon fokalen Systems 
besteht aus den Normalen sämtlicher Flächen. 

Endlich folgt mit Rücksicht auf § 83, (7') der Satz § 120, 16. 

12. Ebenes Polarsystem in den Hauptebenen. Eine Ebene u, v, w 
schneidet die Eoordinatenebene -ar == in der Geraden a, v (I § 45, 1); 
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der zur Ebene konjugierte Normalstrahl § 85, (38) schneidet die Ebene 
ir = in dem Punkte (I § 48, (9')): 

(25) ,_j..--(,-A), ,__ai_(^_rt;. 

Dieses ist aber nach § 20, (40') der Pol der Geraden ti, t; in bezug 
auf die zweite Parabel (19): 

Eine Ebene und ihr konjugierter NortncUstrahl, insbesondere Tan- 
genti(iUi>ene und zugehörige Normale bei irgendeiner Fläche (1), schneiden 
eine jede der beiden Hauptebenen in Polare und Pol der in ihr liegenden 
Fokalparabel.^^) 

13. Die Iiinienkoordinatengleiohung des konfokalen Systems. 
Die Gleichung des konfokalen Systems (i) lautet nach § 70, (41) in 
Linienkoordinaten : 

(26) pi, - 2(y - r)p,,p,, + 2(^ - r)p,,p^ -iß-r) {y-r)p,\ 

+ (y-r)tpi, + (ß-r)rpl^O, 

Eine gegebene Gerade wird von swei Flächen des konfokalen 
Systems berührt. 

§ 124. Das HanptaclLsenproblem des BeriUirangskegels. 

1. Begriff der parabolischen Koordinaten. Die Parameter A, ft, v 
der drei nach § 123, 4 durch einen Punkt x, y, z gehenden Paraboloide 
heißen die parabolisctien Koordinaten des Punktes. 

Sie sind bei gegebenen Koordinaten x, y, z des Punktes durch 
die kubische Gleichung § 123, (10) bestimmt. Sie bestimmen ihrer- 
seits nach § 123, (13) den Punkt rc, y, z vierdeutig. 

2. Parabolische Koordinaten besonderer Punkte. Für die Punkte 
einer Hauptebene hat im allgemeinen eine parabolische Koordinate 
einen der Grenzwerte ß, y: in der Ebene z ^0 ist innerhalb der 
linken Fokalparabel ^ =^ y, außerhalb ft = y; in der Ebene y = 
außerhalb der rechten Fokalparabel il^ ß, innerhalb v =^ ß (Fig. 186). 

Für die Punkte einer Fokalpa/rabd und nur für diese sind zwei 
parabolische Koordinaten gleich, für die linke A =- y, f* "» y? für die 
rechte ft = /J, v = ß. 

Für die Punkte der Hauptachse ist links von B^: X ^ y^ f* — /*; 
zwischen B^ und Cq\ X =» y, v « /J; rechts voq (7q: ^ " y, v = ß. 

Für die Hauptbrennpunkte selbst ist: 

^o'^-y^l^^ßj^'-ß', C'o : A = y, i[t = y, V - /3. 

3. Identische Gleichungen zwischen gemeinen und parabo- 
lischen Koordinaten. Bezeichnen wir mit T die linke Seite der 
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Gleichung § 123, (1), so ist nach der Definition der parabolischen 
Koordinaten mit Rücksicht auf § 123, (12): 

(1) T-/V+ '• +2:. + T==^-})i^7/-(^ 

^ -' ß — t y — x (ß — x){y — t) 

Diese Gleichung begeht ewischen den gemeinen x, y, z und den 
parabclischen Koordinaten X, (i, v des laufenden Punktes identisch in t. 
Mit t — l, (i, V folgt: 



(2) 



^i + 7^ + 2* + ^ = 0, 



y» 



— + -- +2ar + u-0, 



p — V y — V 



0. 



Durch Subtraktion der Gleichungen (1) und (2) folgt nach Division 
mit den nicht identisch verschwindenden Faktoren r — iL, r — ju, x — v: 



(3) 



y' 



+ 



i' 



(ß-t){ß-l) ' (y_r)(y-i) 






y* 



+ 



z' 



T (t->t)( r — ») 

T-X (ß-r)lY-t)' 

T {t-v){T-X) 
,1_ T (r-l)(r-K). 



(ß — x)(ß-fi) ' (.7-r)(r-tL) 



+ 



+ 1 = 
+ 1 = 



und aas dem ersten und dritten Gliede dieser Identitäten bezüglicli 
mit X = k, (i, v: 



(4) 



(<» - i)' ^ (y - !)• ^ 



(li-l)(v-X) 

0~x)ir-x) 

(w — fi)(i — ft) 



1 

y* , _ «* ,1 {v-ii) {X-f.) _ 1 
(^ ->)' "^ (y - M)* "^ (/»- (*)(y- »») «• ' 

y' ■ ^' 4. 1 (i-'Xf -j?^) _ _L 



WO 1 : P, 1 : m*, 1 : «* als Abkürzungen je für die beiden gleichen 
Ausdrücke dienen; ebenso folgt aus der zweiten Gleichung (3) mit 
T = v oder der dritten mit x •= (i: 



(5) 



y' 



z' 



Die Punkte deuten, wie auch im Folgenden, die zyklische Vertauschung 
von iL, fi, V, bezüglich auch von i*, w*, n* an. 

Durch Subtraktion je zweier Formeln (3) folgt: 

.ßx . y' , _ _^ T 



m m 
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und aus der ersten dieser drei mit r = X: 



(7) 



+ 



(p-i-)iß-l^)(ß-v) ' (y_l)(j._p)(y_*) 



.=0. 



Durch Subtraktion je zweier entsprechender Gleichungen (3) und (4) 
ergibt sich: 



(8) 



y* 



• • • • • • 



iß - t)(ß ^~Xy + (y - T) (y -Xy (r - i)« (r - X) V 

Endlich gibt die Subtraktion der Gleichung (5) von der zweiten und 
dritten (4) die beiden folgenden und ihre zyklischen Vertauschungen: 

y* . xr* 1 



(9) 



(ß - ^)«(/? - 1,) + (y - ^)«-(y - ,ö (^'~ y)m« ' 
yl , ^' 1 



4. Das Aohsensystem der drei Fläehennormalen. Die Tangential- 
ebenen der drei durch einen bestimmten Punkt P ^ x, y, z des Raumes 
gehenden Paraboloide X, (i, v § 123, (7)— (9) sind nach § 70, (26) in 
laufenden Koordinaten X, Y, Z in bezug auf das zugrunde gelegte 
Achsensystem Oxy/8 — OXYZ: 



(10) 



/ + — + X + x + ii^O, 



y^ +^^^ .^x + x + v 

\ ß — V y — V 



0. 



Die Normdien |, 17, g dieser drei Ebenen im Punkte P haben die 
Richtungskosinus : 



(11) 



1 a ^y ?^ 



p 



«, = ♦», /J, 



t 



tu 



my 

> 

ny 



ß — ll' ^« V — 



r 

mz 
nz 



^' ^8 — j5 _ y > J'S — y _ y 



wo P, m^, w* die unter (4) eingeführten Werte haben und l^ m, n 
die positiven Wurzeln bedeuten mögen. 

Das neue Achsensystem P^rjt ist nach § 123, 6 ebenso wie das 
alte OXTZ rechtwinJdig, Zwischen den alten X, F, Z und den 
neuen Koordinaten ^y rj, ^ des laufenden Punktes bestehen die Rela- 
tionen (I § 37, (13)): 
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(12) 






5. Berühmiigskegel eines Paraboloids des konfokalen Systems. 
Der yon einem Punkte T ^ Xy y^ e an die Fläche: 

(13) pr^ + _|L + 2X + T-0 

gelegte Berühnmgskegel hat nach § 70^ (33) in laufenden Koordi- 
naten X; Tj Z die Gleichung: 

(14) TiJ - S» = 0, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 



(16) 



ß — T y — X ^ 

ß — t y — T ^ ^' 



7 

7 



T = -^^- - + - -'— - -\-2x + x (wie in (1;). 



6« Darstellnng von B. and S in den neuen Koordinaten. 
Durch die Substitution (12) wird: 

oder nacli (8) und (6): 
oder: 

(16) j?-rjj« +-'»''-f-»fr_|J' +-5:l.+ r |. 

V / \x — k X — \ji X — v\ \x — X ' X — \L ' X — v\ 

Ebenso wird: 

^-(^^^-T) + (7-r)(r--il + 1^^ + ... + -.. 

oder nach (3): 

(17) 5f = T(-^ + -^?^ + -^^-|. 

^ ' \x — k X — tt X — V) 
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7. Die HauptaohBengleiohang des Berührungskegels. Mit den 
Werten (16) und (17) nimmt die Gleichung (14) die Form an: 

(18) .J* +-J5^- + _fi- = 0. 

Dies ist die Gleichung des vom Punkte P » X^ fi, v an die Flache r 
des konfokalen Systems gelegten Berührungskegels in bezug auf das 
neue Koordinatensystem P^rj^. 

Der von einem Punkte P des Raumes an eitie Fläche r des kon- 
fokalen Systems gelegte Berührungskegel hat als Hauptachsen die Nor- 
malen i,j ri^ l der drei durch den Punkt P gehenden Pardboloide ly ft, v 
des Systems.^^^) 

8. Die Erseugenden eines liyperbolisehen Paraboloids. Die 
Tangentialebene des hyperbolischen Paraboloids: 

(19) ^^ + ^-!:^+2X + ^-0, 

das durch den Punkt P ^ x, y, z ^ X, ^^ v hindurchgeht^ hat statt 
der zweiten (10) auch die Gleichung: 

(20) ^^l.7^ + ^-^^'^ + (X--)=-0, 
wobei: 

(21) ^-4-, + ,Ü, + 2a: + /»-0. 

Der laufende Punkt X, Y, Z der beiden Erzeugenden des Para- 
boloids ft, die durch P — a;, y, 5 hindurchgehen, genügt (§ 67, (28)) 
den beiden Gleichungen (19) und (20). Infolge von (10) und (21) 
kann aber die Gleichung (19) auch in der Form: 

(22) ^l^^' + .(^-- '^' - 

geschrieben werden, so daß die Erzeugenden durch (20) und (22) dar- 
gestellt sind, 

9. Die Hauptaohsengleiohang der Erseugenden. Durch die 
Transformation (12) wird nun aus (20) mit Rücksicht auf (5) und (4): 

(23) 1? « 
und aus (22): 
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und nach (9) und (7), indem überdies ij «= gesetzt wird: 

(24) _i!^ + _lL = o. 

Dies ist die Gleichung der Erzeugenden des hyperbolischen Paräbobids (i 
im Punkte X, fi, v in beäug auf die Normalen der beiden Flächen X 
und V. 

Diese Normalen sind also die Hauptachsen (Halbierungslinien) 
der Erzeugenden. 

Ebenso sind die Normalen der Flächen (i und v oder X und ft 
die Hauptachsen der imaginären Linienpaare, in denen die dliptischen 
Paraboloide X oder v von ihren Tangentialebenen im Punkte Xy ^, v 
geschnitten werden. 

Ebene Schnitte, die zu einer solchen Tangentialebene parallel 
sind, haben nach § 110, 6 dieselben Hauptachsenrichtungen und Haupt- 
achsenkoeffizienten (§ 121, (36)). 

§ 125. Tangentialkegel, Tangenten und Tangentialebenenpaare. 

1. Das System konfokaler Berührongskegel an einem Punkte. 
Der von einem Punkte P = iL, ft, i/ an die Fläche: 

(1) . /- + -^ + 2:r + T = 

gelegte Berührungskegel hat nach § 124, (18) die Gleichung: 

während die Erzeugenden des hyperbolischen Paraboloids ft, die 
durch P gehen, nach § 124, (23); (24) durch die Gleichungen: 

dargestellt sind. 

Daher gilt auch hier der Satz § 122, 1. 

Der Kegel (2) ist reell für i/ > r > A. Es geht daher von P 
ein reeller Berührungskegel an jedes linke und rechte Paraboloid, 
außerhalb dessen P liegt (§ 123, 3), und an jedes hyperbolische Para- 
boloid des Systems (1). 

Für das hyperbolische Paraboloid t = /t zerfällt der Kegel 
(§ 122, 2) in ein reelles, für die elliptischen Paraboloide r = iL und v 
in ein imaginäres Strahlenpaar. 

Die durch die beiden Gleichungen § 122, (4) im vorliegenden 
Falle dargestellten FoJculkegd des Punktes P =» A, /i, v sind die über 
den beiden Fokalparabeln errichteten Kegel. 
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2. Die vier Fokalstrahlen eines Punktes. Die in § 122^ 3 — 4 
abgeleiteten Sätze gelten auch fär das konfokale System der Para- 
boloide^ nur daß an Stelle des einschaligen Hyperboloids ft in dem 
Satze § 122; 3^ II das hyperbolische Paraboloid eintritt. 

Die Gleichungen der vier gemeinsamen Transyersalen der beiden 
Fokalparabeln können statt in der Form § 122,(9) nach § 124, (4) 
auch in der Form: 

(4) I = i<y, rj^ B^m6, g = B^na 

dargestellt werden. Entsprechend § 122, 4 ist auch hier als positive 
Richtung jeder der vier Transversalen diejenige genommen, die mit 
der I -Achse, also nach § 124,(11) der äußeren Normale des linken 
elliptischen Paraboloides k (§ 35, Fig. 88); einen spitzen Winkel bildet. 

Da aber nach § 124, (11) l, m, n die Richtungskosinus der 
o;- Achse gegen P^rj^ sind, so ergibt sich, daß die eine der vier ge- 
meinsamen Transversalen (e^, €3 =» 1) stets der x- Achse parallel und 
gleichgerichtet ist Es ist diejenige die von P nach dem gemeinsamen 
unendlich fernen Punkt der beiden Fokaiparabdn läuft. 

Von dieser Transversale abgesehen, sind also noch drei Fokal- 
strahlen fj, «8«+, — ; — h; dem Punkte P eigentümlich. 

Die übrigen Sätze § 122, 4 — 8 und 10 übertragen sich auch 
auf die konfokalen Paraboloide. 

3. Gleichseitige und dual gleichseitige Berührungskegel. Die 
Bedingung § 122, (10) für einen gleichseitigen Kegel (2) wird, mit 
Rücksicht auf die aus der Identität § 123, (12) folgenden Formeln: 

ß + y-2x^k + li + v, 

(5) ßy^2{ß + y)x-y^-^z'=iJiv + vk + kii, 

— 2ßyx — yy^— ßjs*'^ l^v: 
{- y'- ^'+ßy- 2(ß + r)x]+2{2x - /J - y)r + 3t*= 
oder auch: 

(6) y« + Ä» + ( (/J - t) + (y - r) } (2a; + t) - (/5 - t) (y - r) - . 
Der Ort der Spitem gleichseitiger Beruhrungskegd des Paraboloids: 

(7) g + J + 2a; = 

ist daher (§ 100, (21)) das Botationsparabdoid*^): 

(8) y*-\-e*+ 2(6» + <?)x - h*c* - 0. 
Die Bedingung § 122, (14) wird nach (5): 

(9) (|3-r) + (y-r)-(2a; + t)-0. 
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Der Ort der Spüssen duci gleichseitiger Berührungskegel des Para- 
boloids (7) ist daher (§ 100, (22)) die Ebene: 

(10) 6.2+c*-2a:-0. 

4. Die Fokalaohflon der Paraboloide. Die Involntion harmo- 
nischer Polarebenen, welche das Paraboloid: 

(11) ßv^+yw^+2us^0 

an der Schnittlinie g der beiden Ebenen u^,ViyW^yS^ und tt^,v^jW^,Sp 
bestimmt, hat nach § 77, (4) die Gleichung: 

(/3t?i* + yV + 2ui5i) + (/3t?i Vj + yw^ w^ + u^8^ + u^s^X^ + A") 

+ (^t;,* + yw,' + 2u,s,)l'r « 0. 

Der Vergleich mit § 122, (19) gibt für eine Involution recht- 
winkliger Ebenen die Bedingungen: 

I 03-^)V+(y-TX+2tti5,-TV=O, 

(12) {ß — T)t7it7g + {y — t)w^w^ + W1S2 + ^hh — '^«♦i^s '^ 0, 

l (/3-r)V+(y-T)M;8«-h2MgS8"-rM8»-0. 

Dies sind aber nach § 83, (13'); (14'j die Bedingungen dafür, daß die 
Gerade g eine Erzeugende der Fläche: 

(13) {ß - ir)t;« + (y - t)w^ + 2iiS - rw« - 

ist, also nach § 123, (15): 

Die Fokalachsen eines Parabohids sind die Erzeugenden aller zu 
ihm Jconfökalen Paraböhide. 

n. Kapitel. 

Die Amiot- Mac Cullaghschen und Jacobischen Fokal- 

eigenschaften. 

§ 126. Schräge Abstände und Abstandsprodukte. 

1. Der schräge Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

Eine zur jer-Achse des rechtwinkligen Systems Oxyz parallele Gerade 
p sei durch die Gleichungen: 

(1) ^ = ^1, y-Vi 

gegeben und ein durch die rr-Achse (Fig. 187) oder y-Achse gehendes 
Ebenenpaar bezüglich durch die Gleichungen: 

(2> ßY - /^' = , (2') a^x' - y*z* = . 

Die Richtungskosinus der Normale einer Ebene des Paares verhalten 

sich wie: 

(3) 0:ß:±y, (3') a:0:±y. 
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Ist nun x^yj/^y Zi der Endpunkt des schrägen Abstandes s eines Punktes 
P ^ x,y,z von der Geraden (1), parallel einer der beiden Ebenen (2) 

(Fig. 187), bezüglich (2') ge- 
y messen^ so wird: 

f^yf«. (4) s^^ix-x.y 



4Z 



Äjeyz"* 




/ 



/ 




•^^ 



^y 



^y.o 



während z^ durch die Bedin- 
•^Ä ' gung bestimmt ist, dafi s zur 
Richtung (3) oder (3') senk- 
recht ist, also: 

(5)^(y-yi)±y(^-i^i) = 0, 

Eliminiert man mittels (5) 
oder (5') z — z^ aus (4), so 
folgt unabhängig von der Wahl 
Fig. 187. des Vorzeichens in (5), (ö') : 

(6) s«=(a:-a;j»+(l+f!)(y-yi)', {^')<?-{} + '"^ix-x^)^-V(y-y,)\ 

Das Quadrat der beiden einander gleichen schrägen Abstände s 
eines Punktes x, y, z von der Geralden (1), gemessen parallel den beiden 
Ebenen (2) (Fig. 187) oder (2') hat bezüglich den Wert (6) oder (6'). 

2. Deutung eines gegebenen AusdraokeB als schrägen Abstand. 
Ist umgekehrt ein Ausdruck von der Form: 

(7) N'--l\x-x,y+m'(y~-y,y 

gegeben, so muß man zum Vergleich mit (6) und (6') die beiden 
Fälle unterscheiden: 

(8) m«>P oder P>m\ 

Setzt man dementsprechend: 

(9) 2V»=P j(a:-a;.)'+ ^^'(y-y.)'), (9') J^'-Jw'H^.Cx-arOHCy-y,)»), 

SO gehen die eingeklammerten Ausdrücke (9) und (9') in (6) und (6') 
über mit: 



m 



^ 1 O- i— J- 

7« ' ««? «> 



(5* ß* m* — V l 



- « 1 -4- ri :i. ^ 



V^m' 



m' 



2« * ' y" y» V 

Der Aufdruck (7) ist also bis a/uf eilten konstanten Faktor das 
Quadrat des sdirägen Abstandes s des Punktes x, y, z von der zur 
Z' Achse paraUen Geraden (1), und zwar wird, je nachdem m^ > /* oder 
P> m^ ist: 
(10) l^(x-x^y+m^(y-y,y^l*s^ oder m^s\ 
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WO s h&süglich parallel dein Ebenenpaar: 

(11) (w«-iV-^"^*=0 ^>^ (i*~m«)x«-wV«0 
gemessen ist 

Mit VertauBchang von y und z folgt ebenso: 
Der Ausdruck: 

(12) i^{x-x^y+n\z-e,y 

ist bis auf einen konstanten Faktor das Quadrai des schrägen Äbstandes 
s des Punktes x, y, z von der zur y- Achse parallelen Geraden: 

(13) a; = a?! , z ^ z^, 

und zwar wird, je nachdem w*> P oder P> w* ist: 

(14) Pix-x.y+n^z-z^y^Ps^ oder nV, 
wo s bezüglich parallel dem Ebenenpaar: 

(15) (««-ZV-^V=0 oder (Z« - n«)a;* - »V - 
gemessen ist 

3, Anwendung auf den elliptiBchen Zylinder. Setzt man in (7)^ 
(10) und (11): 

^1=^0, yi«0; P=^,y w^-^p; a^>b\ 
so nehmen die Gleichungen (10) und (11) die Form an: 

Bedeutet daher s den schrägen Abstand des laufenden Punktes 
X, y, z von der z -Achse, parallel zu einer der beiden Ebenen: 

(16) (a^-h^)y^-b^z^^O, a«>6«, 
gemessen, so besteht identisch in x, y, z die Gleichung: 

(17) a»(|;+j;_i).s._aV 

Aus dieser Identität folgt: 
Der elliptische Zylinder: 

(18) l'+ftl-l' «*>^*' 

ist der Ort der Punkte, deren schräger Abstand s von der z- Achse, 
paraüd zu einer der Ebenen (16) gemessen, den festefi Wert a hat 

Die den Ebenen (16) parallelen Ebenen bilden die zwei Scharen 
von Kreisschnittebenen des elliptischen Zylinders (§ 59, (26)). 

4. Das Produkt der Abstände eines Punktes von awei Ebenen. 
Ein Paar von Ebenen, die der ^'-Achse parallel sind (Fig. 188), sei 
durch die Gleichung: 

(19) a\x-x,y-ßHy-y,y-^() 
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^1 = 



gegeben. Die senkrechten Abstände r^ und r, eines Punktes P^x,y,z 
von ihnen sind alsdann (I § 41, (6)): 

_ / — ; ^2 - /- =^- 7 

^ wo fj «= ± 1, «2 ~ ± 1 ißt- 

Das Produkt der senkrechten Abstände 

r^, r^ eines Punktes x, y^ von den beiden 

Ebenen (19) ist: 

^y Für das Vorzeichen von b kann: 

(2n 6 «= sign (« V - /» V) 

gewählt werden^ womit das Produkt in 
dem die ^ -Achse (rr =» 0, y « 0) enthalten- 
den Winkelraume der Ebenen positiv ist. 

6. Deutung eines gegebenen Ausdruokes als Abstsndsprodukt. 

Ist umgekehrt ein Ausdruck von der Form: 

(22) N^ « IHx - x,y - m\y - y,y 

gegeben^ so ergibt sich aus (20): 

Der Ausdruck (22) ist bis auf einen konstanten Faktor das Produkt 
der Abstände r^ und r, des Punktes x, y, z von den durch die Achse: 




Fig. 188. 



X 



^1, y-Vi 



l\x-x,y-m'(y-y,y^O, 



(23) 

gehenden Ebenen: 

(24) 

und zwar wird: 

(26) l\x - x,y - m»(y - y,)* =*(!«+ m*)r,rt . 

Hier ist: 

(26) 6 « sign { 1\Xq - x^f - m{y^- y^f } , 

wenn das Produkt in dem eine gegebene Gerade x ^ x^, y '=^ yo ent- 
haltenden Winkelraume der Ebenen (24) positiv gilt. 
Mit Yertauschung von y und z folgt ebenso: 

Der Ausdruck: 

(27) p^x-x^y-n\z-z,y 

ist bis auf einen konstanten Faktor das Produkt der Abstände r^ und r, 
des Punktes x, y, z von den durch die Achse: 

(28) 



X'-^ X 



1 7 



z 
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gAenden Ebenen: 

(29) l\x - x^y - n\B - z^y = 0, 
und ewar wird: 

(30) P(x - x^y- n\is - j?J«=« 6{P+ n^)r,r^ . 

Hier ist: 

(31) 6 = sign { l\x^ - x,y - n»K - *,)* } , 

wenn das Produkt in dem die Gerade x ^ x^, ^ ^ ^o enthaltenden 
Winkelraume der Ebenen (29) positiv gilt. 

6. Anwendung auf den hyperbolisohen Zylinder. Setzt man 
in (23), (24), (25): 

so nelunen die Gleichungen (25) und (24) die Form an: 

(32) j; - f! = (i + i:)r^r„ (33) g - j! = 0, 

wobei das Produkt r^r^ in dem die Ebene y = enthaltenden Winkel- 
raum positiv gilt. 

Aus der Identität: 

folgt alsdann: 

Der hyperbolische Zylinder: 

(35) f-^S:-l=0 

is^ d^r Ort eines Punktes, für den das Produkt der Abstände r^, r^ 
von zwei festen Ebenen (33) den konstanten Wert a^b^ : a^ + b^ hat 

(§ 1, ")• 

Die Ebenen (33) sind die Asymptotenebenen des Zylinders (§53,(31)). 

§ 127. Brennpunkt Direktrix -Eigenschaften der Ellipsoide und 

Hyperboloide. 

1. Eine auf awei konfokale Flächen mit Mittelpunkt bezüg- 
Hohe Identität. Die beiden Flächen: 

(l)S+?' + c-'-l(«*>**>c*), (2)|i + 6^', + ;jA. = l(a'»>6''>c'*) 

sollen konfokal sein, sodaß (§ 55, (24)): 

(3) a«- a'*« 6«- 6'*= c^^ c'*= Ä% 

wo Ä* den gemeinsamen Wert der drei Differenzen bezeichnet. 

Stande, Flächen b weiter Ordnang. IL 46 
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Sind nun Xy y, z und x^, y^^ z^ irgend zwei Punkte des Raumes, 
so ist: 

»■((f:+f:+?-i)-(?^+p;+?-:-i)i 
-(«■-o(j:-?.')+(»'-*")(p-?'')+(''-''')(3-7-D- 

Da aber: 

so folgt: 

I. Sind die Flächen (1) und (2) honfokal und bezeichnet V den 
gemeinsamen Wert der drei Differenzen (3), so besteht identisch in x, y, z 
und x^y y^y Zq die Gleichung: 

w *i(S+S+::-i)-(^:+r:+?;-i)) 

-((¥^--J*o)*+(yy-yyo)'+ß*->o)*)- 

Wird c* durch — c* ersetzt, also c durch et, so ändert sich auf 
der rechten Seite der Identität (4) das Vorzeichen des dritten Quadrats 
in der zweiten Klammer. Wird aber gleichzeitig c^ durch — c^ und 
c'* durch — c * ersetzt, so ändert sich die rechte Seite von (4) nicht. 
Entsprechendes gilt fQr b* und b'\ 

2« Die Identität des Amiot-Mao Cullaghsohen Satses. Ordnet 
man dem Punkte Pq^^^ Xq, y^y Zq durch die Beziehung: 

/R\ ^--3l J4l,«y«L ?i«»f?L 

einen Punkt P^ « a;^, y^, ;8r^ als enfojprecAe»^^^ Punkt zu, so nimmt (4) 
die Form an: 

-(^'(«-^i)'+T^'(y-yi)'+$'(^-'^,)')- 

Ist endlich P^-»^;^^, y^, Zq ein Punkt des Hauptschnittes: 

der Fläche (2), so ergibt sich: 

II. Ist Pq = Xq, y^, ewfer P^ -» a;^, 0, jp^ ein Punkt des Haup^ 
Schnittes z ^0 oder y ^0 der Fläche (2) und wird ein entspreAender 
Punkt Pi « a;, , yj , oder Pj =- rCi, 0, z^ der Hauptebene definiert durch: 
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(8) «1 - ^,a^o> yi «^^ s^i^o öder (SO a;i = J^aro, ^r^ « -^ir^, 
$0 ist identisch in x, y, z: 

(9) *HS+i-; +::-!) 

-{(«-a;o)»+(y-yo)»+;e'}-|^V-^i)*+T^(y-y.)*+7^'*!, 

8. Ausartung der zweiten Fläche. Mit c'^^0 oder V^^O 
(§ 120, 4) wird nach (3): 

p^c\ a'«-a«-c«, &'«=6«-c« oder Ä«-6», a'»-a«-6^ c'»-c«~6», 

und die Hauptschnitte (7), (7^ gehen in die Fokalellipse oder Fokal- 
hyperbel (§ 55, (10)): 

1^ -, + r,^— , =• 1 , ^ =* oder - , -r, — - , - , = 1 , v — 
der Fläche (1) über. Setzt man alsdann noch (§ 55, (6)): 

und damit bezügUch: 

Ä8=a«-c«,a'«-e«,6'««e«-d«oderÄ»«a*-d^a««rf»,c'«-d^-e«, 

so ergibt sich als Sonderfall yon U: 

III. Ist Pq — rcQ, I/o, oder P^ « a^o, 0, jer^ ein Punkt der FokaTr 
eüipse, bezüglich Fclkalhyperbd : 

rfer Fläche: 

nn ^' I y' ._ ?' _ i 

und wird ihm ein entsprediender Funkt F^^x^,y^^O oder Pi^x^,Ojg^ 
in der Ebene des Fokalkegdschnittes durch die Formeln: 

(12) a:i==^^a;o, yi-^iZ^yo ^^^ (120 ^i-^t^o; ^i^d«— ^i^o 
zugeordnet, so ist identisch in x, y, z (§ 4, (27)); 

(13) („.-e«)(J-;+^!^. + ^.-l) 

(i3')(«»-cP)(5 + ^lV. + ^.-M 

46« 
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4. Abhängigkeit des Punktes P, von P^. Die Gleichungen des 
ersten und zweiten Hauptschnittes der Fläche (11) lauten: 



(14) 



X 



a 



.+ 



a 



1, (14'J „.+ 



1. 



a' 



Die Polare irgend eines Punktes yFi, y^ oder rc,, a^ in bezug auf 
diesen ist nach § 20,(6): 



^1^ , yi_y _ 1 






+ 



a* — e- 



= 1 



Die Polare des Punktes (12) oder (12') wird folglich: 



(15) 



XqX 



+ 



e'- - d' 



= 1, 



(15') 






1. 



Dies ist aber nach § 13, (3) die Tangente im Punkte Xq, y^ der Fokal- 
ellipse (10) oder im Punkte x^, z^ der Fokalhyperbel (10'). Somit 
ergibt sich auch umgekehrt (§ 18,4): 

I. Der Punkt P^ in (12) oder (12') ist der Toi der im Punkte 

P^^ Xq, y^ oder Xqj z^ an die Fokalellipse (Fig. 189) oder Fokalhyperbel 

gelegten Tangente in bezug auf den zugehörigen Hauptschnitt der Fläche. 

Der Fokalkegelschnitt und zugehörige Hauptschnitt sind nach 

y § 55, 1 konfokal, der Ort der 

Pole einer Geraden aber in 
pP^^X^yi bezug auf ein System konfokaler 
Kegelschnitte ist nach § 32, 12 
die Normale der Geraden in 
ihrem Berührungspunkt mit dem 
von ihr berührten Kegelschnitt 
des konfokalen Systems. Daraus 
folgt: 

IL Die Verbindungslinie der 
entspredtenden Punkte Pq und P^ 
steht in Pq auf^ der Tangente 
der Fokalellipse (Fig. 189), beziehungsweise Fokalhypcrbd senkredtt 

5. Brennpunkt und Direktrix. Die im Punkte (12) auf der 
a;y-Ebene oder die im Punkte (12') auf der rc;?- Ebene errichtete Senk- 
rechte mit den Gleichungen: 




Fig. 189. 



(16) 
(16') 



x 



X 



a^l 


= 




y 


= 


yl 








^1 


— 




z 




^1 









heißt die dem Brennpunkte Po = x^^ y^ oder r^, z^ (§ 55, 6, 3. Absatz") 
entsprechetide Direktrix.^^) 
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^* "^^"^ ^ ^^ • ^^^Ä^-^^? 







Die einem Punkte P^ eines Fokalkegelschnittes entsprechende Direk- 
trix ist die auf der Ebene des letzteren errichtete Senkrechte j)o (Fig. 190), 
deren Fußpunkt P^ der Pol der 
Tangente des Fokalkegelschnittes 
in Pq mit Bezug auf den Haupt- 
sdinitt der Fläche ist. 

Zu den Scheitelpunkten: 

(17) G,G'«±6,0,0; 

H,H'^0,±y?~-'d\0', 

F,F'^±d, 0,0 

der Fokalellipse und Fokalhyperbel gehören nach (16); (16') die 
Direktrizen: 

(18) a: = ±^\ y«0; x^O, y = ±^-^-; ä = ± rf, ^ = 0, 

also die Direktrizen der drei Hauptschnitte y-=0, x =-0, ir — der 
Fläche (11) im Sinne von § 4, (24). 

Da die Brennpunkte Xq, y©» und Xq, 0, z^ den Gleichungen (10) 
und (10') genügen, so erfüllen die Punkte der Geraden (16) und (16') 
die Gleichungen: 



Jp, 



Fig. 190. 



«»X« 



(19) -i-+4^yy'=^'^ 



(19') 



S/>.S 



d^X 



a' 



+ 



d« — c' 



(a« - O* 



1. 



Der Ort der Direktrizen aller Punkte der Fokalellipse oder FokaU 
hyperhd ist der elliptische Zylinder (19) oder der hyperbolische (19'). 

Die Strahlenkoordinaten p^j der Tangente (15) oder (15') sind 
(I § 48, (3)): 

0, 0, 1, ^T^5-„ - 5 , 0; 0, 1, 0, -^,^,„ 0, 5 , 

und die Strahlenkoordinaten ^^', der Direktrix (16) oder (16'): 



a«-d' 



a^-e^ 



- e~«~-^d«^o; V^o; 0, 0, 0, 1 ; ^i-^'ithy 0» ci«^o> 0,-1, 0. 

Sie entsprechen nach § 82, (10) den Beziehungen reziproker Po- 
laren der Fläche (11): 



9Pti 



a 



I 7 



9Pzi = 






QPi2 = - a« - 



.* 9 



, Pia r ^ai 

9P\JL — (i«.^»)~(a«- ««) ' ^^84 — a\a''--'?) ' 



Die Direktrix eine^ Punktes Pq der Fokalellipse oder Fokalhyperbel 
ist die reziproke Polare der Tangente des Fokalkegelschnittes in ihm. 

Da beide reziproken Polaren aufeinander senkrecht stehen, gehören 
sie nach § 85, 6; 8 dem Achsenkomplex der Fläche an. 
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6. Die Untersoheidiing der Amiot-Mao Cullaghsohen Fokaleigen- 
BChaften. Das erste Glied auf der rechten Seite der Identitäten (13) 
und (13') ist das Quadrat des Abstandes r^PP^ des laufenden Punktes 
P = Xfyf e von dem Brennpunkt Pq = Xq, y^, oder Pq = Xq, 0, Zq, 
Das zweite Glied dagegen ist nach § 1 26, 2 ; 5 bis auf einen kon- 
stanten Faktor m entweder das Quadrat des schrägen Abstandes s des 
Punktes P von der Direktrix Pq oder das Produkt der Abstände r^ 
und r, von zwei durch p^ gehenden Ebenen. Infolgedessen hat die 
Gleichung (11) eine der beiden Bedeutungen: 

r* = m*5* oder r* = ^^^^i^^y 

welche die Ma^ Cidlagsche oder Amiotsche Fokaleigenschaft enthalten. 
Welche von den beiden Bedeutungen zutrifft;, hängt von den Vor- 
zeichen der Koeffizienten in den zweiten Gliedern der rechten Seiten 
von (13) und (13') ab und ist daher fOr die verschiedenen Arten der 
Mittelpunktsilächen verschieden. 

7. Das EUipsoid. unter der Voraussetzung: 
folgt mit: 

aus § 126,(10): 

gt g« ^« - ^» ^« 

^^-{x^x,y+^_-^{y - yi)* = -,-__-^.-s'; 

xind mit: 

aus § 126, (30) : 

„, (^ - ^i)* + -,. _^(^ - irj« = . ^.^^^ ^-^-r,r, . 
Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten (§ 4, (28)): 

WO r den Abstand des laufenden Raumpunktes P = x,y, von einem 
festen Punkte P^ = a;^, y^, der Fokalellipse, bezüglich Pq^ x^y 0, Zq 
der Fokalhyperbel; 5 den schrägen Abstand des Punktes P von der 
Direktrix des Punktes P^, parallel den Ebenen (§ 126, (11)): 

(21) ^£l_(,«_d.).^.^l-.=0 
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gemessen; und r^, r^ die senkrechten Abstände von den beiden durch 
die Direktrix gehenden Ebenen (§ 126, (29)): 

(22) e?^^-^^" - (e«- rf«)^^^*- 

bedeuten. 

Die Ebenen (21) sind nach § 58, (21') die Hauptkreisschnittebenen; 
die Ebenen (22) sind diesen parallel. 

I. Für jeden Funkt des Ellipsoides (11) mit a^'>e^'>d? ist das 
Verhältnis des Äbstandes von einem Punkte P^ der FokaleUipse und des 
schrägen, parallel einer Kreisschnittebene gemessenen Äbstandes von der 

ssugdiörigen Direktrix konstant, gleich Ke* — dP : Ya^ — rf*, also aucli 
unahhäfhgig von P^. 

IL Für jeden Punkt des Ellipsoides (1) ist das Verhältnis des 
Quadrates des Äbstandes von einem Punkte der Fokalhyperbel und des 
Rechteckes oms den senkrechten Abständen von den zwei durch die zu- 
gehörige Direlitrix gelegten Kreisschnittebenen konstant, gleich e'(a* — rf*) : 

Der erste Satz enthält die Mac Culla^ghsche, der zweite die 
Amiotsche Fokaleigenschafk.^^) 

Wählt man als Punkt Pq den Scheitelpunkt H oder H' der kleinen 
Achse der Fokalellipse in (17), so liegt die entsprechende Direktrix 
(18) in der yjer-Ebene parallel der £r-Achse. Für die Punkte P des 
Hauptschnittes : 



e* 



geht daher der den Hauptkreisschnittebenen, also der y- Achse paral- 
lele Abstand s in den senkrechten Abstand von der Direktrix über. 
In dem Satze I ist also die Brennpunkt- Direktrixeigenschaft § 4, 6 
des genannten Hauptschnittes unmittelbar entJialten. 

8. Das einsohalige Hyperboloid. Unter der Voraussetzung: 

e^>a^>d' 
folgt mit: 

aus § 126,(10): 

-J. (^ - ^i)* + ^-! I-J(y - yiY = ^s'-, 

und mit: 

P = - . , n^ = -i ; n^—P= ^ — ,; > 0, n'> P, 



700 § 127, 8-9. 

ans § 126, (14): 



(23) 



^i gf ^t ^f 

V« (^ -*«)* + e-rr^. (* - ^0* = ^. «* • 
Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten: 



wo r den Abstand des laufenden Punktes P ^ x^y^z yon einem festen 
Punkte Pq = x^y y^, der Fokalellipse^ bezüglich P^ = ar^, 0, z^ der 
Fokalhyperbel, und s den schreien Abstand des Punktes P von der 
Direktrix des Punktes P^, parallel den Ebenen: 

(24) ^^&,-^e^^=^ 

gemessen, bedeuten. 

Die Ebenen (24) sind nach § 59, (21') die Hauptkreisschnitt- 
ebenen. 

Für jeden Punkt des einschaligen Hyperboloides ist daher das Ver- 
hältnis des Absiandes von einem Punkte der Fokalellipse oder Fokal- 
hyperbel mtd des schrägen^ parallel einer Kreisschnittebene gemessenen 
Absta/ndes von der zugehörigen Direktnx konstant, gleich e:a bezüglich d:a. 

Beide Sätze enthalten die Mac CuUaghsche Fokaleigenschaft; die 
Amiotsche fehlt. 

9. Das zweisohalige Hyperboloid. Unter der Voraussetzung: 

folgt mit: 

aus § 126,(25): 

€* / x8 e» — d* / xo d^(€* — a*) 

und mit: 

aus § 126, (14): 



Daher gelten nach (13) und (13") die Identitäteft: 

/ 2 2\ f ^' _ y* __ ^* __ 1 1 _ V« '^*^** ""5*) 



(25) 
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WO r den Abstand des laufenden Punktes x,y, z von einem festen 
Punkte Pq = Xq, y^^ der Fokalellipse^ bezüglich Fq = Xq, 0, jSq der 
Fokalhyperbel; r^, r^ die senkrechten Abstände von den beiden durch die 
Direktrix des Punktes P^ gehenden Ebenen: 

(26) e« ^„f •)' -i^-d') ^^! = ; 

s den schrägen Abstand des Punktes P von der Direktrix des Punktes 
P^, parallel den Ebenen: 

(27) e»|;-(c»-d«)^,!.-„.- = 

gemessen, bedeuten. 

Die Ebenen (27) sind nach § 60, (21') die Hauptkreisschnittebenen, 
die Ebenen (26) diesen parallel. 

L Für jeden Punkt des eu-eischaligen Hyperboloides ist daher das 
Verhältnis des Quadrates des Aistandes von einem Punkte der Fokcd- 
eUipse und des Rechteckes aus den senkrechten Abständen von den zwei 
durch die zugehörige Direktrix gdegten Kreischnittebenen konstant, gleich 
d^{e'-a^):a\d'-a^). 

IL Für jeden Punkt des zweischaligen Hyperboloides ist das Ver- 
hältnis des Abstandes von einem Punkte der Fokalhyperbd und des 
schrägen^ parallel einer Kreisschnittebene gemessenen Abstandes von der 

zugeiiörigen Direktrix konstant, gleich Ve*— d^ : Ve^— a^. 

Der erste Satz enthält die Amiotsche, der zweite die Mac Cullaghsche 
Fokaleigenschaft. 

10. Ebene Sebnitte dnroh Brennpunkt nnd Direktrix. Sei LI 

die durch den Brennpunkt Pq und die Direktrix p^ gelegte Ebene, 
die Normalebene im Punkte Pq der Fokalkurve (Fig. 189), und S 
ein Puukt der Schnittkurve der Fläche mit der Ebene 77. 

Dann liegt die Entfernung r der Punkte S und Pq in der Ebene 
77; ebenso aber die schräge Entfernung s des Punktes S von der 
Direktrix p^, Sie f äUt in die Schnittlinie der Ebene 77 mit einer 
durch S gelegten Ereisschnittebene. Daher sind die schrägen Ent- 
fernungen s aller Punkte S von Pq untereinander parallel und somit 
den senkreckten Entfernungen s^ von Pq proportional. Femer aber ist 
jede der beiden senkrechten Entfernungen r^ und r^ des Punktes S 
von den durch die Direktrix gehenden Ebenen proportional der in der 
Ebene 77 liegenden senkrechten Entfernung s^ von der Direktrix selbst, 
also das Produkt r^r^ proportional s^*. 

Die Schnittkurve ist folglich der Ort eines Punktes S, für den 
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das Verhältnis der Entfernung r yon P^ nnd der senkrechten Ent- 
fernung $Q von jPo konstant ist. Es folgt daher nach § 4^ 5:^^) 

IsA; Pq fwr das EUipsoid oder das ein- oder zweischalige Hyper- 
boloid ein Punkt der Fokalellipse oder Fokalhyperbelf so schneidet die 
in Pq errichtete Normaiebene der Fokalkurve die Fläche in einem Kegd- 
schniU, für den Pq ein Brennpunkt ist 

11. Allgemeine Grundlage der Brennpunlrt- Direktrix- Eigen- 
BOhaft. Setzt man den in der Identität (13) oder (13') in der zweiten 
Klammer rechts stehenden Ausdruck gleich Null, also: 

(28) ^^(x-x,y+^^(j,-y,y^O, J(ar-s,)«+^;-3^(^-^,)»-0, 

so erhält man beidemal die Gleichung eines reellen oder imagi- 
nären Ebenenpaares^ dessen Achse die dem Brennpunkte Pq ent- 
sprechende Direktrix (16) oder (16') ist und dessen Ebenen die dem 
Brennpunkte Pq entsprechenden DirektHxebenen heißen.^*) 

Die Identitäten (13) und (13') sind demnach von der allgemeinen 
Form : ") 
(29) f^k-ÜV, 

wo f'^O die Fläche selbst, fc = 0- ein Kugelkegel (§ 69, (19)) mit 
dem Scheitel-(Mittel-)Punkt Pq und ^7= 0, F = die Direktrixebenen 
sind. Mit Bücksicht auf 6 folgt daher: 

L Je nachdem die dem Brennpunkte Pq entsprechenden Direktrix- 
d>enen imaginär oder reell sind, gilt als Deutung der Identität (29) die 
Mac Cullaghsche oder Ämiotsche Fokaleigenschaft. 

Infolge von (29) liegt ferner die Schnittkurve der Fläche /* — 
mit der Ebene ?7 = oder F = auf dem Kugelkegel Ä; = und 
ist daher ein Kreis, also mit Rücksicht auf (28): 

II. Die einem Brennpunkte der Fläche zweiter Ordnung entsprechen- 
den Direktrixebenen sind stets zwei derselben Hauptachse parallele Kreis- 
schnittebenen, 

In der Tat sind die Ebenenpaare (28), sowie auch ein drittes, 
einem Punkte Pq der imaginären Fokalellipse § 120, 9 entsprechendes, 
den in § 117, (17) dargestellten drei Ebenenpaaren, mit 6*=»a*— d*, 
c*'^ a^ — e^ parallel. 

Infolge von (29) liegen endlich die beiden Kreise K^ und JBT,, 
in der der Kugelkegel A: « von dem Ebenenpaar UV^ geschnitten 
wird, auf der Fläche /' = 0. Die beiden Flächen /* = und Ä* = 
berühren sich daher in jedem ihrer beiden gemeinsamen Schnittpunkte 
mit der Direktrix^ da sie hier die Tangenten der beiden Kreise K^ 
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und K^ ebenfalls als Tangenten und damit auch die Tangentialebene 
(§ 67, 4) gemein haben. Es folgt also:***) 

in. Jeder Brennpunkt P^ der Fläche zweiter Ordnung (Punkt 
der drei Fokalkurven § 120, 9) ist der Scheitelpunkt eines Kugelkegds, 
der die Fläche in ihren Schnittpunkten mit der entsprechenden Direktrix 
Po doppelt berührt. 

Dieser Satz entspricht dem nach § 13, 8, 11 und § 20, 3 (zweitem 
Absatz) geltenden:^ 

IV. Jeder Brennpunkt eines Kegelschnittes ist der Scheitelpunkt 
eines Kreisstrahlenpaares, das den Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten 
mU der entsprechenden Direktrix doppelt berührt. 

12. Anwendung auf ebene Schnitte. Wenn die beiden Flächen 
f=0 und t = sich in den Schnittpunkten mit der Direktrix p^ 
berühren, so gilt dies auch von ihren Schnittkurven mit einer durch 
die Direktrix gehenden Ebene. Der Kugelkegel Ä -» wird aber von 
einer Ebene durch seinen Scheitelpunkt P^ in einem Ereisstrahlen- 
paare geschnitten (§ 69, 9; § 12, 8). Legt man daher eine Ebene 
iJ durch Pq und Pqj so schneidet sie die Fläche /"«= in einem Kegel- 
schnitt, für den P^ der Scheitel eines Kreisstrahlenpaares ist, das den 
Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit Pq doppelt berührt. Daher 
muß Pq ein Brennpunkt des Kegelschnittes sein. Damit ist wieder 
der Satz unter 10 aus einem allgemeineren Gesichtspunkt gewonnen. 

Um diesen Gedankengang in Formeln zu verwirklichen, trans- 
formiert man die aus der Identität (13) folgende Gleichung der Fläche 
zweiter Ordnung: 

durch die Substitution: 

(31) x^Xq+ aii + a^i], y- yo+ ßi^ + ßiV* ^^i 

auf ein neues rechtwinkliges System P^i,ri^, dessen | -Achse mit: 

(Vicy. « -5-^0 Ä __«?o . i__^o*,_ 3/oV 

{ö£) ^i- ^t 7 Pi - g« _ j* 7 gt - 74 ^ (e* _ d *)* 

« 

die Normale und dessen i;|- Ebene die Normalebene 11 der Fokal- 
eUipse (10) im Punkte P^ ist. Setzt man in der so transformierten 
Gleichung (30) alsdann -»y = 0, so erhält man als Gleichimg der Schnitt- 
kurve der Fläche mit der Ebene 77: 

(33) (|»+ S«) - (3'. + („._,^V_,^)«»(| - "--*7 - 0. 

Sie ist also nach § 4, (11) in der Tat ein Kegelschnitt mit dem 
Brennpunkt P^. Das zweite Glied in (33) muß hierbei ein vollstän- 
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diges Quadrat eines in | linearen Ausdruckes werden, weil es, für 
sich gleich Null gesetzt, das Schnittlinienpaar der Ebene rj = -mit 
dem Direktrixebenenpaar darstellt und dieses, da die Ebene i; » 
durch die Direktrix geht, eine DoppeUinie wird.^®**) 

§ 128. Brennpunkt-Direktrix-Eigenschaft der Paraboloide. 

1. Eine auf zwei konfokale Paraboloide bezügliohe Identität. 
Die beiden Flächen: 

(1) j;+i;+2^-6«=o (6»>c«). 

(2) i^ + j; + 2a:-6'»=0 (6'»>c*) 

sollen konfokal (und konfokal liegend) sein, so daB (§ 56, 10): 

(3) &»_fe'««c»-.c'««Ä^ 

wo h^ den gemeinsamen Wert der beiden Differenzen bezeichnet 

Sind Dun x, y, js und x^, y^, z^ irgend zwei Punkte des Raumes, 
80 ist: 

Da aber: 

so folgt: 

1. Sind die beiden Flächen (1) und (2) hmfokal und hezeichfiet 
h den gemeinsamen Wert der beiden Differenzen (3), so bestellt identisch 
in x,y,z und x^ftf^y Zq die Gleichung: 

(4) ={(a;-Xo)«+(y-yo)* + (^-^o)*) 

Über die Änderung der Formel beim Übergang yon c oifer c in 
ic oder ic' gilt dasselbe, wie § 127, 1. 

2. Die Identität des Amiot-Mac Ciülaghsohen Satses. Ordnet 
man dem Punkte Po=^o>yo>^o durch die Beziehung: 

W/ •*'i — '«'0 "T '* > ^t "~ 5'«^ C* ?* 

einen Punkt P^ *^ x^^y^, z^ als entsprechenden Punkt zu, so nimmt (4) 
die Form an: 
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(6) -{(x-a;,)«+(y-yo)*+ («--».)') 

Ist endlich P^ — a^o, y,, i^o ein Punkt des Hauptsdinittes: 

(7) 1^, + 2a; - 6'*= 0, Ä = oder (7') ',', +2x- b'*^ 0, y = 0, 

des Paraboloides (2), so ergibt sich: 

n. Ist Pg = Xq, yo, oder P^ = Xq, 0, ^er^ ein Punkt des Haupt- 
Schnittes z ^0 oder y == des Paraboloides (2) wnd wird ein ent- 
sprechender Punkt Pj =^1,1^1, 0] oder Pj^aTi, 0, z^ der Hauptebene 
definiert durch: 

(8) x^^x^ + h\ y^ ^ YtV^y (^') x^^x^+h\ z^^ ~z^ , 
so ist identisch in x,y, z: 

(9) hfj,+ 'J, + 2x-b^) 

-{(x-x.)»+(y-yo)*+**}-{(«-a;,V+p(y-y.)*+'J>l, 
-{(a; - a-„)» + y» + (* - *o)')-|(:«^ - a:i)»+ *-'y*+''.V - -^i)*)- 

3. Ausartung des sweiten Paraboloides. Mit c^ « oder b'^ » 
(§ 123, 3) wird nach (3): 

Ä« « c», 6'« - 6«- c^ oder: Ä« - fe«, c'* - e« - 6S 

und die Hauptschnitte (7)^ (7^) gehen in die linke oder rechte Fokal- 
parabel (§ 56, (7)) des Paraboloides (1): 

._ _^__ +2x- (6»- c») = 0, ;? = /^ j^-, + 2a; = 0, y = 

über. Setzt man alsdann noch: 

&' = p , c^^p — e 
und daher bezüglich: 

A* = p — e, 6'*=e oder h^=^p, e'*= — r, 

so ergibt sich als Sonderfall von II: 

III. Ist pQ^ Xq, y^, oder P^=« a^o, 0, z^ ein Punkt der linken, 
bezüglich rechten Fokalparabel: 

(10) -^* + 2a;-e = 0, ^ = 0, (10') -^* + 2x^0, y-0 
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des Paräboloides: 

und wird ihm ein entsprechender FunU P^=-x^, y^, oder Pi«a?i, 0, 0^ 
in der Ebene der Folcalparabel durch die Formeln: 

(12) x,^x^ + p-e, y.^^^yo oder (12') x,^x^ + p, z^^-^^g^ 
zugeordnet^ so ist identisch in x, y, z: 

(13) {p-e)[^ + ^^^ + 2x-p] 

(130 P\^ + ^e + ^—A 

^{{x-x,y+y* + {z-,,)'^]-[{x-x,r—^^{,-B,y]. 

4. Abhängigkeit des Punktes Pj vom Frinkte Pg. Die Glei- 
chung des Hauptschnittes des Pai-aboloides (11) in der Ebene z = 
oder y — lautet: 

(14) yl- + 2x-p = Q, (140 ^+2a;-jp-0. 

Die Polare irgend eines Punktes a:, , y^ oder x^ , 4f, in bezug auf diesen 
ist nach § 20, (41): 

Die Polare des Punktes (12) oder (12') wird folgüch: 

(15) y^-^x + x^-e^O, (150 -'•/ + » + «o=0. 

Dies ist aber nach § 13^ (35) die Tangente im Punkte x^j y^ der 
linken Fokalparabel (10) oder im Punkte x^j Zq der rechten Fokal- 
parabel (10'). Somit folgt auch umgekehrt (§ 18,4): 

I. Der Punkt P^ in (12) oder (12') ist der Pol der im Punkte 
Pq^ Xq, y^ oder Pq^ Xq, Zq an die linke oder rechte FokaJpardbd ge- 
legten Tangente in hezug auf den zugehörigen Hauptschnitt der Fläche, 

Mit Bücksicht auf § 56^ 7 und § 34, 11 folgt ebenso, wie in 
§ 127,4: 

II. Die Verbindungslinie der entsprechenden Punkte Pq und Pj 
steht in Pq auf der Tangente der Fokalparabei senkrecht 

6. Brennpunkt und Direktrix. Die im Punkte (12) auf der 
a:y-Ebene oder die im Punkte (12') auf der a;-ef-Ebene errichtete Senk- 
rechte mit den Gleichungen: 
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(16) a: = :r^> + /) — c,y= ^yo o^^^r (16') x^Xq + p,z "J^^^o 

heißt die dem Brennpunkte P^ = Xq, y^, oder Pq = x^, 0, jer^ ent- 
sprechende Direktrix}*') 

Die einem Funkte Pq einer Fokalparabd entsprechende Direktrix 
ist die auf der Ebene der leideren errichtete Senkrechte p^j deren Fuß- 
punkt Pj der Pol der Tangente der Fokalparabel in Pq mit Bezug auf 
den HaupischniU der Fläche ist. 

Zu den Scheitelpunkten: 

(17) (? = |,0,0; F- 0,0,0 

der linken und rechten Fokalparabel gehören nach (16)^ (16^ die 
Direktrizen: 

(18) x^p- y, y =- 0; x^p, z = 0, 

also die Direktrizen der Hauptschnittparabeln (14') und (14) im Sinne 
yon § 2, (20). 

Da Xqj y^y bezüglich x^y Zq den Gleichungen (10) und (10') ge- 
nügen, so erfüllen die Punkte der Geraden (16) und (16^) die Glei- 
chungen: 

(19) ^ + 2{x-p) + e^0; (190 (i4^).-2(«-p) = 0. 

Der Ort der Direktrizen aller Punkte einer Fokalparäbel ist ein para- 
bolischer Zylindery der zur Ebene der Fokalparabel senkrecht steht 

Die Strahlenkoordinaten p^^ der Tangente (15) oder (15') sind: 

0, 0, c - x„ f, - 1, 0; 0, - x„ 0, -l, 0, 1 

und die Strahlenkoordinaten j>/, der Direktrizen (16) oder (16'): 

-^, Xo+P-e, 0, 0, 0, 1; '-J-^o, 0, x^ + p, 0,-1, 0. 

Sie entsprechen nach § 83, (9) den Beziehungen reziproker Polaren 
des Paraboloides (11): 

QPu'^ ^^y QPu"^ Y^e^ 9Pu^ ^ f 

Die Direktrix eines Punktes P^ einer Fokalparabel ist die rezi- 
proke Polare der Tangente der Fokalparabei in ihm. 

6. Das (linke) elliptische Paraboloid. Unter der Voraussetzung: 

oo >|? > e 



708 § 128, 6. 

folgt mit: 

P P 

aus § 126, (10): 

{x - «0» + y (y - yj* = - s' 

and mit: 

^» = 1, n» = -' : ;» + n* = ^^ , 

ans § 126, (30): 

Daher gelten nach (13) und (13') die Identitäten: 






(20) 

\p p — « ^ J p 

wo r den Abstand des laufenden Punktes P ^ x,y, a von einem 
festen Punkte Pq = a?Q, j^q, der linken^ bezüglich Pq = a:^, 0, g^ der 
rechten Fokalparabel; s den schrägen Abstand des Punktes P von der 
Direktrix des Punktes Pq, parallel den Ebenen: 

(21) (p-e)x^-es^^O 

gemessen^ und i\j r^ die senkrechten Abstände von den beiden durch 
die Direktrix gehenden Ebenen: 

(22) (p - e) (a: - x,y -e{z- z,y « 0. 
bedeuten. 

Die Ebenen (21) sind nach § 61, (15) die Hauptkreisschnitt- 
ebenen, die Ebenen (22) sind diesen parallel. 

I. Für jeden Punkt des elb'ptiscJien Paraboloides ist das Verhältnis 
des Äbstandes von einem Punkte der inneren Fokalparabel und des 
schrägen, parallel einer Kreisschnittebene gemessenen Äbstandes von der 

zugehörigen Direktrix konstant, gleich Ve: Vp. 

IL Für jeden Punkt des dliptisdien Paraboloides ist das Verhält- 
nis des Quadrates des Äbstandes von einem Punkte der äußern Fokal" 
pardbd und des Rechteckes aus den senkrechten Abständen von den zwei 
durch die zuge/törlge Direktrix gelegten Kreisschnittebenen konstant, 
gleidi p :p — e. 

Der erste Satz enthält die Mac Cuüaghsche, der zweite die 
Ämiotsche Fokaleigenschaft.^^) Die Voraussetzung: 

0>p>-oo, 

die dem rechten elliptischen Paraboloid entspricht, gibt dieselben 
Sätze wieder. 



folgt mit: 
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7. Das hyperboÜBOhe Faraboloid. Unter der Voraussetzung: 

e>p>0 

l, 7#» — — i 7/» — * = 

aus § 126, (10): 
and mit: 



p_l «,»--1; „,«_? = !--'' m»>Z» 



aus § 126, (14): 



p' e— i» 



(« - *i)* + e-^ (' - '^O* - S*- 



Daher gelten nach (13) und (13^ die IdeniiUiienx 

wo r den Abstand des laufenden Punktes V ^ x^y^z von einem 
festen Punkte Po^^^o'^o»^ ^®^ linken, bezüglich Po = a?^, 0, jer^ der 
rechten Fokalparabel und s den schrägen Abstand des Punktes P 
Ton der Direktrix des Punktes P^, parallel den Ebenen: 

(24) ^' - ^" « 

gemessen, bedeuten. 

Die Ebenen (24) sind nach § 62, (13) die durch den Scheitel- 
punkt gehenden Ebenen der geradlinigen Schnitte, die Asymptoten- 
ebenen (§ 62, 3). 

Fm jeden Punkt des hyperbolischen Paraboloids ist daher der Ab- 
stand von einem Brennpunkt gleich dem scJirägen, parallel den Ebenen 
der geradlinigen Schnitte gemessenen Abstand von der zugehörigen 
Direktrix. 

Es ist die Mac OtiZZa^/ische Fokaleigenschaft der Fläche. 

Wählt man als Punkt P^ den Scheitelpunkt der rechten Fokal- 
parabel F in (17), so liegt die entsprechende Direktrix (18) in 
der a?y-Ebene, parallel der y-Achse. Für die Punkte P des Haupt- 
schnittes j? = liegt dann r « FP auch in der Ebene z ^0 und 
geht der schräge Abstand s, da er dem Ebenenpaar (24) parallel sein 
soll, der o;- Achse parallel werdend, in den senkrechten Abstand über.« 
In dem Mac CuUaghschen Satze ist daher die Fokuleigenschaft der 
Parabel § 2, (7) enthalten, 

Stande, Flftchon zweiter Ordnung. II. 4 6 
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8. Ebene Schnitte durch Brennpunkt und Direktrix. Wie in 
§ 127, 10; 12 ergibt sich:^«^) 

Ist Pq für das elliptische oder fwr das hyperbolische Parabolaid ein 
Funkt einer der beiden Fokalparabdn, so sehneidet die in P^ errichtete 
Normalebene der Fokalparabel die Fläche in einem Kegelschnitt, für den 
Pq ein Brennpunkt ist. 

9« Brennstrskhl- Direktrixebenen -Eigenschaft des Kegels. Für 
den elliptischen Kegel: 

(25) f-^ + ä-'-^ + ~a.~V= 0' «*>«*>dS 
haben die beiden Brennlinien nach § 54, (11) die Gleichungen: 

(26) x:y:js = — :0:— , £ = ±1. 

Bire Polarebenen, welche die Birektrixebenen^*^) des Kegels heißen mögen, 
sind nach § 84, (3) oder (7) in der Hesseschen Normalform: 

r27) d(a '-e')x + Ba*y'e*~=d^z _ ^ 

^ ^ eya'{a^ — d*) + {e^ — a*)d* 

Das Quadrat des Abstandes (> eines beliebigen Raumpunktes 
P^x,y,z vom Brennstrahl (26) ist (I § 48, (20)): 

(28) q'^ __y2+|^r_^ ^„„^J+_y2, 

und das Quadrat des Abstandes d von der zugehörigen Direktrixebene: 

/OQ^ A2 {^(«1- e^x + Ba^V^e^^d^zV 

^^^^ " "" c* { a\a^ — d«) + (c« — a^d*) ' 

Setzt man nun zur Abkürzung: 

/OAN ^2 a*(a«-d«) + (e«-a*)d« 

60 wird: 

Daher besteht identisch in x^y^z die Gleichung :^^) 
(31) (a«-rf')(J-; + -.^'-^, + -^^,) = ,«_.M« 

oder mit der Bezeichnung § 53, (13): 

(32) 6»(j;+f;-5)=p»-xM«, ««>&', 

wo nunmehr: 

(33) x« = «'^-+<t>^-^''-. 
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Der elliptische Kegel ist der Ort eines Punktes, dessen Entfernungen 
von dem Brennstrahl und der ^gehörigen Leitebene das konstante Ver- 
häUnis X hoben.^^ 

Für den Kegel a*« c* in § 54, 8 wird nach (33) x> - 1. 



§ 129. Das Ivorysohe Theorem und die Jacobischen FokaleigenBchaften. 

1. Die Identität des Ivorysohen Theorems für die Mittel- 
pnnktBfläohen. Wenn die beiden Mittelponktsflächen: 

konfokal sind und: 

(3) a^-a^-^ 6«- 6'«= c«~ (f'^h^ 

gesetzt wird, so besteht nach § 127, (4) identisch in x, y, z wnd 
^o^»o'>V diö Gleichung: 

w *'i(S+S+c:-o-(S+!;c+^;;-i)) 

Wir setzen jetzt voraus, daß die beiden Flächen (1) und (2) 
gleichartige^ also beide Ellipsoide oder, mit Umkehr der Vorzeichen 
von c* und c'^, beide einschalige Hyperboloide oder, mit Umkehr der 
Vorzeichen von h\ (? und 6'*, c *, beide zweischalige Hyperboloide seien. 

Wir nehmen nnn zwischen den Punkten des Raumes die affine 
Verwandtschaft : 

/- N ^ ?' _y_ :« 2/' _£. ^ fl 

^^ a ^ W' b b' ' c c 

an, vermöge welcher jedem reellen Punkte P ^ x,y,js ein reeller 
P' = x', y', a' entspricht, da auch bei Umkehr der Vorzeichen von 6* 
und V^ oder c* und c'* die Formeln (5) reell bleiben. 

Hiemach kann aber der Inhalt der Gleichung (4) in folgender 
Weise gefaßt werden: 

I. SindP-^ X, y, z, P'— a;', y\ z und Pq = x^^y^y z^, P^'« V> J/o'; V 
zwei Paare entsprechender Punkte in der Affinität (5), so besteht iden- 
tisch in Xy y, z und Xq\ y^, Zq die Gleichung: 

46* 
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2. Das Ivorysche Theorem für die Mittelpunktsfläohen. Für 
zwei entsprechende Punkte P und P' folgt aus (5): 

T* «i* jrS ly'S «/> ^'S 

Liegt daher P auf der Fläche (1), so liegt P' auf der Fläche (2) 
und umgekehrt. 

IL Vermöge der Affinität (5) entspricht jedem Punkte der einen 
der beiden Flächen (1) und (2) ein Punkt der andern, 

Ist nun P = Xy y, J8 irgendein Punkt der Fläche (1) und 
^o'=^V;yo'>V irgendein Punkt der Fläche (2), so daß auf der 
linken Seite von (6) die beiden runden Klammern verschwinden^ so 
bleibt: . 

(8) . o-{(a;-V)* + (y-y«')* + (^-V)*> 

oder: 

(9) PPo' « P'Po . 

III. Die Entfernung irgend aweier Punkte P und 
Pq rfer beiden gleichartigen konfokalen Mittelpunkts' 
flächen (1) und (2) ist gleich der Entfernung der beiden 
entsprechenden Punkte P' und Pq der jedesmal andern 
Fläche (Fig 191). iw) 
Fig. 19L 3. Die Identität des Ivorysohen Theorems für 

die Faraboloide. Wenn die beiden Paraboloide: 

(10) f;+*; + 2a;-fe»-0, (11) ^ + ^ + 2x-b'*-0 

konfokal sind und: 

(12) Jt_j,'»=c*-c'*-.A» 

gesetzt wird, so besteht nach § 128, (4) identisch in x, y, z nnd 
«o';yo'>V ^i« Gleichung: 

(13) A«((f; + £l + 2a. - ft») - (^% + -j; + 2V- &'»)) 

-((. - x^-kj + (^'-y - iy^)\ (^. - .J<y ). 

Wir setzen voraus, daß die beiden Paraboloide (10) und (11) 
gleichartige, also beide linke elliptische, beide hyperbolische oder beide 
rechte elliptische sind. 

Wir nehmen alsdann zwischen den Punkten des Raumes die 
affine Verwandtschaft: 
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(14) x^x+y, l-f, --7 

an, vermöge welcher jedem reellen Punkte P ^ x^y^e ein reeller 
Punkt P' « x\ y'y z entspricht. 

Hiermit aber ergibt sich aus (13): 

r. Sind P^Xyy,z, P'= x, y, z' und Po=- x^, y^, z^, Po'= V, y^y V 
zi/cei Paare entsprechender Punkte in der Affinität (14), so besieht iden- 
tisch in X, y, z und x', y', z' die Gleichung: 

(15) *1(p + ^ + 20= - *') - iw + ^ + 2V- 6")) 

- { (.^-Xoy+ (y-yo')*+ ('>-<)' } - { (^'- ^o)*+ (jt- yo)*+ (''- i»«)' I • 

4. Das Ivorysche Theorem für die Faraboloide. Für zwei 
entsprechende Punkte P und P' folgt aus (14) und (12): 

(16) K\ + ''. + 2x-b*-^^ + ^ + 2x-V*. 

Liegt daher P auf (10), so liegt P' auf (11) und umgekehrt. 

II'. Vermöge der Affinität (14) entspricht jedem Punkte der einen 
der beiden Flächen (10) und (11) ein Punkt der andern. 

Ist nun P^x^y^z irgendein Punkt des Paraboloides (10) und 
-Po' ^ V; yo'; ^o' irgendein Punkt des Paraboloides (11), so daß auf 
der linken Seite von (15) die beiden runden Klammem verschwinden, 
so bleibt die Gleichung (8) oder die gleichbedeutende (9). 

Iir. Die Entfernung irgend zweier Punkte P und P^ der beiden gleicfi- 
artigen konfokalen Paraboloide (10) und (11) ist gleich der Entfernung 
der beiden entsprechenden Punkte P' und Pq der jedesmal andern Fläche, 

5. Feste Längen auf den Erzeugenden beim einschaligen Hyper- 
boloid. Wir denken ims in (1) imd (2) c* und c'* negativ, so daß 
wir zwei konfokale einschalige Hyperboloide vor uns haben. Zwei 
Punkte P^ =^ x^, y^, z^ und Pg =• arg, y», jer, einer Erzeugenden der 
Fläche (1) sind nach § 82, (14); (15) durch die Gleichung verbunden: 

(") 5;+^5^+^-i> ^j:'+v^+'f'h 5^'+^^+^'-i- 

Sind nun P^' -= a?/, y^, z^ und P^ = x^^ y,', Zy die nach 2, II ent- 
sprechenden Punkte der Fläche (2), so geht nach (5) aus (17) hervor: 

/io\ 5i L?fi ufi 1 ^1 ^ I yi y« ,1 ^1 ^« ^,1 ^1 \V\ i?2 1 

also: 

IV. jiwei Punkten P^Pi einer Erzeugenden der einen Fläche (1) 
entsprechen stets zwei Punkte P/, Pj' einer Erzeugenden der andern 
Fläche (2). 
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Multipliziert man nun die aus (17) folgende Gleichung: 

& - w+ (f - ?)'+ (* - ?)■- 

mit Ä*, so folgt mit Rücksicht auf (3): 
oder: 

=«"e-?)'+»"(f-f)"+«-(^-^)" 

oder endlich, wenn man rechts nach (5) die Koordinaten von P,', P/ 
einführt und mit a\ ft», c«, a'', b'\ c'' kürzt: 

(a^i- a^.)' + (yi-y,)*+ ('='x-^.)*=(V-%0*+(yi'-y»')*+«-OS 

also: 

(19) P,P, = .^^. 

V. Die Länge einer Strecke P^ P^ auf einer Erzeugenden der einen 
von zwei konfoJcalen Hyperboloiden ist gleich der Länge der entspredien- 
den Strecke Pi'P^ auf einer Erzeugenden der andern (§ 63, 11; 12). 

VI. Jedes aus Erzeugenden gebildete Vierseit des einen Hyperboloides 
überträgt sich mit unveränderten Seitenlangen auf das anclerCy also über- 
huupt auf jedes konfokale Hyperboloid}^) 

6« Feste Längen auf den Erzeugenden beim hyperbolisohen 
Paraboloid. Wir denken uns in (10) und (11) c^ und c^ negativ, 
so daß wir zwei konfokale hyperbolische Parabohide vor uns haben. 
Zwei Punkte Px = x^^yx, ^i und P%^ x^^y^, z^ einer Erzeugenden der 
Fläche (10) sind nach § 83, (13); (14) durch die Gleichungen verbunden: 

(20) ?g; + ^' + 2a;,-6»-0, ?'^ä^ + fi*' + a;, + a;, - &» - 0, 

Sind nun P/ = x^, yl^ z^ und P^ = x^y y^', z^ die nach 4, II' ent- 
sprechenden Punkte der Fläche (11), so geht nach (14) aus (20) hervor: 

(21) yf^+^ + 2x,'-h''=0, ?'0' + ?LV + a;,'+V-6'*-O, 

so daß Satz 5, IV auch für da^ hyperbolisclie Paraboloid gut 
Multipliziert man nun die aus (20) folgende Gleichung: 
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mit h^, 80 geht mit Rücksicht auf (12) hervor: 

(ft'-*'*)(f-f)*+(o*-Oft-^)*-o . 

oder: 

(X. -^)' + »■(&- f)'+c>(i. -Ä)' 



-(%-%)' + »-ft-^)'+.-(i-a) 
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oder endlich; wenn man rechts nach (14) die Koordinaten von P^', P^' 
einfahrt: 

also die Beziehung (19). 

Die Sätze 6, V und VI gelten also atich für das hyperbolische Para- 
Moid (§ 65, 14). 

7. Lage entsprechender Funkte bei den Ellipsoiden und 
HyperboloidBn. Geht man für die Flächen (1) und (2) zur Bezeich- 
nung von § 120, (1) über und setzt unter Annahme zweier Ellipsoide: 

(22) a^=cc-X, h^=ß-X, c^^y-l-, a^^a-V, V^^ß-X\ c'«=y-.r, 

so lauten die quadrierten Gleichungen (.5) in den elliptischen Ko- 
ordinaten ly ^, V und A', IL, V der beiden Punkte P und P' nach 
§ 120, (13): 
(« « ^)(« - ^,) « (« - ^'){a - v'), {ß^iOiß-v) = {ß^^'){ß^v'), 

{r — ^) (y — v) = (y - ^')(y - ^O? 

woraus (i + v ^ (i + v, ^v = fiv und mit Bücksicht auf die Un- 
gleichungen § 120, (8); (9): /x = ft', V ^v folgt. 

Entsprechende Punkte zweier konfohüer Ellipsoide k und X' 
haben gleiche dliptische Koordinaten /t und v; oder 

Entsprechende Punkte zweier konfokaler Ellipsoide werden von den 
SdmiUkurven der konfokalen ein- und zweischaligen Hyperboloide aus- 
geschnitten, den orthogonalen Trajektorien der konfokalen Ellipsoide. 

Zur vollständigen Bestimmung (§ 121, 1) ist nur zu beachten, 
daß sie nach (5) in gleichen Oktanten liegen. 

Das Analoge gilt von entsprechenden Punkten zweier konfokaler 
Hyperboloide der einen oder andern Art 

8. Lage entsprechender Punkte bei den Faraboloiden. Geht 
man für die Flächen (10) und (11) zur Bezeichnung § 123,(1) über 
und setzt unter Annahme zweier linker elliptischer Paraboloide nach 
§ 123, (2'): 

(23) 5»=/3-A, c«=-y-;i, x^x+-^; b'^^ß-l', c'^^y-l', x=x+^, 
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80 geben die Gleichungen (14), nach § 123^ (13)^ in den parabolischen 
Koordinaten X, (i, v und X', fi, v der beiden Punkte P und P' dar- 
gestellt, -da nach (12) und (23) Ä«- A'- X wird: 

_ - J _-^ 

und damit ft = ft', v =» v . 

Entsprediende Punkte zweier konfolccder Unker eUiptisdier Para- 
bohide werden von den Schnitikurven der konfokalen hyperbolischen ufvd 
rechten elliptischen Paraboloide, den orthogonalen Trajektorien der hon- 
fokalen Unken elliptischen Paraholoide, atisgesckmtten. 

Sie liegen überdies nach (12) in demselben Quadranten des von 
der xy- und xz-^hene geteilten Raumes. 

Das Analoge gut von entsprechenden Punkten zweier konfokaler 
hyperbolischer oder zweier rechter elliptischer Paraholoide. 

9. Die Jaoobische Fokaleigenschaft. Wählt man als Fläche (1) 
ein beliebiges Ellipsoid X des konfokalen Systems und als Fläche (2) 
das in das Innere der FokaleUipse zusammengeklappte Ellipsoid l=^y 
(§ 120, 4), so entspricht nach 7, in elliptischen Koordinaten an- 
gegeben, einem beliebigen Punkte P == X, ^, v des ersteren ein be- 
stimmter Punkt P'=y, ft, 1/ des letzteren, femer entsprechen drei 
Punkten A^ =» X, y, v^, A^ = X, y, v,, A^ = X,y, v^ des ersten Haupt- 
schnittes der Fläche X (§ 121, 2) drei Punkte -F^ «» y, y, v^, F, =» y, y, v^, 
F^ = y, y, Vg der Fokalellipse. Nach (9) ist dann: 

(24) PF\^rJ,, PF.^P'A,, PF,^P%, 

I. Die Abstände eines Punktes P des Ellipsoides von drei festen 
Punkten F^, F^, F^ der Fokalellipse (drei Brennpunkten) sind gleich 
den Abständen des entsprechenden Punktes P' im Inneren der Fokal- 
eUipse von drei festen, den Punkten F^^F^, F^ entsprechenden Punklen 
Ai, A^j A^ des ersten Hauptschnittes des Ellipsoides (drei Scheitel- 
punkten) (§ 36, 6, I). 

Da ein Punkt P' der ersten Hauptebene schon durch seine Ab- 
stände Yon zwei festen Punkten A^ und A^ dieser Ebene zweideutig 
als Schnittpunkt zweier Kreise bestimmt ist, so ist der Abstand von 
einem dritten Punkte A^ derselben Ebene durch eine bestimmte Rela- 
tion mit jenen beiden Abständen verbunden. Die Abstände eines 
Raumpunktes P von drei festen Punkten jP^, jFj, F^ sind im all- 
gemeinen unabhängig voneinander und bestimmen den Punkt P zwei- 
deutig als Schnittpunkt dreier Kugeln. Ist aber P ein Punkt des 
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EUipsoides X, so sind die drei Abstände PF^, PF^, PFj^ nach (24) 
derjenigen Relation unterworfen, durch die P'A^, P'A^, P'Ä^ ver- 
bunden sind. Daher spricht man den vorigen Satz auch so aus: 

IL Das EUipsoid ist der Ort eines Punktes P, dessen Entfernungen 
von drei festere Punkten F^y F^^ F^ der FokaleUipse durch dieselbe 
RdcUion verbunden sind, wdche die Entfernungen eines Punktes P' der 
Ebene der Fokaldlipse von den drei entsprechenden festen Punkten 
Ä^, A^, Ä^ des ersten Hauptschnittes verbindet (§ 36, 6, 11).^®*) 

Denkt man sich die Entfernungen irgendeines Punktes P' im 
Innern der Fokalellipse von den Punkten A^, A^y A^ als feste Stangen, 
die um P' drehbar sind, so hat man diese nur mit ihren Endpunkten 
A^j A^y A^ nach F^yF^,F^ zu verstellen, um den zugehörigen Punkt 
P im Baum zu erhalten. 

Dieselbe Eigenschaft gilt, wie für das Eilipsoid X und den 
^eidiartigen Fokalkegelschnitt X =« y (§ 120, 4), in analoger Weise für 
Hyperboloide* und Paraboloide. 

10. Allgemeine Darstellung der Jaoobisohen FokaleigenBchaft. 
Das Volumen V eines Tetraeders drückt sich durch die Längen e^^ 
der sechs Kanten in der Weise aus (§ 36, (24)):^®^) 

(25) 288 F« - ' 1 1 1 1 . 



1 
1 
1 
1 







e 



12 



e 



e, 
e 



91 

2 
31 

2 







13 

>2 
'23 



e^ 

*^24 



'32 

»2 
'42 







e 



2 
84 







"41 "'42 "48 

Indem man die eine Ecke in die gegenüberliegende Seitenebene fallen 
läßt, gehen die sechs Kanten in die sechs 
gegenseitigen Entfernungen von vier Punkten 
der Ebene über. Die Bedingung F »- ist also 
die zwischen diesen sechs Entfernungen be- 
stehende Relation. Sie lautet, wenn man in 
Anlehnung an die Bezeichnung (24) setzt ^^ 
(Fig. 192): 




(26) 



p28== 



a, 



^28 — A^A^ — vr, 



^81 — -^8-^1 — ^} ^12 — -^l'"2 — ^y 



^34 ^ A^P — r^j 



entwickelt: 

(27) a«(r,«-r,»)(V- V) + 6»(V-r,«)(r,«-r,») + c»(r,»-r,>)(r,*-r,») 



718 



§ 129, 10. § 130, 1. 



I. Dies ist also die Relation, weiche die Entfernungen r^, r^, r, 
eines Punktes P' der Ebene van drei festen Punkten A^, A^, A^ dieser 
Ebene verbindet. 

unterwirft man nun die Entfernungen eines Raumpunktes P^x,y,js 
von drei festen Raumpunkten F^^x^,y^,z^j F^^^t^V^y^tj ^s^^^^fVif^s 
dieser Relation^ setzt also: 

(28) r,» = a:« + y« + ^* - 2x,x ~ 2y,y ~ 2z,z + x,' + y,« + 5,^ 

i ^ lf2,Sy so erhält man in (27) eine Gleichung zweiten Grades in 
x,yyZ. Somit folgt (§36, 7, H): 

II. Der Ort eines Punktes P im Baume, dessen Entfernungen von 
drei festen Punkten Fl, F^y F^ durch dieselbe Relation verbunden sind, 
welche die Entfernungen der Ecken eines Dreiecks A^A^A^ von einem 
Punkte P' ihrer Ebene verbindet, ist eine Fläche zweiter Ordnung. 



§ 130. Die Brennlinieneigensohaft des Kegels zweiter Ordnung. 

1« Definition eines Ortes im Strahlbündel oder auf der KugeL 

In einem Strahlbündel mit dem Mittelpunkt soll der Ort eines laufen- 
den Strahles p untersucht werden, dessen Winkel q und q' gegen zwei 
feste Strahlen f und f eine unveränderlicJie Summe oder Differenz vorn 
Werte ± 2 a haben. 

Um die Bedeutung der Winkel q =* fp, q' = f'p (Fig. 193) fest- 
zulegen, gehen wir den Strahlen f, f, p hestimmte Pfeilspitzen, worauf 

^^ wir (I§32,1): 

(1) 0<Q<7C, 0<q'<x 

nehmen. Dann ist für die Summe und 
den absoluten Wert der Differenz: 

(2) 0<Q + Q'<27t, 0<\q-q'\<x. 

Ist daher a ein spitzer Winkel: 




(3) 



0<a< 



n 



Fig. 193. 



2 ' 2 <^-«<^; 

so kann für Q + q' der Wert 2 a oder 

2;r — 2a, für () — ()' der Wert 2« oder 
— 2a gefordert werden. 

Die vier Möglichkeiten: 

(4) 9 + p'=2a, Q + Q'^27t — 2a, q — q 

sind aber auch durch die Gleichungen: 



±2« 



sm 



9 + q' 



4: sin a, sm 



± sin« 
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dargestellt, die^ von Yielfachen von 2jc abgesehen, zimäclist auf: 



p 4- p' 

2 = ± "> ^ T «> 



+ cc, :t Zf a 



und daher mit Rücksicht auf (2), (3) wieder auf (4) zurückkommen. 
Der gesuchte Ort ist daher schließlich durch die Gleichung .\ 



:^9 + 9 



in aj (sin ^-g-^-f sin aj (sin 



Q—Q 



sinaj=-0 



(5) (sin ^— + sinaj (sin^^-^-^ — sin 

lejseichnet (§ 1, (4)). 

Nennt man die Schnittpunkte der positiven Halbstrahlen f, f\ p 
mit der um beschriebenen Einheitskugel (I § 49, 9) jP, F\ P, so 
entspricht der Bewegung des Strahles p eine solche des Punktes P 
auf der Kugel (Fig. 193). Summe oder Differenz der auf größten 
Kreisen gemessenen (kürzesten) Abstände q und q des Punktes P von 
ztcei festen Punkten F und F' bleibt dabei unveränderlich. 

3« Einführung eines KoordinatensystemB. Wir nehmen als 
Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems Oxyz, dessen 
jsfa? -Ebene die Ebene der Geraden /", f ist, und dessen positive jsr-Achse 
den Winkel 2b von f und /" halbiert (Fig. 194). 

Die Richtungskosinus der Strahlen f, f (I § 33, 2) sind dann : 



(6) 



f : sin £, 0, cos £ ; /" : — sin «, 0, cos £ ; < £ < — 

z 



Zur Deutung der Kon- 
stanten a in (3) nehmen 
wir in der i^ar-Ebene zwei 
weitere gerichtete Strah- 
len g, g' {OA, OÄ, Fig. 
194) an, die mit der 
^-Achse je den Winkel 
a bilden und die Rich- 
tungskosinus haben: 



(7) 




^JC 



(8) 



(9) 



g : sincf, 0, cosa; 
: -sin«, 0, cos«. ' y ^^^^ 

Die Richtungskosinus des laufenden Strahles p(OP) seien: 

p: A, /x, v; X*-f- ft*-f v' = 1. 

An Stelle der Winkel « und £ führen wir durch die Gleichungen: 

a . d 



Sin« = 



sm £ = — 
e 
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die Verhältnisse von drei neuen positiven Eonstanten a, d, e em, die 
den Bedingungen entsprechen sollen: 

(10) 0<a<e; 0<d<e. 

Für die Winkel q und q' des Strahles p gegen f und /" ist 
nach (8) und (6) (I § 35, (1)): 

cos 9 = sin fi • X + cos b • v, cos p' — — sin « .• X + cos e • v 
und damit: 

cos Q COfl q' . . , • 9 1 9 I 9 9 

*_ !L =s sin £ • A, cos 9 cos p = — SIU^ € - X^ + COS* 6 • V* 

oder nach (9): 

/- ^ V cos Q — cos o' d . , d* . 9 , «• — <i' 9 

(11) g— ~ == T ^> ^0» ^ ^^S ^ i^ ^ + -~e^--^' 

3« Eine identiBOhe Gleichung. Der die linke Seite von (5) 
bildende Ausdruck: 

(12) S - (sin*^ +~ - «^^* ^) («^^'^S^ - ®"^' ^) 

oder: 

5 _ sin«^ sin*^---?' - (sin»^ "^-^^ + sin«^) sin«« + sin*« 
nimmt infolge der trigonometrischen Formeln: 

. P + p' . P — p' cos Q — COS p' 

sin sin ^^ — ^ = - - . 

2 2 2 ' 

• 9 P + P' I • 9 P — P' 1 — COS (p + P') . i — COS (p — pO 

8in^ ' 4- sm*^^ — - = ^ -— ^ -4 ^^^ — - 

o*" 2 ' 2 2 ' 2 

- COS (p + p') + COS (q — q') -' , 

= 1 -^- ' --^-^ = 1 ~ cos p cos Q 

die Form an: 

o /COS p — C0Sp'\2 . /\ • 9 • • A 

^ =, I g j — (1 — cos (> COS (> ) sm^ a + sin*a. 

Daraus aber wird nach (11) und (9): 

und nach (8): 

^S d'ia'^ e^)X^ + a\e'- cP)v'+ a\a'^ e^)(l^+ ft^+ i/«) 

Sind daher q und q die Winkel^ die ein laufender Strahl 
p=- X, fi, V des Bündels (Fig. 194) mit den beiden festen Strahlen f 
und f einschließt, so ist mit den Bezietmngen (9) identisch: 
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(13) { 

=* e* /sin*^-—-^ — sin* aj (sin* ^~-y^ — ^^^^ ^) ' 

Sind x,y,js die Koordinaten und r der Leitstrahl eines Punktes 
auf dem Strahle X, fi, v, so ist (I § 33, (14)): 

x^rl, y'=^rfi, e^rv] r^^^ a^+ y^+ z^. 

Demnach gut für jeden Punkt x^y^ss des laufenden Strahles p die 
Identität:^) 

= c*(a;« + y> + ««) (sin» a - sin* ^^\ (sin« a - sin» ?-=^) • 



(14) 



4. Fokaleigenschaft des elliptisohen Kegels und des sphäri- 
achen Kegelsohnittes. Die heiden festen Strahlen f und f hahen 
nach (6) in laufenden Punktkoordinaten die Gleichungen: 

(15) a; : y : £f = + sin £ : : cos £ 
oder nach (9): 

(16) ?; _ .._^'.^, = 0, y = 0. 

Infolge der Identität (14) ergibt sich nun (Fig. 194), daß die Glei- 
chung (5) nnd die Gleichung: 

sich gegenseitig hedingen. Dabei können x^ y,z (I § 49, 6) sowohl 
Koordinaten des Strahles im Bündel als des Punktes im Räume be- 
deuten. Mit Rücksicht auf § 54, (1); (11) folgt daher: 

Ber Ort eines Strahles p im Bündel, für den die Summe oder 
Differenz der Winkel, die er mit zwei festen Strahlen f und f bildet, 
den festen Wert ± 2a behält, ist ein elliptischer Kegel mit den Brenn- 
strahlen f und f\ 

Bei jedem elliptisclien Kegel ist die Summe oder Differenz der 
Winkel der laufenden Erzeigenden gegen die beiden Brennlinien un- 
veränderlich?) 

Für den Durchschnitt des Kegels (17) mit der Einheitskugel: 

(18) a? + y^ + z^^l, 

unter x, y, z Punktkoordinaten im Räume gedacht, lauten dieselben 
Sätze: 

''Der Ort eines Punktes P der Kugel, für den die Summe oder 
Differenz der sphärischen Entfernungen von zwei festen Punkten F, F' 
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(Fig. 194) konstant bleibt, ist ein sphärischer KegdschniU (eine sphärische 
Ellipse). 

Bei jeder sphärischen Ellipse ist die Summe oder Differenz der 
sphärischen Entfernungen des laufenden Punktes von den Brennpunkten 
konstant,^) 

5. Verschiedene Lage des Kegels gegen das Achsensystem. 
Bei festem Winkel elO <.€ <y ^^^^ (6)) tann über den Winkel 

afO<a<Y ^^^ (3)) auf doppelte Weise verfügt werden, nämlich 
entweder (vgl. (9)): 

(19) Y > a > f; sin a > sin £; e^>a^> d* 

oder: 

(19') «>a>0; 8in£>sina; c?>a*>0. 

Dementsprechend ist der Kegel (17) nach § 54^ 4 ein aufrechter 
Kegel mit oberem und unterem Mantel oder ein liegender mit rechtem 
und linkem Mantel. 

6. Verteilung der Brennpnnktseigenschaften auf die beiden 
Kegel. Der sphärische Kegelschnitt k, in dem der Kegel (17); (19) 
die Einheitskugel (18) schneidet^ besteht^ den beiden Mänteln des 
Kegels entsprechend, aus einem oberen ABA'W und einem unteren 
Zweig A^B^A^B^', die beide durch die a;y-Ebene getrennt sind (§ 54, 
Fig. 127); der sphärische Kegelschnitt (17); (19^) ebenso aus einem 
rechten ACA^C und einem linken Zweig A^G^A'C^, die beide durch 
die yxr-Ebene getrennt sind (§ 54, Fig. 128). 

Da die größten Kreisbogen 26-=FF\ Q ^ FP, q^F'P, 
n -^ Q ^ F^P, x — Q ^ F(P je < Ä und kürzeste Entfernungen 
ihrer Endpunkte auf der Kugel sind, so ist in den Dreiecken FPF' 
und F^PF; (Fig. 128 und Fig. 194): 

2£<(» + 9', 2£<(ä-(i) + (ä -()'); p'<2f + 9, P<25 + 9' 
oder: 

(20) 2£<p + p'<2;r-2f; (20') < | p -(>';< 2«. 

Ist nun mit (19): 2« < 2a < ä, so ist nach (20'): | p — p' | = 2« 
unmöglich. Ist aber mit (19'): 0<2a<2£ und 2ä — 2^ < 23r — 2a, 
so ist nach (20): p + p'= 2a und 2:;r — 2a unmöglich (§ 1, 4). 

Von den mer Möglichkeiten (4), von denen nach der Identität 
(14j wenigstens eine statthaben muß, bleiben daher für den Kegd 
(17); (19) und (17); (19') bezüglich nur übrig: 

(21) Q + Q^2a oder 2;r - 2a, (21') (i - p' - 2a oder - 2«. 
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Für den größten Wert --- von a (vgl. (19)), a = e nach (9), 

fallen von dem Kegelschnitt (17), (18), (19) der obere nnd nntere 
Zweig in den größten Kreis der xy-Ehene hinein, nnd zugleich ver- 
einigen sich die beiden Möglichkeiten (21) in die eine: 

{22) q + q'^%, 

die somit für diesen Kreis gelten muß. Bei abnehmendem a fällt daher 
die erste Möglichkeit (21) dem oberen, die zweite dem unteren Zweige zu. 

Da andererseits für Punkte P links von der y^er-Ebene Q<iQ 
und rechts Q > Q ist, so kommt dem linken Zweig des Kegelschnittes 
(17), (18), (19') die erste Möglichkeit (21'), dem rechten die zweite zu. 

Di^ vier Möglichkeiten (4): 

(23) (> + (>'== 2a, ^ + ()'= 2;r — 2«; q — Q'=2a, p'— p = 2a, 

die sich auf die sphärischen Abstände q und q des laufenden Punktes 
P von dem rechten und linken oberen Brennpunkt F und F' beaieheny 
kommen also bemglich dem oberen und unteren Zweig des sphärischen 
Kegelschnittes (19) und dem linken und rechten Zweig von (19') jsu. 
Bezeichnen indessen (§54, Fig. 127): 

die Abstände des Punktes P von dem unteren linken und rechten 
Brennpunkt F^ und F^y so können die vier Eigenschaften (23) alle 
in der Sumtnenform, und zwar: 

(24) q + q' ^2a, (>i + pi'==2a; p^ + p' = j7r — 2a, q + q^ =x — 2a 

geschrieben werden. 

Jeder Zweig eines sphärischen Kegelschnittes hat daher die Eigen- 
schaft, daß die Summe der sphärischen Abstände seines laufenden Punktes 
von seinen beiden inneren Brennpunkten gleich seinem größten sphärischen 
Durchmesser ist. Er kann somit, wie die Ellipse in der Ebene, 
mittels eines in den Brennpunkten befestigten und auf der Kugel 
gespannten Fadens beschrieben werden. ^^) 

ni. Kapitel. 

Die Theorie der gebrochenen Fokaldistanzen. 

§ 131. Fokaleigenschaften konjugierter Fokalkegelschnitte. 

1. Die konjugierten Fokalkegelsohnitte. Die in der Ebene 
= liegende Ellipse: 

(1) ^ + y'-i 
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und die in der Ebene y = liegende Hyperbel: 



X' Z' 



(2) -..-f'=l 

haben; wenn zwischen ihren Eonstanten die Beziehung: 

(3) cP^e^+p^O 

besteht, die Eigenschaft, daß die Scheitelpunkte C^, Cq der Ellipse 
(Fig. 195) die Brennpunkte der Hyperbel und die ScheitelpunMe JB<j, Bq 
der Hyperbel die Brennpunkte der Ellipse sind. 

Der eine der beiden ^^konjugierten KegeischnM&' ist durch den 
andern bestimmt.^^) 

Sie sind zugleich die Fokcdkegelscknüte § 55, (9) der Mittelpuukts- 
fläche § 55, (1), die Fokalellipse und Fokalhyperbd, 

2. Entfernung zweier Punkte der konjugierten Fokalkegel- 
sohnitte. Sind C = Xq, y^, und B ^ x^, 0, z^ zwei Punkte der 
Kegelschnitte (1) und (2), also: 

v**; c* ^ /•* "" ' d* fi -^ ^j 

so ist für ihre Entfernung q mit Rücksicht auf (3): 
Q'-SC'^{x,-x,y+y,' + 0,^^ix,-x,y + r^gx,^ + gx,'-r 

_e^-f\2 , d^ + r ,_ _d*x,* e*x^^ ^ 

und somit: 

(5) p = Jic = ±(^'-^). 

Nach (3) und (4) ist: 

(6) d<.e, |a;j|<c, |a:J^d 
und daher: 



= 1- '• 



(7) 



d^ 

e 



<d<e< 






Somit gilt in (5) das positive oder negative Zeichen, je nachdem 
Xj^<0 oder > 0. 

Die absolute Entfernung eines Punktes C ==* a;^, ^q, der Ellipse 
und eines Punktes B =- x^, 0, z^ der Hyperbel ist:^^) 

(8) p==.J5C = ^^^ oder p = J5C=«-^ + ^% 

je nachdem B auf dem reckten (Fig. 195) oder auf dem linken Zweig 
der Hyperbel liegt (vgl. § 4, (35)). 
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3. Winkel der Strecke CB gegen die Tangente der Ellipse. 
Die Richtungskosinus der Strecke CB (Fig. 195) sind (I § 34, (7)): 



a:. 



x„ 



9 



9 



und die der Tangente der Ellipse (1) im Punkte C nach § 13, (5); (6): 



(9) 



— a^ a^ 0' ff = 1 -l/-® -I- ^** 



wobei die Tangente so gerichtet ist^ daß sie den Punkt zur Linken 
laßt (I § 17, (5)). 

Daher ist für den Winkel y zwischen der Strecke CB und der 
Tangente (I § 35, (1)): 



cos y = ■ 

und nach (8): 
(10) 






9 



cos 



y = — - yr oüer cos y = ^ y« ? 



B^x^ox^ 




C^Xo yo o\ 



je nachdem B auf dem rechten (Fig. 195, wo y^ < 0, also y spitz) oder 
auf dem linken Zweig der Hyperbel liegt. Da die Ausdrücke (10) 
Xj^y Zi nicht enthalten, folgt: 

Der Winkel y, den die Streclce 
CB (Fig. 195) mit der Tan- 
gente der Ellipse im Punkte C 
bildet, ist von der Ijoge des 
Punktes B auf demselben Hy- 
perbdeweig unabhängig und gdit 
nur in st — y über, wenn B auf 
den anderen HyperbeUweig über- 
geht; oder, was dasselbe ist: 

Der von einem beliebigen 
Pufhkte C der Ellipse Ober der 
konjugierten Hyperbel errichtete 
Kegd ist ein Rotationskegel, dessen Botoitionsa-chse die Tangente der 
EUipse in C ist; die beiden Zweige der Hyperbel gekoren verschiedenen 
Mänteln des Kegels an (§ 122, 8, III). 

4. Winkel der Strecke BC gegen die Tangente der Hyperbel. 

Die Richtungskosinus der Strecke BC (Fig. 195) sind: 

^0 ; ^1 ^0, i 

9^9^ 9 

Stsndef Flfichen sweiter Ordnung. II. 47 



->^ 



I 
Fig. 195. 
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und die der Tangente der Hyperbel (2) im Punkte B nach § 13^ 

(5); (6): _^ ^ 

(11) -ep^, 0, -«jpjf; p-lil/^r + 77; «-Bign.a;i, 

wobei die Tangente nach abwärts gerichtet (— «i> ^j < Oj ist 

Daher ist für den Winkel ß zwischen der Strecke BC und der 
Tangente: 

und nach (8), wo für ^ = 1 die erste, für fi = — 1 die zweite 
Formel gilt: 



(12) 



C08/3 



e pz^ 



d r 



>jr 



(Fig. 195, wo mit z^>0 ß spitz ist). Da der Ausdruck (12) die 

Koordinaten x^^ y^ nicht enthält, folgt: 

Der Winkel ß, den die Strecke BC (Fig. 195) mit der Tangente 

der Hyperbel im Punkte B bildet, ist von der Lage des Punktes C auf 

der EUipse unabhängig; oder, 
was dasselbe ist: 

Der von einem bdifingen 
Punkte B der Hyperbel über 
der konjugierter^ EUipse errichtete 
Kegel ist ein Botationskegel, 
dessen EotaHonsachse die Tan- 
gente der Hyperbel in B ist; 
die Ellipse gehört dem einen 
Mantel des Kegels an. 

5. Fokaleigensohaft der 
Ellipse in besug auf swei 
ungleichseitige Punkte der 
Hyperbel. Sind (Fig. 196) B^^x^, 0, g^ und B^=>x^, 0, e^ zwei 
feste Punkte der Hyperbel, bezüglich auf dem rechten und linken 
Zweig (ungleichseitig) gelegen, und (7 = :r, ^, ein laufender Punkt 
der Ellipse, so ist nach (8): 




C»xyo'^^B^*XfOx^ 



I 

Flg. 196. 



eXi dx 



und danach: 

(13) 

unabhängig Ton x, y. 



^iC-^-T' -0/^"= 



eXy' , dx^ 
~d' "^T 



B^C+B^'G=^^'^^-''^ 
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I. Die Summe der Entfernungen des laufenden Punktes G der 
EUipse von awei festen ungleichseitigen Punkten B^ und B^ der Hy- 
perbd (Fig. 196) ist unveränderlich.^ 

Die Winkel der Strecken CB^ nnd CB^ gegen die Tangente der 
Ellipse in C haben nach (10) entgegengesetzte Kosinus; ist der eine 
y, so ist der andere x — y. 

Man kann dies noch anders ausdrücken. Sind a^, b^^ c^ und 
a^y b^, c^ die Richtungskosinus der beiden Strecken und ky [i^ v die 
der Tangente, so ist nach (10): 

woraus folgt (I § 35, (9)): 

r. Bie innere Halbierungslinie h des Winkels der Strecken CB^ 
und CB^ steht auf der Tangente t der EUipse in C senkredht (Fig. 196). 

Mit x^ = d, a;/ = — d geht aus (13) die Fokaleigenschaft der 
Ellipse § 1, (9): 

(130 B^G+^;C^2e 

(Fig. 196) und aus Y die Winkel- 
beziehung der Brennstrahlen 
CBq, CBq zur Tangente § 13,4 
hervor. 

6, Fokaleigenschaft der 
. iBllipse in besng auf zwei gleich- 
seitige Punkte der Hyperbel. 
Sind (Fig. 197) B^ = x^, 0, ß^ 
und J5^ == a;2; 0, 0g zwei feste 

Punkte auf demselben (rechten) Yig. 197. 

Zweig der Hyperbel und G^Xy 
y, ein laufender Punkt der Ellipse, so ist nach (8): 




x,oz. 



>JC 



C-S'^t 



\B:r^oz^ 






■yj 7^ C «Cj Qr SC 



BiC—BtC-'^^—'^^ 



und danach: 

(14) „^. „,. ^ 

unabhängig yon x, y. 

n. Die Differenz der Entfernungen des laufenden Punktes G der 
Eüipse von zwei festen gleichseitigen Punkten B^ und B^ der Hyperbel 
(Fig. 197) ist unveränderlich. 

Die Strecken GB^ und GB^ bilden nach (10) mit der Tangente 
der EUipse in G gleiche Winkel y. 

47* 



^ 
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7. Fokaleigeni90haft der Hyperbel in besug auf zwei Punkte 
der EUipse. Sind (Fig. 198) C^^Xi, y^, und Cj = iPg, ^2? ^ ^^^^ 
feste Punkte der Ellipse und B = x^ 0, g ein laufender Punkt der 

jf^x ^/ Hyperbel (des rechten Zweiges), 

so ist nach (8): 








--" ,^y 



C,B = ^- 



C,B^'-^^ 



d 

"5 






>^ und somit: 



A'J^y.0 



I 
I 

Fig. 198. 



C^B-C^B^2d 



(15) C^jB - C, jB = ^ ~3.^ . 

in. Die Differenjs der Ent- 
fernungen des laufenden Punktes 
B der Hyperbel von zwei festen 
Punkten C^ und C^ der Eüipse 
(Fig. 198) ist unveränderlich. 
Die Strecken BC^ und BC^ bilden nach (12) mit der Tangente 
der Hyperbel in B gleiche Winkel ß. 

Für x^ = — e, x^^ e geht aus (15) die Fokaleigenschaft der 
Hyperbel § 1, (10): 

(15') 

hervor. 

8« Gebrochene Entfernungen. Der Satz (13) kann auch in der 
Form ausgedrückt werden: 

z Die gebrochene Entfernung 

B^CB^ zweier ungleichseitiger 
3,'X,oz, Punkte B^ und B^ der Fokal- 
hyperbd über die FokodMipse 
ist unveränderlich (Fig. 196). 

Denkt man sich Ellipse 
und Hyperbel aus dünnem 
glatten Draht hergestellt und 
durch ein geradliniges Draht- 
stück CqBqBqCq mit einander 
fest verbunden und denkt man 
sich die gebrochene Linie 
J8j CB^ als unausdehnbaren 
Faden, der in B^ und B{ befestigt ist und in C frei über die Ellipse 
gleitet, so ist der Faden, da die Resultante der Spannungen der 




>JC 



:c~r 



Fig. 199. 



§ 181, 8—9. 



729 



Stücke CB^ und CB^ nach 5^ I' in die auf t senkreclite Halbierungs- 
linie h fällt, im indiflferenten Gleichgewicht^ und der Gleitpunkt C 
längs der Ellipse verschiebbar (wenigstens auf der vorderen Hälfte 
der Ellipse; der Übergang auf die hintere wird durch das Draht- 
gestell verhindert). 

Insbesondere folgt mit B^ = B^' (x^=^ — d) aus (13): 
Die gd)roehene Entfernung B^CB^ eines beliebigen Punktes 
^1 ^ ^i; 0, 2^ (a?i > 0) der Hyperbel von dem ungleichseitigen Scheitel 
Bq — — (7, 0, der Hyperbel , über die Ellipse hinweg (Fig. 199), ist 
von unveränderlicher Länge: 



(16) 



JBi CB^ 



ex. 



+ e. 



9. . ZuBammengesetote FokaleigenBOhaft der iSUipse und 
Hyperbel. Die Piinkte B^ und G^ haben die Koordinaten: — d, 0, 
und Cj 0, 0. Ist nun C=a?Q, y^, ein Punkt der Ellipse, B'^x^jO,z^ 
ein Punkt des rechten und B = x^\ 0, z^ ein Punkt des linken Hj- 
perbelzweiges (Fig. 200 und 201), so ist nach (8): 





9L:l1^M 



^-r 



B 



$ ' 



Fig. 200. 



Fig. Ml. 



R'C=C+'^*'' 



e 



B'C = e + '^ 



ex^ dx^ 



CB = ^- 



BC,^'-^-d, 



CB -*»' + ^, 

de' 



ex. 



B'C^-'-y+d 



und somit unabhängig von der Lage der Punkte C, B, B* bezüglich 
auf der Ellipse, auf dem rechten und linken Zweige der Hyperbel: 



(17) B^'C+GB-BC\^d + e, B^G - CB + SG^=^ d + e. 
Ebenso ist mit B^ und G^ statt mit B^ und G^ endigend: 

(18) B^ + CB - HC^^d + e, B^C ^C^B + BC^'== d + e. 
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§ 132. Die gebrochenen Fokaldistanzen über die Fokalellipse. 

1 • Die beiden Fokalkegel eines Punktes. Die Yon einem Punkte 
P ^ Xyify des Raumes über dem einen oder andern der beiden Fokal- 
kegelscbnitte § 131^ (1); (2) errichteten Kegel zweiter Ordnung heißen 
nach § 122, 2 die beiden Fokalkegel des Punktes P- 

Sie können als Spezialfälle des 
Berührungskegels von P an eine 
Fläche zweiter Ordnung (§ 70, 4) 
betrachtet werden , da die Fokal- 
kegelschnitte selbst nach § 120^ 4 
als Flächen zweiter Ordnung mit 
einer verschwindenden Halbachse 
entstehen. Indem man daher die 
Gleichung § 70, (22) des Berüh- 
rungskegels an die Fläche § 70, (1) 
mit a\b\c^=^e\f^,0 und d^,0, 
— p auf die Ghrenzflächen § 131,(1); (2) anwendet, ergibt sich: 

Die Gleichungen der beiden Fokalkegd des Punktes P = a;, y, £ 
lauten in laufenden Koordinaten X, F, Z (Fig. 202): 




Fig. 802. 



(1) 

(2) 



ixZ- «AT)' _|_ ^-JYY _ /^ _ ^y 



{xY-yX)^ (BT-yZ) 



0; 



-(Y-yY^O. 



2. Bedingung der BotetionskegeL Für den Kegel (1) ist in der 
Bezeichnung von § 100, 3: 



(3) 



«11 — ^ ; 



yz 

«23 — fiy 



«22 — fi y 
zx 

«81 g-i f 



a 



X 



y* 



88 



— -I- ^- — 1 

e» ^ /•« ^ ' 



a 



12 



= 0. 



Sieht man also Ton dem Falle £r = ab, wo der Kegel in die Doppel- 
ebene Z* = zerfällt, ist er nach § 1 00, (7) ein Rotationskegel immer 
dann und nur dann, wenn entweder: 

(4) . - 0, (-•; - f) (i* - ;;: + 1) - '>* - - f;-; g + f + o - o. 

oder: 

iP) y = 0, (_,--^,+ l)(^,-^^)-- ^^.^^__^_^_^lj«0. 

Der Kegel über der Fokalellipse § 131, (1) isi daher ein Botations- 
kegd, wenn der Punkt P ^ x,y,0 auf der FokaUiyperbd § 131, (2) 
oder auf der imaginären Fokaldlipse der yz-Ebefne § 120, (21) liegt}^) 
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Entsprechendes, gilt für den Kegel (2). Indem wir die imaginäre 
Fokalellipse ausscheiden; heben wir nur hervor^ wie schon § 122, 8, III 
und § 131, 3; 4 bewiesen wurde: 

Der von einem Punkte der Fokcdhyperbd über der FokaleUipse und 
der von einem Punkte der FokäleUipse über der Fokaihffperbel errichr 
tete Kegel ist ein BotaMonskegd, 

3. Die Fokallinien. Eine gemeinsame Transyersale (Trefflinie) 
der beiden Fokalkegelschnitte § 131, (1), (2), wie BC in Fig. 195, soU 
ein Fokalstrahl oder eine Fokallinie genannt werden. 

Durch einen Punkt P des Baumes gehen im allgemeinen vier Fokai- 
linien, nämlich die nach § 122, 6 stets reellen Schnittlinien der beiden 
Fokalkegel des Punktes. 

Liegt jedoch der Punkt P selbst auf einem Fokalkegdschnitt, so 
gehen durch ihn ausnahmsweise cx)^ FokaUinieny seine Verbindungs- 
linien mit dem andern 
Fokalkegelschnitt , die 
nach 2 einen Rotations- 
kegel bilden. 

Im allgemeinen Falle 
(Fig. 203) seien die 
Schnittpunkte der vier 

Fokaüinien fufiffi^f^ 
des Punktes P mit der 
Fokalellipse C^ , Cj , Cj , 
C4 und 7nit der Fokal- 
hyperbd JB^, B^, jBj, B^. 

4« Gebrochene Ent- 
fernungen über die 
Fokalellipse. Die ge- ^ 
brochene Entfernung / 
BCB^ oder (Fig. 199) ' 
BCB^Q eines Punktes B! 
des linken oder eines Punktes B des rechten Zweiges der FokaXhyperbd 
von dem ungleichseitigen Brennpunkt B^ oder B^^ der Fokalellipse, 
aber diese hinweg, ist nach § 131, 8 für aUe Lagen des Knickpunktes C 
dieselbe. Sie ist die indifferente Gleichgewichtslage eines in C über die 
Ellipse gleitenden und in den Endpunkten B^B^ oder BB^q festge- 
haltenen Fadens. 




Flg. 208. 
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Die gebrochene Entfernung: 



(6) 



r = PCB. 



oder 



r' = PCB'. 




eines helidngen Punktes P'=x,y,e des Ranmes von einem Brenn- 
punkte: 

B^=d,0,Q oder B"^ rf,0,0 

(Fig.204) derFokalemp8e§ 131,(1), 
j^ Über diese hinweg, wird im all- 
gemeinen von dem Enickpnnkt 

Pig. 204. ^ ^ ^o; yo7 abhängig sein. 

In Formeln drückt sich diese 
Abhängigkeit in folgender Weise aus: 

(7) ~ ~ ~ 

wobei: 

(8) 

(9) X = CB, =l/(^r^)»T»ö* 
während gleichzeitig: 

(10) 

Nach § 4, (35) ist auch: 
(12) 



r = PC+CBo=(» + r, r'= P6'+ CBo'= p + r', 



gS "T ^.» — A , 



r' = CJBo' = V(a:o + d)^ + yoS 



(11) d'-e^ + Z^^^O. 



r = e X, 



o; 






Dabei sind die beiden voneinander unabhängigen Enickpunkte von r 
und r' in der Bezeichnung (7= ^o> J^o? ^ nicht besonders unterschieden. 

5. Größte und kleinste Werte der gebrochenen Entfernung. 

Während der Enickpnnkt C die ganze Ellipse (10) durchläuft, bleibt 
die gebrochene Entfernung r in (7)^ die Summe der absoluten Ent- 
fernungen Q und r immer endlich und größer als Null. Sie muß also 
wenigstens einmal einen kleinsten und einmal einen größten Wert 
erhalten. 

Die g^ochene Entfernung r = PCBq und ebenso r ==^ PCB^ 
Juxt je wenigstens ein Minimum und ein Maximum. 

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der Minima and 
Maxima. Um die extremen Werte zu bestimmen, betrachten wir r 
als Funktion der unabhängigen Veränderlichen x^y während wir y^ 
durch (10) von x^^ abhängig gemacht denken. Dann ist der erste und 
zweite Diflferentialquotient von y^ nach x^: 
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/13) ^y^ - ^* ^0 ^'^« - ^ ^ 



8 





und zugleicli mit Rücksicht auf (10) und (11): 

Femer ist nach (8) für den ersten und zweiten Differentialquo- 
tienten von q nach x^i 

oder mit Rücksicht auf (14) und (13): 

Der erste und zweite DifiPerentialquotient von r nach Xq wird 
nach (7) mit Benutzung der Darstellung (12) von r und der Formel (15): 

(n\ ^^. ^ ^ -. — = ^.o_-z^ __ /*5o ^0.— y _ ^ 



(18) 



'0 "'-'0 



dx^^ daJo* 



Mit Benutzung der Darstellung (9) yon r und der Formel (15) kann 
man den ersteren auch in der Form annehmen: 

/1Q\ dr (x^ — x , x^ — d \ f*x^/ y^ — y , y^\ 

Die Werte Ton Xq, für die ein extremer Wert von r eintritt, 

müssen nun der Gleichung: 

dr 



dxQ 



=:0 



genügen. Für einen solchen Wert von Xq ist aber nach (17): 

dg d 

dxQ e 

und daher nach (18) und (16): 

(20) fr^^.^-A-^- 

^ ^ d^o 9 « yo y© 

Hiemach tritt bei reellen ^07^0 ^^ allgemeinen (jf + O, jfo'^O) auch 
wirklich ein Minimum oder Maximum ein und zwar jenes oder dieses, 
jenachdem yo^^^ V gleiches oder verschiedenes Vorzeichen haben. 

Die entsprechenden Formeln für / gehen nach (9) und (12) durch 
Umkehr des Vorzeichens von d hervor. 

Die gd^ochene Entfernung r oder / in (6), (7) hat immer dann 
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imd nur dann einen extremen Wert, wenn der Knickpunkt C = Xq, y^, 
nAen (10) der Bedingung genügt: 

(21) |j- = oder (21-) |^ = 0, 

und zwar ist sie dann ein Minimum oder ein Maximum ^ jenachdem 
C in hemg auf die ex- Ebene mit P gleichseitig oder u/ngleidisettig liegt. 

7« Gteometrische Bedentnng der Bedingung (21). Die Bedin- 
gung (21) wird mit Einsetzung Ton (19): 

(22) _^..(^ + ^)+^^(i^' + «--^) = 0. 
Da nun nach § 131, (9): 

bezüglich die Richtungskosinus der Tangente der Ellipse § 131, (1) in 
(^ = ^oy Voy und der Strecken CP und CB^^ (I § 34, (7)) sind, so 
bedeutet die Gleichung (22) (I § 35, (9)): 

Die gebrochene Entfernung r oder r in (6) hat für solche Lagen 
des Knickpunktes C auf der Fokalellipse einen extremen Wert, wo die 
innere Halbierungslinie der Strecken CP und CBq oder CBq auf der 
Tangente der Ellipse in C senkrecht steht oder, was dasselbe ist, die 
Winkel der beiden Strecken gegen die gerichtete Tangente sidh zu x 
ergänzen (Fig. 196). 

Die gebrochene Entfernung bildet dann zugleich die Gleichge- 
wichtslage eines Fadens, der in C über die Ellipse gleitet und in P 
und Bq oder Bq festgehalten wird, und zwar eine stabile für ein 
Minimum und eine labile für ein Maximum (eine indifferente für den 
in 4, 1. Absatz, erwähnten Ausnahmefall P ^^ B' bei r und P =^ B 
bei /). 

8. Die Anfangsstücke der Maxima und Minima als Fokallinien. 
Bildet die Strecke CBq eines extremen Wertes der gebrochenen Ent- 
fernung r == PCBq mit der gerichteten Tangente der Fokalellipse in 
C einen Winkel y, so bildet nach 7 die Strecke CP mit dieser Tan- 
gente den Winkel jr — y. 

Da aber die erstere Strecke den Punkt Bq enthält, gehört sie 
nach 2 dem einen Mantel des von C über der Fokalhyperbel errich- 
teten Drehpngskegels an. Dieser Mantel ist daher der Ort aller von 
C ausgehenden Halbstrahlen, die den Winkel y mit der Tangente 
bilden, während der andere Mantel ebenso der Ort aller Halbstrahlen 
mit dem Winkel 7t — y ist. Somit gehört die Strecke CP diesem 
andern Mantel an, die unbegrenzte Gerade PC aber überhaupt dem 
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von C über der Fokalhyperbel errichteten Drehungskegel. Sie ist 
daher nach 3 eine Fokallinie des Punktes P. 

Die g^ochene Entfernung r = PCBq oder r -= PCB^ ist ein 
Maximum oder Minimum, wenn ihr Anfangsstück PC in eine der vier 
FokaUinien des Punktes P fäUt und die Strecken CP und CB^ oder 
CBq verschiedenen Mänteln des von C über der Fokalhyperhd errich- 
teten Drehungskegels angehören. 

9. Das 2u einer FokaUinie gehörig^e Maximum oder Miniimim 
Umgekehrt gibt jede der vier Fokallinien des Punktes P immer ent- 
weder ein Maximum oder ein Minimum Ton r oder von r. Denn 
ist C ihr Schnittpunkt mit der Fokalellipse^ so gehört die Strecke 
CP nach 3 dem ei^en Mantel des von C über der Fokalhyperbel 
errichteten Kegels an, dessen erzeugende Halbstrahlen etwa den Winkel 
y mit der Tangente der Ellipse in C bilden mögen. Die Strecken 
CBq und CB^ gehören verschiedenen Mänteln desselben Kegels an, 
so daß die eine den Winkel y, die andere den Winkel 7t — y mit der 
Tangente bildet. Eine von beiden gibt also, an PC angesetzt, eine 
gebrochene Entfernung, die der Bedingung (22) entspricht. Also: 

Zu jeder der vier Fokallinien des Punktes P gehört entweder ein 
Maximum oder ein Minimum der gebrochenen Entfernung r oder r in (6). 

10. Die Tier gebroohenen Fokaldistanzen eines Punktes. Da 
aber nach 5 r und r wenigstens je ein Maximum und ein Minimum 
haben, so muß zu jeder der vier FokaUinien je ein solches gehören, 
und kann es nicht mehr als je eines für r und für r' geben. 

Jede der beiden gebrocJienen Entfernungen r = PCBq und r = PCBq 
des Punktes P von einem Brennpunkt Bq oder Bq der FokaMlipse über 
diese hinweg (Fig. 204) hat ein Minimum r^ und r( und ein Maxi- 
mum rj und fg', und zwar ist (Fig. 205): 

(23) r,^PC,BQ, r,= PC,BQ', r,'^PC,BQ, t^^PC^Bq, 

wo C^yC^yC^, C^ die Schnittpunkte der vier Fokallinien des Punktes P 
mit der Fokäldlipse in bestimmter Anordnung (vgl. 11) bedeuten. 

Wir nennen ^1,^2, ^/, r^' die vier gebrochenen Fokaldistanzen des 
Punktes P über die Fokäldlipse.^) 

11. Lage der Punkte B^, C^ auf der FokaUinie /).. Nach 6 
liegen in bezog auf die Ebene der Fokalhyperbel C^ und Cj, die 
Knickpunkte der Minima, mit P gleichseitig, dagegen Q und (7^, die 
Knickpunkte der Maxima, ungleichseitig. Da aber der Schnittpunkt 
einer FokaUinie mit der ^ero;- Ebene zugleich ihr Schnittpunkt mit der 
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Fokalhyperbel sein muß, so folgt: Ist B^ (i = 1, 2, 3, 4) der Schnitt- 
punkt der Fokallinie PC^ mit der Fokalhyperbel; so liegen B^ und 
i?j außerhalb der Strecken PG^ und PC,, dagegen B^ und B^ inner- 
halb der Strecken PC^ und 
PC^ (Fig. 205). 

Die beiden Strecken 
C^P und C^B^ von r^ ge- 
hören nach 8 verschiedenen 
Mänteln des von C^ über 
der Fokalhyperbel errich- 
teten Kegels an, die eine 
dem linken, auf dem der 
links Hyperbel zweig liegt, 
die andere dem rechten. 
Dasselbe gilt von den bei- 
den Strecken G^P und 
C,B^,C^PmuAC^B^,G^P 
und G^B^. 

B^ liegt außerhalb der 




Fig. 206. 



\ 

\ \ 
\\ 

\ » 

Strecke PC\, so daß die 
Folge der drei Punkte PG^B^ (Fig. 205) oder B^PC^ ist. Da nun 
G^B^ dem rechten Mantel des von G^ über der Fokalhyperbel er- 
richteten Kegels angehört, gehört C^P dem linken an. Daher muß 
B^ bei der Folge PC^B^ auf dem rechten, bei der Folge B^PC^ auf 
dem linken Hyperbelzweig liegen. 

-B, liegt innerhalb der Strecke PCg. Da nun G^B^ in Bq den 
rechten Hyperbelzweig trifiFt, muß B^ auf dem linken liegen. 

Entsprechendes gilt für B^ und P^. Bezeichnen wir daher all- 
gemein Punkte des rechten Hyperbelzweiges mit P, des linken mit 
P', so ergibt sich: 

Die Lage der Schnittpunkte der vier Fokallinien des Punktes P 
mit der Fokalellipse und Fokalhyperbel ist durch die Folgen begeiditiet 
(Fig. 203): 

/i = PC?,P, oder B,'PG^, U = -P^s'C,, 
U - PG,B,' oder B,PG,, f^ « PB,G^. 



(24) 



Dadurch ist auch die Benennung der vier Fokallinien mit fi^ffy 
fs) fi und die Verteilung der Minima und Maxima (23) auf sie be- 
stimmt. 

12. Ungleichung für die gebrochenen Fokaldistansen. Infolge 
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der in 10 eingeführten Bezeichnung der größten und kleinsten Werte 

ist zunächst: 

(25) r^>ri, r^>r^^ 

Femer ist in dem räumlichen Viereck G^FG^B^G^ (Fig. 205) die 
Summe von drei Seiten größer als die vierte (in Fig. 205 nicht 
ausdrücklich gezeichnete), also: 



AddieiH; man zu dieser Ungleichung die aus der Fokaleigenschaft der 
Ellipse § 1, (9) folgende Gleichung: . 

C^5ö+CiJ5o'=2e, 

so ergibt sich mit Weghebung von C^B^i 

PC[+ C,B, + PC~ + C~B^ > 2e 

oder nach (23): 

ri + r/>2e. 

Schreibt man diese Ungleichung in der Form: 

2(^i + n')-4e>0 

und addiert beiderseits r, + ^j'— ^i — ^i', so folgt: 

(26) r, + <+ ri + r/- 4c >r^ + r^-r^ - n'. 

Endlich ist die Summe der beiden nach (25) positiven Größen r^ — r^ 
und r^' — r{ größer als der absolute Wert ihrer Differenz: 

(27) (r,-r,) + (r,'-<)>|(r,-r0-(r,'-O|. 
Durch Verbindung von (26) und (27) folgt daher: 

Zwischen den vier gebrochenen Fokaldistanzen (23) eines beliebigen 
Punktes P bestehen die Ungleichungen: 

(28) r^ + r/ + ^i + r/— 4e > r, + r/ — r^ — r/> |r, — r^'—rj + r/|, 

wo der Einschluß des dritten Ausdruckes in Vertikcdstriche dessen äb- 
scluten Wert bezeichnet. 



§ 133. Gebrochene Distanzen über Fokalellipse und Fokalhyperbel. 

1. Distanzdifferenzen über die Fokalellipse. Wenn man statt 
der extremen Werte der Summen § 132, (7) die extremen Werte der 
Differenzen: 



(1) m PC+CB^ Q + x, rn PC + GB^^- q + z 

sucht, so hat man die Entwicklungen § 132, 6 — 10 im wesentlichen 
zu wiederholen, nur mit umgekehrtem Vorzeichen von q. 
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Die Gleichung § 132, (22) gibt mit dieser Änderung den Satz 

a§35,(9)): 

Die Differenz m oder m hcU für solche Lagen des Knickpunktes G 

a/irf der FokcUdlipse einen extremen Wert, wo die äußere Halbierungs- 
linie der Strecken CP und CB^ oder CBq auf der Tangente in C 
senkrecht steht oder, was dasselbe ist, die Winkel der beiden Strecken 
gegen die gerichtete Tangente gleich sind (§ 132, 7). 

Hieran schließt sich, wie § 132, 8 die weitere Folgerung: 
Die Differenz m oder m' ist ein Maximum oder Minimum, wenn 
das Anfangsstück PC in eifie der vier Fokallinien des Punktes P fattt 
und die Strecken CP und CB^ oder CBq demselben Mantel des von 
C über der Fokalhyperbd errichteten Drehungskegels angehören. 

Die Differenz m hat daher, wie in § 132, 9 — 10, ein Minimum m^ 
und ein Maximum m^ und die Differenz m' ein Minimum m^ und 
em Maximum m^\ und zu jeder FokaUinie gehört einer der extremen 
Werte m^, w,, m^, fw/. 

2. Beziehung zwischen den extremen Werten der Differenz 
und der Summe. Für alle Punkte C der Fokalellipse § 131, (1) ist 

nach § 1, (9): 

(2) CB^-^CB^^2e 

und daher auch bei beliebigem P: 



(3) 



( (PC + CB,) + (- PC + CB^) = r + m' = 2e, 



\ {PC + GB^) + (- PC + CBo) = r + w - 2c . 

Für einen Punkt C, für den r oder r (vgl. § 132, (7)) ein Minimum 
ist, ist daher m' oder m ein Maximum und umgekehrt. Während 
daher nach § 132, (23): 



(4) 



r^ = PG^ + G^Bq, rg = PG^ + G^B^, 



r^^PG^ + G^B^, r,' = PG, + C,B^\ 
ist gegenwärtig (Fig. 205): 



... lm,^^PC,+ C,B,, m,^^PC, + C,B„ 

^ ^ \ m/= - PC^ + C,B;, m/- - PC; + C,B,\ 

Femer stehen die extremen Werte der Summen und die der Differeneen 
in der Beziehung: 

(6) ri + n?,' «=• r, + m/ === r/ + m^ =- r,' + ^Wj « 2e, 

8. DlBtanzsummen tind Distanzdifferenzen über die Fokal- 
hyperbel. Für die Summen § 132, (7) und die Differenzen § 133, (1) 
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war der Anfangspunkt P ein beliebiger fester Punkt des Raumes^ 
der Endpunkt B^, B^ ein Brennpunkt der Fokalellipse und der Knick- 
punkt C ein laufender Punkt der FokaleUipse.' 
Wir betrachten jetzt die Summen: 



(7) s^PB+BCo, s'^PB + BG^' 

und die Differenzen: 



(8) n^-PB + BC^, vi PB+BC^, 

wo der Anfangspunkt P derselbe feste Punkt wie vorhin, der End- 
punkt Gq, Gq ein Brennpunkt der Fokalhyperbel und der Knickpunkt 
B ein laufender Punkt der Fokalhyperbel ist, und suchen wieder die 
Maxima und Minima der vier Größen (7) und (8). 

Wir haben dann in den Entwicklungen § 132, 6 — 10 e und d, 
y und Zy p und — /"* zu vertauschen (§131, (1); (2)) und erhalten als 
Bedeutung der danach veränderten Gleichung § 132, (22) entsprechend 
§ 132,8 und § 133,1: 

Die Summe s{s) und die Differenz nifiT) ist ein Maximum oder 
Minimum^ wenn das Änfangsstück PB in eine der vier FokaUinien 
des Punktes P faUt, und die Strecken BP und BCq{BGq) für die 
Summe verschiedenen Mänteln, für die Differenz demselben Mantel des 
von B über der FokaMlipse errichteten Drehungskegels angehören. 

4. Anzahl und Verteilung der extremen Werte. Die Summen 
r, r und die Differenzen w, m' mit auf der FokaMlipse laufendem 
Enickpunkt G hatten im Ganzen a^ht extreme Werte (4); (5), von denen 
jsni jeder FokaUinie je ein extremer Summenwert und ein extremer Diffe- 
renzwert gehörte. 

Auch die Summen s, s' und die Differenzen n, n mit auf der 
Fokalhyperbel laufendem Knickpunkt B haben im Ganzen acht extreme 
Werte, da jede der vier Fokallinien, in die die Anfangsstücke PB 
der extremen Werte fallen müssen (§ 132, Fig. 203), von B nach C^^ 
oder Gq fortgesetzt werden kann, und jede solche Fortsetzung einen 
extremen Wert entweder von s, s' oder », n ergibt. 

Es wird sich nun zeigen, daß hier, anders wie bei der Ellipse, 
zu zwei FokaUinien je zwei extreme Summenwerte und zu den zwei 
andern FokaUinien je zwei extreme Differenzwerte gehören. 

Der Grund für diesen Unterschied liegt in der Verschiedenheit 
der Fokaleigenschaft der Ellipse, die in der Formel (2) ausgesprochen 
ist, und der der Hyperbel, die in die Formeln (§ 1, 8): 



(9) J5Co'-5Co = 2rf, B'G^-B'C^'^2d 
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zerföUt^ wenn B den laufenden Punkt des rechten und B' den des 
linken Hyperbelzweiges bezeiclinet. Infolge hiervon ist bei beliebigem P: 



(10) 



(11) 



{FB + BC^) - {TB + BC^ = 2d, 
{PB' + B%) ~ {PB' + ^'CoÖ = 2d, 



(~ BB + 5Co') - (- P5 + i?Co) = 2rf, 



(~ PJ5' + P'Co) - (- P5' + iJ'Co') - 2d. 

5. Minima der Diatansstinunen über die Fokalhyperbel. Je 

zwei der vier Summen auf den linken Seiten von (10) haben also 
gleichzeitig kleinste und gleichzeitig größte Werte. Sie können aber 
solche nur haben ^ wenn (Fig. 203) die Anfangsstücke in eine der 
beiden Fokallinien /g = PB^C^ oder f^= PB^C^ fallen, da dann die 
Strecken P^'P und P/Cq oder P/Cq', bezüglich B^P und P^Co oder 
B^G^ verschiedenen Mänteln des von P,', bezüglich P^ über der 
Fokalellipse errichteten Drehungskegels angehören, während Ent- 
sprechendes bei /i und /Jj (§ 132, (24)) nicht der Fall ist. Da über- 
dies (§ 132, (24)) P und P/, wie P und P^, auf gleicher Seite der 
a:y-Ebene liegen, so handelt es sich nach § 132, 6 (in Formel (20) 
daselbst e und d, y und Zy f* und — /'* vertauscht) um Minima. 
Es gibt daher in: 



^^''^ l s.'^'PB.'+B^'Co, s.'^'PB.+B^C,' 

(Fig. 203) bezüglich ein Minimum der gebrochenen Entfernung des 
Punktes P von dem rechten und linken Brennpunkt der Hyperbel, je 
entweder über den gleichnamigen (Sj.,Si') oder über den ungleichnamigen 
Zweig (s^, «2 ) derselben hinweg. Zugleich ist: 

(13) Sg — s^ = s^' — «1 = 2d, 

6. Maxinia und Minima der DiBtansdifferensen über die Fokal- 
hyperbel. Je zwei der vier DiflFerenzen in (11) haben ebenfalls gleich- 
zeitig kleinste und gleichzeitig größte Werte. Ihre Anfangsstücke 
fallen alsdann in die beiden noch übrigen Fokallinien /i und /g. Da 
Formel § 132, (20) hier mit Vertauschung von e und d, y und ss, 
P und — /* und mit umgekehrtem Vorzeichen von q anzuwenden ist, 
findet ein Minimum oder ein Maximum statt, je nachdem der Knick- 
punkt B^{B^) oder B^{B^') in bezug auf die rcy- Ebene mit P un- 
gleichseitig oder gleichseitig liegt. 

Daher sind für f^ ^ Pfi Pi (§ 132, (24)) die DiflFerenzen - PB^ 
+ B^Gq und -PB^+B,C^' und für f^^PC^B^ die Differenzen 
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— PB^ + B^C^ und - TB^ + B^'C^ sämtlich Minima;^r /; - B^PC^ 
die Differenzen - PB^' + B^C^ j^A -^PB^'+B/Cq nnd für 
U^B^PC^ die Differenzen - PB^+ Bj,C^ und ~ PJB, + -^C^ 
samtlich Maxima. 

Um nun eine für alle FäUe gültige Abzahlung der Maxima und 
Minima von n und 7% zu erreichen^ ersetzen wir die Definitionen (8) 
du/rch die Doppeldefinitionen: 



(14) 



n 



PB - Bä 



0} 



n — 



PB'-B'Ca, 
- PB + BC,\ 



Od, 




Geht nämlich der Enickpunkt B durch das Unendliche hindurch von 
einem Hyperbelzweig auf den andern über, so wechselt die Differenz n 
in (8) ihr Vorzeichen. Denn entfernt. sich (Fig. 206, gezeichnet in 
der Ebene der beiden durch P und 
Oq zu der betreffenden Asymptote 
der Fokalhyperbel gezogenen Paral- 
lelen) B auf dem rechten Zweige 
als JBoo unendlich weit nach oben, 
so werden die Strecken PB und 
jBCq parallel und wird die Diffe- / 

renz - P^« + B~C^ = C^, wenn . / 
Q der Fußpunkt des von P auf ^ / 
die zweite Strecke gefällten Perpen- 
dikels ist. Erscheint dagegen B auf 
dem linken Zweig unten als jB«, 

so wird - P^ + JBjCo PD^ ^, wenn D^ der Fußpunkt 

des von G^ auf die erste Strecke gefällten Perpendikels ist. Beim 
Übergang des Enickpunktes von dem rechten Zweig {B) auf den 
Unken (£') geht also die Differenz PB-BG^ stetig in - PB'+ B% 
über. Die durch die Doppdformeln (14) definierten Differenzen n und 
n bleiben daher, wahrend B, B' die ganze Fokalhyperbel dxirchläuft, 
immer endlich und stetig und haben daher je ein Minimum n^ und «/ 
und je ein Maximum n^ und n^. 

Diese Minima und Maxima sind aber nach der eben gegebenen 
Bestimmung der Minima und Maxima tob (8) die folgenden: 



/ 



/ 



Flg. 206 



(15) 



für /i = pc^ B^ : < — PA + A c;; 



n. 



PB^ — Bj Cy,; 



-PB,' + B,'C,', 



Wr /i = B/ PCi : »»,' = PB,' - B^ C«', n, ■■ 

für /j - PC,B,': n, = -JB/+B,'C„ <= P^^ .^^ 

für /i - ^PC, : «j = PB, - ÄCo, < 



Staade, Fl&chen iweiter Ordnang. II. 



- PP, + P,Co'- 

18 
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Danach gehört m f^ stets das Minimum von n und das Maxi- 
mum von n, zu f^ stets das Minimum von n und das Maximum von n\ 
Dabei ist mit Bücksicht auf (11) immer: 

(16) «1 + V = **i + w, = 2(i. 

7. Beziehtuig der gebrochenen Distanzen über die Hyx>erbel 
zu denen über die Ellipse. Zwischen den Strecken auf den einzelnen 
Fokallinien gelten mit Bücksicht auf § 132, (24) die Beziehungen : 



für /; = P(7,5i: B^C^ - PB^ -PG^, 
(17) i für /; = B^'PC,: B\% = PB^' + PC^-, 

für /i = P5/C,: B^^ = PQ - P^'; 



für f, =» PC,B,': B^Gj « PB^- PC,, 
(18) { für /i « B,PC,: B^^~PB^ + PC,-, 

für /; = PB^C^: B^C^ « PC^ - PB^. 

Setzt man nun für BC und BlJ in § 131, (18) die Werte (17) 
und in § 131, (17) die Werte (18) hier, so ergibt sich: 



B^C,'-PB,+PC,+B,C^'^d+e, B,C, + PB,'+PC,^B,'C^'^d+e', 

B^, + P^ - PB^-B^C^= d + e; 



B,'C,-^PB,'+PC,+B,'Co^d + e, B^G,+PB,+ PG,-B,C^^d+e^ 

BjC^ + PC^- PB^ - B^Gq - d + e. 

Hieraus folgt aber mit den Bezeichnungen (4), (12), (15): 

Die gebrochenen Distanzen r^, r^,'r^y r^ über die FokaleUipse stehen 
zu den gebrochenen Distanzen s^, s/, w,, n/ über die Fohühyperbel in 
der Beziehung: 

(19) ri + Wi'^rjj — s/ = ri' + ni = rg'— Sj = (i + e. 

Zuzüglich der Formeln (6), (13), (16) sind damit alle sechzehn 
extremen Werte gebrochener Distanzen über Ellipse und Hyperbel 
auf ^1,^2, r/, r^ zurückgeführt. Man kann die Beziehungen folgender- 
maßen zusammenfassen: 



(20) 



auf /i : r^ — e = e — m^'= rf — w/^ w, — rf; 

auf fi' r^ — e ^ e — w«/ = d + 5/ = 5^ — rf; 

auf /"g : e — r/ -=» ^2 — e = w^ — ti = d — w,'; 

auf ^ : e — rg' = m^ — e = — rf -— s^ =» d — - s^' • 

8. Die vier gebrochenen Haupt-Fokaldistanzen eines Punktes. 
Unter den vier gebrochenen Fokaldistanzen in bezug auf die Fokal' 
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eUipse (§ 132, (23)) sind r^ und r^' Minima und r, und r,' Maxima. 
Die letzteren kann man nach (19) durch die Formeln: 

(21) r^^8^'+d+e, r^'^s, + d + e 

auf zwei gebrochene Fokaldistanzen in bezug auf die Fokalhtfperbel 
zurückfahren, die nach (12) ebenfalls Minima sind. 

Es sind dann (Fig. 207): 

(22) r,^PG,B, und r.'^PG^B^ 

die hürjsestm Entfernungen des Punktes P von dem rechten und linken 
Brennpunkt der FokaleUipse über die Fokaldlipse und: 

(23) 5i « PB^C^ und s/ ^ PB^C^ 

die kürzesten Entfernungen von \ / 

dem rechten und linken Brenn- \ c' ^.-^-/ 

punkt der FdkaLhyperhd je über \Bz -;,^^-'-*^^^^'--- -y^- HkV^ 

den gleichnamigen Zweig der Cl^;>^^C^^^ 
FokaXhyperbd, (^i^p^-^v^ 

Sie sind alle vier stabile 7 

Gleichgewichtslagen eines Fadens, 
der in dem betreffenden Brenn- 
punkt befestigt ist, über den 
entsprechenden Fokalkegekchnitt frei gleitet und im Pimkte P ge- 
spannt gehalten wird. Sie heißen Hauptfokaldistanzen, 

9. Symmetrie in besng auf die y£r-Ebene. Aus der Symmetrie 
der Fokalkegelschnitte in bezug auf die yjer- Ebene folgt: Ist von zwei 
Punkten, P = x^y^z und P =* — rc, y, je?, der eine das Spiegelbild des 
andern in bezug auf die y£r-Ebene, so sind die in B^ und C^ endigen- 
den Hauptfokaldistanzen der einen auch die Spiegelbilder der in B^ 
und Cq' endigenden der andern, also auch entsprechend gleich groß. 

Für einen Puukt der ya-Ebene selbst ist: 

(24) r^ - r/ s, = s/. 

Liegt P rechts von der y^er- Ebene, so ist die kürzeste Entfernung 
r^ Ton dem näheren Brennpunkt Bq kleiner als die kürzeste Entfer- 
nung r/ von dem ferneren Bq, ebenso s^ < s^. Allgemein ist daher: 

(25) r^ < r/, Sj < s/ oder r^ > r/, s^ > s^, 
beziehungsweise nach (21): 

(26) rj < r/, r,' < r, oder r^ > r/, r,' > r^, 

jenachdem P rechts oder links von der yz -Ebene liegt. 

48* 
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§ 134 Die Fokaleigensohaften der Hittelpunktsflaolien. 

1. Gleichungen der Eniokpunkte der gebrochenen Fokal- 
distansen. Die Bestimmung der vier Fokallinien eines Punktes P 
fuhrt algebraisch auf eine biquadratisdie Gleichung, Denn entweder hat 
man die vier Schnittlinien zweier Kegel zweiter Ordnung (§ 132, (1), (2)) 
zu ermitteln oder die vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, näm- 
lich die Schnittpunkte B^ der Fokalhyperbel mit der Zentralprojektion 
der Fokalellipse von P auf die «ro;- Ebene oder die Schnittpunkte C^ 
der FokcdeUipse mit der Zentralprqjektion der Fokdlhyperbel von P auf 
die xy-Ebene (Fig. 203).*»«) 

Die Punkte (7|<= x^y y^^ sind nach § 132, 10 zugleich die Knick- 
punkte der vier gebrochenen Fokaldistanzen r^,r^y r/, r/ über die Fokal- 
ellipse, also diejenigen, für welche die gebrochenen Entfernungen 
(§ 132, (7); (12); («)): 

(1) r^Q + e-^ oder (1') r' ^ q + e +^^ 

mit: 



(2) ^^yix,^^y + ^y^^yf-^,i 

einen extremen Wert erhalten. Nach § 132, (10); (21), (21') und (17) 
genügen diese Knickpunkte den Bedingungen: 

(3) ?^* + ^*-l oder V-^V + yo* = r 

und: 

(4) - c*yo(^o - ^) + r^o (yo - y) + ^^y^Q == 0, 

(40 - ^y^{x^ -'X)+f^ x^{y^ - y) - dey^Q = . 

Macht man die Gleichungen (4) und (4') durch Multiplikation rational 
und setzt den Wert (2) für q^ ein, so vereinigen sie sich zu: 

eine Gleichung, die sich unter Benutzung von (3) und § 132, (1 1) auf 
die Form bringen läßt: 

oder : 

Diese Gleichung, die mit X = o^o, r= yo; ^==0 aus § 182,(2) 
heryorgeht, stellt daher in der Tat die Zentralprojektion der Fokal' 
hyperbd von P = x,yj z auf die Ebene der Fokalellipse in laufenden 
Koordinaten Xq, y^ dar. Aus (3) und (5) wären die vier Punkte 
C^=- ajo, y^, zu bestimmen. 
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Die Gleichungen sind überdies vom Vorzeichen von q unabhängig, 
wie denn die Maxima und Minima der Differenzen m^ m' in § 133, (1) 
dieselben Sjiickpunkte haben, wie die Summen r, r, 

2. Gleichung der gebrochenen Foksidistansen. Mit der Be- 
stimmung der Tier Punkte ^^^^^o^^o^^ ^^^ ^^^^ ^® entsprechen- 
den Werte von r und r , also r^, r, und r/, r,' in § 132, (23) bestimmt 
Man hat nur die Werte x^, y^, jenachdem sie der Gleichung (4) oder 
(4') genügen, in (1) oder (1') einzusetzen. Es sind femer auch die 
Tier Fokallinien f.^ PCf und deren Schnittpunkte B^ mit der Ebene 
y ^ durch die Punkte C^ bestimmt. 

Statt indessen auf diese Weise alle unbekannten Bestandteile der 
gebrochenen Fokaldistauzen auf die hiquadratische Gleichung der SchniU- 
pufJäe der Kegelschnitte (3) und (5) zurückzuführen, wollen wir un- 
mittelbar eine Gleichung für r, r^, r^', r^ selbst herstellen und auf 
diese die übrigen Unbekannten zurückführen.^^) Die herzustellende 
Gleichung ist ebenfaUs vom vierten Grade. Wir nennen sie die higuor 
draiische Gleichung der gebrochenen Fokaldistaneen. Um sie zu erhalten, 
eliminieren wir a?o, y© *^^ (1); (3)? (4) und aus (1'), (3), (4^). 

3. Ableitung der biquadratisohen Gleichung der gebrochenen 
Fokaldistanzen. Nach § 132, (11) kann man die Gleichungen (4) in 
der Form schreiben: 

(6) e^yoX - f^x^y — d^x^y^ + dey^Q « 0, 
(60 e\x — f^x^y - d^x^y^ - dey^Q = . 
Durch Elimination von q aus (1) und (6) folgt nun: 

e^y^x - px^y - d^x^y^ + dey^{r - e + -^) =- 0, 

oder: 

(7) {rf(r-e) + ca;}^-/-yf = 0, (7-) {d(e_r') + ««}^«-/-y-*'-0. 

Führt man jetzt für r — e und e — r' die gemeinsame Bezeich- 
nung AI ein: 

(8) ^^'V'"^' 

so laufen die Gleichungen (7) und (7') in die eine zusammen: 

(9) (4rf<4-6a;)^-/-y5i-0, 
während (1) und (V) die Form erhalten: 

(10) 4< + ^-(»-0, (10-) 4< + ^ + p-0, 
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oder zusammengefaßt and mit Einsetzung des Wertes (2): 

Die Entwicklung dieser Gleichung gibt mit Rücksicht auf (3): 

;s» + y«+^«_2a?a:o-2yyo + /«-16<»-8^-0. 

Mit Hinzunahme von (9) hat man daher zwei lineare Gleichungen 
fOr Xq und y^- 

Uidt + ex) ^ + fy^ - '^*jtyl±^l±r _ 8^.^ 

deren Auflösimgen nach x^ und y^ werden: 

f {(4dt + ex)' + ry*)^- i^dt + ex) j?^±^t?!±/! _ 8<»j, 
(12) I 

\[(4dt + exy + r9'}^-f9['^-^p^^- -8^]. 

Durch Quadrieren und Addieren geht hieraus hervor mit Rück- 
sicht auf (3): 

oder: 

64f* -8(x^ + y^ + g' + f^ + 2cP)fl - Sdext 

+ i{(^ + y' + ^* + ry - 4e»a:^- 4fY] - 0. 

Mit Hinblick auf (8) folgt daher: 

Sind r^, r^, r^', r^ die vier gebrochenen Fokaldistanzen eines Punktes 
P ^ x,y,z über die FokaieUipse, so genügen die Differenzen: 

{^iö) l^ j , h^'Y ' 1 4 ' ^ 4^' 

der „biquadratischen Gleichung der gebrochenefi Fokaldistaneen" : 

(14) <* - i (ä:* + y* + ;er» + (? + e^)fi ~ ^deic^ 

+ 8^6 {(^* +y' + ^'+ ry - 4te'^' - ^rf] - o. 

4. Andere WnrEeln der Gleichnng (14). Da die Gleichungen 

(10) und (10') zusammengefaßt wurden, hängt die Gleichung (14) 

nicht vom Vorzeichen von q ab, wie ihr denn auch nach § 133, (20) 

die Differenzen: 

Wj — € Wj — e e — w/ e — iw,' 

4 ' 4 ' ~'4 ' 4~' 

genügen. 

Die Gleichung (14) bleibt ungeändert bei Yertauschung von d 
und e, y und z, p und —p. Sie gehört also in gleicher Weise zur 
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FoJcalhyperhd wie zur FohcdeUipse § 131, (1); (2). In der Tat genügen 
ihr nach § 133, (20) auch die mit den gebrochenen Fokaldistanzen 
über die Folcalhyperbd gebildeten Differenzen: 

d-f-5j d — s,' <i + *, 8^ — d d — »ij' Wj — d tij — d d — «,' 
— —4 = 4 > 4 =* ~ ~4 ? 4 =" ~"4 ; 4 **= 4 

5. Siunmen je sweier gebrochenen Fokaldistanzen. Da in der 

Gleichung (14) das Glied fi fehlt, ist die Summe der vier Wurzeln 
Null, also nach (13): 

Zwischen den vier gehrodienen Fokaldistanzen eines Punktes über 
die FokaleUipse besteht stets die Beziehung: 

(15) ri + r,~ri'-<«0. 

6, Die Besolvente der biquadratiachen Gleichung (14). Die 
Resolvente der biquadratischen Gleichung: 

i^ -^Ifi + mt + n^O 

ist die Gleichung sechsten Grades :^^^) 

je ^ 8Zr* + 16 (Z« - 4n)r« - G4m« = 0, 

und die sechs Wurzeln: ± Tj, ± T„ ± Tj dieser stehen mit den vier 
Wurzeln t^, ^, ^/, t^ jener in der Beziehung: 

(16) T^^t^ + t^--t,'-t^\ T, t, + t, + t,'^t,\ T^ t^j^t^^t^+t^. 

Nimmt man, um diesen Satz auf die Gleichung (14) anzuwenden: 

i « - i(a;« + y« + j^« + (? + e*), w = -^dexy 

n-h[i^ + y' + ^' .+ /')' - 4cV - Afy^ ] , 
so erhält man als Resolvente der Gleichung (14) mit Benutzung von 
§ 132, (11): 

r« - (a?* + y^+z^ + ^ + ^)T'' 

+ {((? + 6«)a;» + e^y^ + d^z" + d^e^]T^ - dl^^x" = 
oder auch: 

- (T» - c?) (T^ - 6«)a;« - T«(r« - e«)y« - T\T^ - d«)i?« 
^. J8(j2_d«)(y8_e«) = 0. 

Indem wir die Unbekannte T mit a bezeichnen und die Summen 
(16) mittels (13) ausdrücken, ergibt sich: 

Die biquadratisdie Gleichung der gebrochenen Sohüdistanzen r^^r^, 
r^'f r^ irgendeines Punktes P = x,yyZ über die FokaleUipse hat als 
Besolvente sechsten Grades mit den Wurzeln: 

(li) ± . , ± T , ± 7 



(19) 
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die folgende Gleichung: 

(18) _a.(a._d«)(o«-e»)jfl + ^^, + ^-l)-0. 

Es besteht daher die in a, sowie in x, y, identische Gleichung (§ 1, (6));*) 

X (o + iLzr Vr-i+ <) (o _ ^'-^'7 '•'+'•') . 

7. Realität der sechs Wurseln der BesolYente. Da für die 
Funktion: 

f(a^) =. _ (a« - eP) (a» -^ e^x^ - a\a^ - e«)y» - a\a* -d^e" 

der Veränderlichen a*, wie § 120, 6: 

f{0) = _ rfVirS /-(cP) - (P(e*- (?)y», /"(e«) - - e\e^- d^z\ f{+ 00) = + 00, 

und nach § 132, (11) e^> (P, so folgt: 

Die in a* kubiscJie Gleichung (18) hcU drei positive reelle Wurzeln 
a^*, a,*, aj^, die zwischen den Grenzen liegen: 

(20) < a^^< d^< V< c»< ai«< + 00, 

u?€bei die Grenzen sdbst zulässig sind. 

Bezeichnen wir die positiven Werte der Quadratwurzeln aus 
a^', a^\ a^ mit a^, o^, a,, so ist ebenfalls: 

(21) 0<a,<d<a,<e<ai< + (X), 

und ± «1, ± 04, ± Oj sind die sechs reellen Wurzdn der Resohente (18). 

8. Realität der vier gebrochenen Fokaldistansen. Da aber die- 
selben sechs Wurzeln durch die Ausdrücke (17) vorgestellt werden, 
und da diese letzteren, mit dem +- Zeichen genommen, den Un- 
gleichungen § 132, (28) entsprechen, so müssen die beiderlei Bezeich- 
nungen in der Beziehung stehen: 

WO nach § 133, (26) £ = -f 1 oder — 1 ist, je nachdem P rechts oder 
links von der yjgf-Ebene liegt. Dazu kommt die Gleichung (15). 

Die vier gebrocJienen Fökaldistanzen rj, r,, r/, r,' eitles Punktes 
P = X, yj z über die FokaJeUipse drücken sich daher durch die drei 
positiven reellen Wurzdn a^ya^y a^ der Besolvente (18) in der Weise aus: 



«««; 
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(23) 



ri = tti - er, - «Oj + e, 

U — «i + öj + «a» + «, 
^i'^ötj — Oj + €0» + e, 



und genügen den Ungleichungen: 

(24) 0<|^^^'» 7'*^--^- <rf<- 



»■t — V - n + n" ^^^ *■« + '•/ — n—n' 



<e < -^-^ — ' ' !^ ' — < + oo. 

Die vier gebrochenenen Fokaldistanzen sind daher fitets reell. 

In der Bezeichnung § 120, (2^ sind die Wurzeln aj*, o,*, Oj* der 
Gleichung (18) in Rücksicht auf (20) mit a— i, «— f*, cc—v gleichbedeutend, 
wo X, ft, V die Wurzeln der Gleichung § 120, (10) sind. Daher folgt 
(§ 133, (21)) neben (23):^^^) 

Durdi die elliptischen Koordinaten k, fi^ v des Punktes P drücken 
sich die vier gebrochenen Hauptfokcddistanjsen in folgender Weise aus 
(§ 33, (10)): _ ' .3= __ 

r^ =» r a — Ä — Ka — ft — s r c— v + Ka — y, 



(23') 



«1 






9. Bestimmung der Ejiiokptmkte. Zu jeder der vier gebrochenen 
Fokaldistanzen r^, r,, r^', r^', beziehungsweise dem nach (13) ent- 
sprechenden Werte von t, geben die Gleichungen (12) den zugehörigen 
Enickpunkt (7,. «= Xq, y^, (i = 1, 2, 3, 4)."^) Daher sind auch die vier 
Punkte (7| und damit die Tier Fokallinien f^ des Punktes P, sowie 
deren Schnittpunkte B^ mit der ^er^r-Ebene sämtlich reell (§ 132, 3). 

10. Die Identität der Fokaleigensohaften. Die Identität (19) gilt 
in a einerseits und in P^x,yyZ andererseits identisch, wobei ^i,^s, 
r^'y r^' die gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P über die Fokal- 
ellipse sind. Bei fest gedachtem a ist daher die Bedingung, daB der 
Punkt P auf der Fläche: 



(25) 






a»-d» 



+ 






i=i 



liegt, vollkommen gleichbedeutend mit der Bedingung, daB seine ge- 
brochenen Fokaldistanzen mit a in der Beziehung stehen (§ 1, (4)): 
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x(a-'-. +'-''-;;'->- It:)(a + "«-^»'7"-+*'') (a- "'-"'7"-+'-') ^0. 

Die in der Gleichung (26) ausgesprochene Eigenschaft kommt . also 
jedem Punkte der Fläche (25) und keinem anderen Punkte des Baumes zu. 

11. Verteilung auf die einseinen Flächen. Ist nun +(X)>a>ey 
so ist die Fläche (25) ein EUipsoid (§ 55, (3)) und von den sechs 
Faktoren (26) kann nach (24) nur der zweite verschwinden. Ist die 
Fläche (25) mit e > a > d ein einschaliges Hyperboloid; so kann 
nach (24) nur der yierte, und ist sie mit c? > a > ein zweischaliges 
Hyperboloid; so können nach (24) nur die beiden letzten Faktoren 

(26) verschwinden (§ 1, 4). 

Daher hat die Flädie (25), je nachdem sie ein Ellipsoid oder ein 
einschaliges Hyperboloid oder ein zweischaliges Hyperboloid isty be- 
ziehungsweise die FökaleigenscJiaft: 

(27) r, +<+ri+r/=4a + 4e, 

(28) r, + r/-ri-r/=4a, 

(29) r,-r;-ri+r/=4£a, 

wo in (29) « = + 1 für die reckte und £ « — 1 für die linke Schale 
des zweischaligen Hyperboloides gilt 

12. Einführung der Hauptfokaldistanzen. Vermöge der Glei- 
chung (15) kann jede der Gleichungen (27) — (29) in je zwei kürzeren 
Formen geschrieben werden (§ 1, (9); (10)): 

(30) r^+r^=2a + 2e, r/+r/=2a + 2e; 

(31) r, — ri'=2a, r^' — ri=2a; 

(32) fj — r,'"-2«a, r/— ri=»2£a, 

oder mit Einführung der vier Hauptfokaldistanzen nach § 133, (21): 

(33) rj + V= ^1 + ri'= 2a + c - rf, 

(34) s/— r/= 5i — r^ == 2a — e — d, 

(35) 5/ — «i =* r/ — r^ = 2£a . 

Nennt man also die über die Fokalellipse laufenden Hauptfokal- 
distanzen fj , r^' ungleichnamig mit denen über die Fokalhyperbd s^, s^' 
und die in den rechten Hauptbrennpunkten endigenden r^, s^ ungleichseitig 
mit den in den linken Hauptbrennpunkten endigenden r^, s^^ so lauten 
die erhaltenen Sätze (Fig. 207): 

L Für jeden Punkt des EUipsoides ist die Summe zweier un- 
gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen gleich der 
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großen Hauptachsenlänge, vermehrt um die halbe Differenz der beiden 
Haupibrennweiten. 

n. Für jeden Punkt des einschaligen Hyperboloides ist die Differenz 
£tceier gleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Hauptfokaldistanzen 
gleich der großen Hauptachsefdänge, vermindert um die halbe Summe 
der beiden Hauptbrennweiten. 

in. Für jeden Funkt des gweischaligen Hyperboloides ist die Differenz 
jsweier ungleichseitiger gleichnamiger gebrochener Hauptfokcddisianzen 
gleich der redien Hauptachsenlänge^) 

13. Die Halbierungslinien der WinkeL Die Anfangsstücke der 
Tier gebrochenen Hauptfokaldistanzen r^y s^, r^, s^ eines Punktes 
F=^Xyy,z (Fig. 207) faUen nach § 133, 8 bezüglich in die yier 
Fokallinien /;, /;, /i, f^ des Punktes hinein (Fig. 203). Die Winkel 
dieser Fokallinien werden aber nach § 122, 4; 5 von den Normalen 
der drei durch den Punkt P gehenden Flächen des konfokalen Systems 
halbiert, welches die Gleichung (25) bei veränderlichem a^ darstellt 
(§ 120, (1'); 6, I). Diese drei Flächen sind ein Ellipsoid, ein ein- 
und ein zweischaliges Hyperboloid. Die Normale des EUipsoides 
halbiert, wenn wir die Fokallinien im Sinne FC^ (umgekehrt, wie 
§ 122, 4) richten (Fig. 203), den Innenwinkel sowohl von /i und f^ 
als auch von f^ und f^t^ die Normale des einschaligen Hyperboloides 
den Außenwinkel sowohl von f^ und f^ als auch von f^ und f^\ die 
Normale des zweischaligen Hyperboloides den Außenwinkel sowohl 
von f^ und f^ als auch von f^ und f^. Daher treten zu den Sätzen 
12, I — III die folgenden Zusätze im Sinne von § 13, 4:^) 

I'. In jedem Funkte des EUipsoides halbiert die Normale den 
Innenwinkel je zweier ungleichseitiger ungleichnamiger gebrochener Haupt- 
fokaldistanzen. 

U'. In jedem Funkte des einschaligen Hyperboloides halbiert die 
Normale den Außenwivikd je zweier gleichseitiger ungleichnamiger ge- 
brochener Hauptfokaldistanzen. 

III'. In jedem Funkte des zweischaligen Hyperboloides halbiert die 
Normale den Außenwinkel je zweier ungleichseitiger gleichnamiger ge- 
brochener Hauptfokaldistanzen. 

14. Die Fadenkonstruktion des EUipsoides. Seien die beiden 
Fokalkegelschnitte, wie § 131, 8 von dünnem glatten Draht gebildet 
und durch ein geradliniges Drahtstück CqBqBqCq (Fig. 207) mitein- 
ander fest verbunden. Man befestige dann einen Faden von der Länge 
2a + e^ d mit seinen beiden Enden in den beiden ungleichseitigen 
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ungleichDamigen Brennpunkten B^ und C^ und bringe ihn in die 
Lage B^'C^PB^Cf^ (Fig. 207) derart, daß der Punkt P in dem Raum- 
quadranten oberhalb der :vy-Ebene und vor der £fa;-Ebene liegt, der 
Faden bei C^ unter der Fokalellipse und bei B^ hinter der Fokal- 
hyperbel und bei P über ein mit der Hand gehaltenes Häkchen, 
überall frei gleitend, hinwegläuft. Alsdann beschreibt der Punkt P, 
indem das Häkchen, den Faden beständig spannend, bewegt wird, in- 
folge von 12, 1 und 13, T den in dem genannten Quadranten liegenden 
Tei^der Oberfläche des Mipsaides (26).") 

Kommt insbesondere P in die xy-^hene zu liegen, so legt sich 
das Fadenstück C^B^ in CqBq^^ e — d Ton selbst fest, r^' wird bei 
C3 gestreckt, und man erhält den Hauptschnüt des Ellipsoides mit den 
Brennpunkten B^, Bq mittels der noch beweglichen Fadenlänge 2 a 
auf Grund von § 1, 9. Kommt P in die jer:];-Ebene zu li^en, so 1^ 
sich das Fadenstück BqC^ in B^Cf^^e — d fest, s^ wird in B^ ge- 
streckt, und man erhält den zweiten Hauptschnitt des Ellipsoides mit 
den Brennpunkten Cq, C^ mittels der noch beweglichen Fadenlänge 
2 a auf Grund von § 1, 9. 

Die Fadenkonstruktion des EUipsoides sdiließt also die der Ellipse 
als besonderen Fall in sich ein. 



§ 135. Fokaleigenscliaften konjugierter Fokalparabeln. 

1. Die konjugierten Fokalparabeln. Die in der Ebene g ^=0 
liegende nach links offene (linke) Parabel: 

(1) y»+2ca;-a»=0 

und die in der Ebene y ^=0 liegende nach rechts offene (rechte) 
Parabel: 

(2) 0^'-2ex^O 

haben die Eigenschaft, daß der Scheitel C^ der linken (Fig. 208) der 
Brennpunkt der rechten und der Scheitel der rechten der Brennpunkt 
der linken ist. 

Die eine der beiden „konjugierten Parabeln'^ ist durch die andere 
bestimmt. Sie sind zugleich die Fokalpa/rabdn § 56, (7) des Parabo- 
loides § 56, {1)}^) 

3. Entfernung zweier Punkte der konjugierten Fokalparabeln. 

Sind C ^ Xq, y^, und B^x^, 0, z^ zwei Punkte der Kegelschnitte 
(1) und (2), also: 

(3) y^^+2ex^-e^^0, z,*'-2ex^^0, 
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so ist für ihre Entfemimg q: 

9*= 5C*= (rci- a;o)"+ yo"+ V== (^1- ^o)'- 2ex, + e^+ 2ex, 

^ (^1 — ^0 + «)* • 
Da aber nach (3): 

so folgt: 

Die absolute Entfernung eines Pwüctes C ^^^ Xq, y^, der linken 
und eines Punktes B =^ x^,Q^ z^ der reckten Parabel (Fig 208) ist: 



(4) Q == BG== x^ — Xq+ e. 

3. Winkel der Strecke OB 
gegen die Tangente der Parabel 
in C oder B. Die Bichtüngskosi- 
nu8 der Strecke CB (Fig. 208) sind 
(I § 34, (7)): 



B*a;oz^ 



Xm ■""" Xt\ 



9' q' 




(^'^oVoO 



I 



Fig. 208. 

ex -\- z^z ^ et^=- 0, 



die Gleichungen der Tangenten der 
Parabeln (1) und (2) in C und B 
nach § 13, (35): 

also ihre Richtungskosinus: 

(5) -«yo; 3^? 0; g=l: y?Ty7, -P^i, 0,-1}^; p- 1 :l/e» + V- 

Daher ist für die Winkel y der Strecke CB gegen die Tangente 
in C und /) der Strecke BG gegen die Tangente in B\ 



«yo 



V^x 



. cosy^ ^(^1 — ^0 + «)^ co8/J== Y^(a;i — a^o + e), 

und nach (4): 

(6) cos y ^ gyo 1 cos /J = ißz^ . 

Diese Werte sind bezüglich von Xy^y z^ und von x^j Pq unabhängig, 
also: 

Der Winkel y, den die Strecke CB (Fig. 208) mit der Tangente 
der linken Parabel im Punkte C bildet, ist von der Lage des Punktes 
B auf der rechten Parabel^ der Winkel ß, den die Strecke BC mit der 
Tangente der rechten Parabel im Punkte B bildet, ist von der Lage 
des Punktes G auf der linken Parabel unabhängig; oder, was das- 
selbe ist: 

Der von einem beliebigen Punkte der einen Parabd über der an- 
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deren errichtete Kegd ißt ein JRotcUionskegel, dessen Botationsachse die 
Tangente der ersteren in dem Funkte ist. 

4. Fokaleigensohaft der einen Parabel in bezug auf Bwei Punkte 
der andern. Sind (Fig. 209) B^^x^y 0, e^ und JB,=«a:j, 0, z^ zwei 
feste Punkte der rechten und C ^ x, y, ein laufender Punkt der 
linken Parabel^ so ist nach (4): 



Daher ist: 

(7) 



B^^C '^ Xj^ — X + e^ B^C ^ x^— X + e . 



B^C-B^G^x^ 



X, 



unabhängig von C ^ x, y, 0. Somit folgt mit gleichzeitiger Rück- 
sicht auf (6): 

I. Die Differenz der Entfemtmgen des laufenden Punktes C der 
linken von zwei festen Punkten B^ und B^ der rechten Parabd 
(Fig. 209) ist unveränderlich. ^^) 

r. Die Strecken CB^ und CB^ bilden mit der Tangente der linken 
Parabel in C gleiche Winkel y. 

Der entsprechende Satz gilt für einen laufenden Punkt B der 
rechten und zwei feste Punkt der linken Parabel. 



Voc^oz^ 




C'-jcyo 



^.B^jc^oz^ 




Pig. 20Ö. 



Fig. 210. 



5. Zusammengesetzte Fokaleigenschaft beider Parabeln» Die 

Brennpunkte B^ und Cq der beiden Parabeln haben die Koordinaten 

0, 0, und Y, 0, 0- Sind nun G^x^, y^, und B^x^y 0, z^ zwei 

beliebige Punkte der linken und rechten Parabel (Fig. 210), so ist 
nach (4): 

(7') B^^-^x^ + e, GB^x^-x^+e, BG'^^x, + -^, 
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nnd somit unabhängig von der Lage der Funkte B und C auf der 
rechten und tilgen Parabel: 

(8) B^C-CB+BC,^-!-' 

§ 136. Die gebrochenen Fokaldistanzen über die Fokalparabeln. 

1« Die beiden Fokalkegel eines Punktes. Die von einem 
Punkte P =^ Xy y, des Raumes Über der einen oder anderen der 
beiden Fokalparabeln § 135, (1); (2) errichteten Kegel zweiter Ord- 
nung heißen nach § 125, 1 die beiden Fokalkegel des Punktes P, 
Wie § 132, 1 erhält man die Gleichungen der beiden Kegel aus 
§ 70, (40) mit b\ c*, a = ^, 0, — e oder 0, e, 0(— x für x)i 

Die Gleichungen der beiden Fokalkegel des Punktes P ^ x, y, z 
lauten in laufenden Koordinaten X, Y, Z: 

(1) {yZ-0Y)^+2e(xZ-aX)(Z-z)-e\Z-ey^O, 

(2) (zY-yZ)'^2e(xY-yX){Y-y)^0. 

2. Beding^ungen der Botaüonskegel. Für den Kegel (1) ist in 
der Bezeichnung von § 100, 3: 

0,5 = — yif, 081 = — cxr, Oij=0. 

Sieht man also Ton dem Falle j? = ab, wo der Kegel in die Doppel- 
ebene Z* = zerfällt, ist er nach § 100, (7) ein Rotationskegel immer 
dann und nur dann, wenn: 

(3) y - 0, {0^ - 2ex + ^)z' - e^z^ = 0\z^ - 2ca:) - . 

Ebenso ist der Kegel (2), vom Falle j( « abgesehen, ein Rotations- 
kegel für: 

(4) ir = 0, y\y^ -f 2ex) - e^y" = y«(y» + 2ea; - e^) - . 

Der von einem Punkte der einen Fokalparaiel über der andern 
errichte Kegel ist ein Botationskegel (§ 135, 3).^**) 

3. Die Fokallinien. Eine gemeinsame Transversale der beiden 
Fokalparabehi § 135, (1); (2), wie BC in Fig. 208, soll ein Fokal- 
strahl oder eine Fökallinie genannt werden (§ 125, 2). 

Die durch einen Punkt P des Baumes gehenden FokaUinien sind 
die vier gemeinsamen Erzeugenden der beiden konzentrischen Kegel 
zweiter Ordnung (1) und (2). 

Da aber die beiden Fokalparabeln § 135, (1); (2) den unendlich 
fernen Punkt der o;- Achse gemein haben, so ist die eine der vier 
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FokaUinien, f^, die durch den PunJU P gehende ParaUde eur x- Achse 
(§ 125, 2). Die Schnittpunkte der drei andern FokdUinien f^f^^ /s 
(Fig. 211) mit der linken Fokalparabel seien G^, C^, C^, die mit der 
rechten B^, JS„ B^ 




^JO 



! *^ ^ 



Fig. Sil. 






Liegt jedoch der Punkt P selbst auf einer Fohdparabdy so gehen 
durch ihn ausnahmsweise oo^ Fokallinien, seine Verbindungslinien 
mit der andern Fokalparabel, die nach 2 einen Rotationskegel bilden. 

4. Gebroohene Entfernungen über die linke Fokalparabel. 
Die gebrochene Entfernung: 



(5) r^PCB^^PG+CB^ 

eines beliebigen Punktes P =^ x, y, e des Raumes (Fig. 212) von dem 
Brennpunkt Bq — 0, 0, der linken Parabel § 135, (1) über diese 

^X hinweg; ist Ton der Lage des Knick- 

punktes C =» Xq, j/o; ^^ ^^^ linken Pa- 
rabel abhängig. Dasselbe wird im allge- 
^1/ meinen von der Differenz: 




(6) 



m 



-PC+ CB, 



(7) r 
wobei: 



Fig. 212. 

PC+CB^^Q + x, 



gelten, welche jedoch in dem besonderen 
FaUe, daß P ein PunU B der reckten Pa- 
rabel § 135, (2) ist, nach § 135, 4 von 
dem Enickpunkt G unabhängig ist. 

Wir setzen: 



m 



PG+CK 9 + T, 
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(9) r - C'^o - VV + V, 
während gleichzeitig: 

(10) y,'+2ex,^e'^0. 
Nach § 135, (70 ist auch: 

(11) t-^e — XQ, 

Dabei sind die beiden Toneinander unabhängigen Knickpunkte von r 
und m in der Bezeichnung C^x^, y^, nicht besonders unterschieden. 

5. Größte und kleinste Werte der gebroohenen Entfernungen. 
Während der Enickpunkt C die ganze linke Parabel durchläuft, bleibt 
die gebrochene Entfernung (5) immer größer als Null und wird bei 
unendlich fernem C unendlich groß. Sie wird daher wenigstens ein- 
mal einen kleinsten Wert erhalten. Dagegen bleibt die positive oder 
negative Differenz (6) immer endlich; bei unendlich fernem G fällt 
die Strecke CB^ in die :i;- Achse und die Strecke PC wird der 
2:- Achse parallel, so daß w =» — a; wird. Die Differenz wird daher 
im allgemeinen wenigstens einmal einen kleinsten und einmal einen 
größten Wert annehmen. 

Die gebrochene Entfernung r hat wenigstem ein Minimum, die ge- 
brochene Entfernung m wenigstens ein Minimum u/nd ein Maximum. 

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der Maxima 
und Minima, um die extremen Werte zu bestimmen, betrachten 
wir r und m als Funktionen der unabhängigen YeränderUchen x^, 
während wir y^ durch (10) von x^ abhängig gemacht denken. Dann 
ist der erste und zweite Differentialquotient von y^ nach x^i 

/ION ^ t ^ ^ 

und zugleich: 

Ferner ist nach (8) für den ersten und zweiten Differential- 
quotienten von Q nach x^i 

oder mit Rücksicht auf (13) und (12): 

StAude, Flftohen «weiter Ordnung. IL 49 
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Der erste und zweite Differentialquotient Ton r nach x^ wird 
nun nach (7) mit Benutzung der Darstellung (11) von r: 

(16) |i = |p _ 1 = 5iz:^ _ i. y^ziy _ 1 , 



(17) 



d'r d^Q 



dxQ* da?o* 



Mit Benutzung der Darstellung (9) von r und der Formel (14) kann 
man den ersteren auch in der Form annehmen: 

Die Werte von Xq^ für die ein extremer Wert von r eintritt^ 
müssen nun der Gleichung: 

dr 



dx^ 







genügen. Für einen solchen Wert von Xq ist aber nach (16): 

dg 1 



dxQ 
und daher nach (17) und (15): 

^ ^ ^«0* 9 yo'yo 

Hiemach tritt bei reellen Xq, y^ im allgemeinen (y + 0, y^^O) 
auch wirklich ein Minimum oder Maximum ein, und zwar jenes oder 
dieses, je nachdem y^ und y gleiches oder verschiedenes Vorzeichen 
haben. 

Durch Umkehr des Vorzeichens von q erhält man die ent- 
sprechenden Formeln für m: 

(16) ^=,_5LZif + ±l?.Jzy_l, 

^ ^ dxQ Q Vo 9 

,.Q.x dm ( a?o— g , a?o\ e ( y^ — y , y^\ 

^^^^ dx,'" gyo'yo' 

Die gebrochene Entfernung r und m in (7) hat immer dann ufid 
nur dann einen extremen Wert, wenn der Knickpunkt C = Xq, j/q, 
nd)en (10) der Bedingung genügt: 

(20) ^ = oäer f^-0, 

und 0war ist r dann ein Minimum, wenn C in heeug auf die jsx-Ebene 
mit P gleichseitig liegt, und m ein Minimum oder ein Maximum, je 
nachdem C mit P ungleichseitig oder gleichseitig liegt. 
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7. Geometrisohe Bedeutung der Bedingungen (20). Die Be- 
dingungen (20) werden mit Einsetzung von (18), (18'): 

(21) -y,{±--^ + '--^) + e(±y^ + '-^)^0, 

WO die oberen Zeichen für r, die unteren für m gelten. 
Da nun nach § 135, (5): 

bezüglich die Richtungskosinus der Tangente der Parabel § 135, (1) 
in C'^Xq, y^, und der Strecken CP und CB^ sind, so bedeutet 
die Gleichung (21) (I § 35, (9)): 

Die gebrochene Entfernung r, hemglich m, hat für solche Lagen 
des KnicJcpunktes C auf der linken Fokalparabd einen extremen Wert, 
wo die innere, hezüglich äußere Halbierungslinie der Strecketi CP und 
CBq auf der Tangente der Parabd in C senkrecht steht oder, was das- 
selbe ist, die Winkel der beiden Strecken gegen die gerichtete Tangente 
sich ssu % ergänzen, bezüglich gleich sind (§ 131, 5). 

Die gebrochene Entfernung r bildet, wo sie ein Minimum ist, 
zugleich die stabile Gleichgewichtslage eines Fadeits, der in C über die 
Parabel gleitet und in P und B^ festgehalten wird. 

8. Die Anfangsstüoke der Mazima und Minima als Fokallinien. 
Bildet die Strecke CBq eines extremen Wertes Ton r, bezüglich m, 
mit der Tangente der linken Fokalparabel in G einen Winkel y^ so 
bildet nach 7 die Strecke GP mit dieser Tangente den Winkel n — y, 
bezüglich y. 

Da aber die Strecke GBq den Punkt Bq enthält, gehört sie nach 
2 dem einen Mantel des von G über der rechten Fokalparabel er- 
richteten Drehungskegels an. Dieser Mantel ist daher der Ort aller 
von G ausgehenden Halbstrahlen, die den Winkel y mit der Tangente 
bilden, während der andere Mantel ebenso der Ort aller Halbstrahlen 
mit dem Winkel x — y ist. Somit gehört die Strecke GP dem 
letzteren, bezüglich dem ersteren Mantel an, die unbegrenzte Gerade 
GP aber überhaupt dem von G über der rechten Fokalparabel er- 
richteten Drehungskegel, weshalb sie nach 3 Fokallinie sein muß. 

Die gebrochene Entfernung r, bezüglich m, ist ein Maximum oder 
Minimum, wenn ihr Änfangsstikk PG in eine der drei FokaUinien 
des Punktes P fallt und die Strecken GP und GBq bei r verschiedenen 
Mänteln, bei m demselben Mantel des von G über der rechten Fokal- 
parabd errichteten Drehungskegels angehören. 

49* 
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9. Das SU einer Fokallinie gehörige Maximum oder ifininrinm 

umgekehrt gibt es zu jeder der drei Fokallinien f^y f^, f^ des Punktes 
P immer entweder ein Maximum oder Minimum von r oder von m. 
Denn ist C ihr Schnittpunkt mit der linken Fokalparabel, so gehört 
die Strecke CT nach 3 dem einen Mantel des von C über der rechten 
Fokalparabel errichteten Drehungskegels an, dessen Halberzeugende 
etwa den Winkel y mit der Tangente der linken Parabel in C bilden. 
Die Strecke CB^ gehört demselben Kegel an und zwar demselben 
oder dem andern Mantel. Sie bildet also entweder den Winkel % — y 

oder Y ^^^ ^^^ Tangente, so daß nach 8 entweder PC + GBq oder 
— PC -{■ CBq ein Maximum oder Minimum ist. 

Zu jeder der drei FökaUinien fi, f%, f^ des Punktes P gehört ent^ 
weder ein Maximum oder ein Minimum von r oder von m. 

10. Die drei gebroohenen Fokaldistanaen eines Punktes über 
die linke Fokalparabel. Da aber nach 5 r wenigstens ein Minimum 
und m wenigstens ein Maximum und ein Minimum hat, so muß zu 
jeder der drei Fokallinien fi, f^, f^ je ein solches gehören, und kann 
es nicht mehr als ein Minimum Ton r und ein Minimum und ein 
Maximum von m geben. 

Die gebrochene Entfernung r^ PC + CBq hat ein Minimum r^ 

und die gebrochene Entfernung m^ — PC + CB^ ein Minimum m^ 
und ein Maximum m^, und zwa/r ist (Fig. 213): 



(22) r,^PC, + G,Bo, m,^ ^ PC,+ C,B^, m,^ ^ PC, + C^B^, 

wo C^, G^y C3 die Schnittpunkte der drei Fokallinien f^j /],, /*, des 
Punktes P mit der linken Fokalparabel in bestimmter Anordnung 
(vgl. 11) bedeuten. 

Wir nennen r^, m^y m^ die drei gebrochenen Fokaldistanzen des 
Punktes P über die linke Fokalpardbet, 

11. Lage der Punkte £^, C^ auf der Fokallinie f^. Nach 6 
liegen in (22) in bezug auf die Ebene der rechten Fokalparabel C^ und 
Cj mit P gleichseitig und Q mit P ungleichseitig. Da aber der Schnitt- 
punkt einer Fokallinie mit der ;era;-Ebene zugleich ihr Schnittpunkt 
mit der rechten Fokalparabel sein muß, so folgt weiter: Ist B^ 
(i « 1, 2, 3) der Schnittpunkt der Fokallinie PC^ mit der rechten 
Fokalparabel; so liegen B^ und B^ außerhalb der Strecken PC^ und 
PC,, dagegen J5j innerhalb der Strecke PC, (Fig. 213.) 

Bei dem Minimum von r^ gehören nach 8 die Strecken C^P 
C] .5*0 verschiedenen Mänteln des von C^ über der rechten Parabel er- 
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richteten Kegels an. Da nun G^Bq diese Parabel in Bq trifft; kann 
C^P sie nicht treffen. Daher liegen auf der Fokallinie f^ die Punkte 
in der Reihenfolge PC^B^ (Fig. 213). 

Bei dem Maximum m^ gehören nach 8 die Strecken C^P und 
C^Bq demselben Mantel des von C^ über der rechten Parabel er- 
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richteten Kegels an. Da nun C^ B^ diese Parabel trifft, muß G^ P sie 
auch treffen. Daher liegen auf f^ die Punkte in der Reihenfolge 
B^PG^, 

Die Lage der Schnittpunkte der drei FokaUinien des Punktes P 
mit den beiden Fokalparabeln ist durch die Folgen bezeichnet (Fig. 213): 

(23) ft-PC.B,, f,~B,PC„ ft^'PB.C,. 

Dadurch ist auch die Benennung der drei Fokallinien mit 
fi) fif fz ^^^ ^® Verteilung der Minima und Maxima (22) auf sie 
bestimmt. 

13. Ungleichung für die drei gebrochenen Fokaldistanzen. 
Bei der in 10 eingeführten Bezeichnung des größten und kleinsten 
Wertes von m ist zunächst: 

(24) Wj > »ii . 

Da femer in dem windschiefen Viereck C^PC^B^G^ (Fig. 213) die 
Summe dreier Seiten größer als die vierte ist: 

C,P + PC,+ C,B,>B,C„ 
so folgt: 

r,-m,^ (PC, + C,B,) - (- PC, + C,B,) > 
oder: 

(26) r j > m, . 

Beide Ungleichungen (24) und (25) sind, da zwar rj positiv ist, Wj 
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and m^ aber positiv oder negativ sein können, algebraisch zu ver- 
steben. In diesem Sinne folgt daher: 

Die drei gebrochenen FohüdisUmzen r^, m^j m^ eines Punktes P 
entsprechen stets den Ungleichungen: 

(26) »»1 < m, < r^ 
oder auch: 

(27) w, + 1»! < mi + rj < ri + w, . 

13. Die drei gebroohenen Fokaldistanzen eines Punktes über 
die rechte Fokalparabel. Die Unterscheidung der drei Fokallinien 
f^ und die Verteilung des extremen Werte von r und m auf sie be- 
ruht auf der Reihenfolge (23) ihrer Punkte P, B^^ G^, Bei Ver- 
tauschung der Stellung von B^ und C^ gegen P vertauschen sich 
nach (23) f^ und f^, während f^ in sich übergeht. Bei der Gleich- 
berechtigung der beiden kongruenten Fokalparabeln folgt daher aus 
10; wenn unter B der laufende Punkt der rechten Fokalparabel ver- 
standen wird: 

Die gebrochene Entfernung s = PB + BCq hat ein Minimum s^ 
und die gäyroehene Entfernung w — — PB + BC^ ein Minimum »^ 
wnd ein Maximum n^j und zwa/r ist (Fig. 213): 

(28) s,^PB, + B;C^, n^ PB, + B^^, n, ^ •- PB^ + B^C^, 

wo JBj, B^, B^ die Schnittptmkte der Fokaüinien /i, /i, /i des Punktes 
P mit der reckten Fökalpardbd in der durch (23) bestimmten Anord- 
nung sind. 

Wir nennen s^, n^, n^ die drei gebrochenen Fokaldistangen des 
Pu/nktes P über die rechte Fokalparabel. 

14. Beziehung swisohen gebroohenen Fokaldistanssen über linke 
und reohte FokalparabeL Für die drei Fokallinien f^, f^y f^ ist 
nach (23): 



B,C,^PB,^PC,, B,C,^PB, + PC,, B,C,^PC,-^PB,. 

Setzt man diese Werte in die nach § 135^ (8) geltende Gleichung: 

ein^ so ergibt sich: 

(PC, + (\B,) + {-PB,+ B^C,) — |-, 

(- PC, + Cj^o) + (- PB,+ B;C,) = y, 



€ 



(- PC, + C,B,) + {PB, + B, Co) - y 
Mit Rücksicht auf (22) und (28) folgt daher: 



§ 186, 14—16. § 137, 1. 
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Die gebrochenen Fokaldistangen r^y m^, m^ über die linke und 
^19 ^n ^8 ^^ ^^ rechte FökaJ^arahd stehen in der Beziehung: 

(29) r^ + Wi = Wj + n, = mi + «1 = y, 
oder auch: 

(30) e-r^^Y+^i^ ß-w»g=y + n,, e-m^^Y + ^i- 

15. Die zwei gebrochenen Hauptfokaldistanzen eines PnnkteB. 

Mit Bezug auf r^ und s^^, die SauptfoJcaldistanzen, ergibt sich unter 
Verzicht aaf die Differenzen m^^ m^, n^, n^i 
Es sind (Fig. 214): 

(31) r^^PC^B^ und s^^PB^Gq 

die hüreesten Entfernungen des Punktes P 
vom Brennpunkt der linken Fokalpardbd über 
diese hinweg und vom Brennpunkt der reckten 
FokcUparabd über diese hinweg. 

Sie sind stabile Gleichgewicktslagen eines 
Fadens, der in dem Brennpunkt Bq oder 
Cq befestigt ist, über die linke oder rechte '^' ^^*- 

Fokalparabel gleitet und im Punkte P gespannt gehalten wird. 
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§ 137. Die Fokaleigenscliaften der Paraboloide. 

1. Gleiohungen der Kniokpiinkte der gebrochenen Fokal- 
distanzen. Die Bestimmung der vier Fokallinien eines Punktes P, 
Ton denen eine als Parallele zur a;-Achse bekannt ist (§ 186, 3) 
fQhrt algebraisch auf eine kubische Gleichung. Handelt es sich doch 
um die Bestimmimg der vier Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, die 
den unendlich fernen Punkt der a;-Achse gemein haben, nämlich der 
Schnittpimkte der einen Fokalparabel mit der Zentralprojektion der 
andern vom Punkte P auf die Ebene der ersteren.^®*) 

Die drei endlichen Schnittpunkte G^ == Xq, y^, der linken Fokal- 
parabel mit der Zentralprojektion der rechten sind nach § 136, 10 zu- 
gleich die Enickpunkte der drei gebrochenen Fokaldistanzen r^, m^, m, 
über die linke Fokalparabel, also diejenigen, fiir welche die gebrochenen 
Entfernungen (§ 136, (7), (11), (8)); 



(1) 
mit: 

(2) 



r^.Q + e — Xr 



oder 



(1') m^'-Q + e'-x^ 



Q = V{x, - xy +(yo-y)' + ^' 
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einen extremen Wert erhalten. Nach § 136, (10), (20), (16), (16') ge- 
nügen diese Enickpunkte den Bedingungen: 

(3) yo*+2^^o~^^0 
und: 

(4) {Xo - x)yo - (yo - y)c -VoQ-^y 

W (a^o - fl?)yo - (Vo - yy + VoQ^ . 

Macht man die Oleichungen (4) und (4") durch Multiplikation 
rational und setzt den Wert (2) ron q^ ein, so vereinigen sie sich zu: 

eine Gleichung, die sich unter Benutzung von (3) auf die Form 
bringen läßt: 

- 2e{(a:o- a;)yo- (yo- y>o}(yo- y^ - ^V-= 
oder: 

(5) ^yo* ~ 2e(a;yo - ya;o)(yo - y) - . 

Diese Gleichung, die mit X ^ Xq, Y ==^ y^, Z = aus § 136, (2) her- 
vorgeht, stellt daher in der Tat die Zentrnlprojekticn der rechten Fokalr 
parabd von P ^ Xy y, z auf die Ebene der linken Fokalparabel in 
laufenden Koordinaten rr^, y^ dar. Aus (3) und (5) wären neben dem 
unendlich fernen Punkte yo = 0, t^^^^O, der ihnen bei homogener 
Schreibweise in ar^, y^, t^ genügt, die drei endlichen Punkte 0^ = ^o» Voj ^ 
zu bestimmen. 

3. Die kubische Gleichung der gebrochenen Fokaldistanxen. 

Statt aber die kubisdie Gleichung der drei endlichen Schnittpunkte der 
Kegelschnitte (3) und (5) aufzustellen, wollen wir unmittelbar die 
Jeubische Gleichung für die extremen Werte r^ m^, m^ von r und m 
ableiten (§ 136, 6), indem wir Xq, y^ aus (1), (3), (4) und (1'), (3), 
(4') eliminieren.^*^) 

Durch Elimination von q aus (1) und (4) folgt zunächst: 

(^0 - ^)yo ~ (yo - y)« - Voi^ -e + XQ)^o, 
(^0 - ^)yo - (yo - y)^ - yo(^* - ^ + a^o) = o, 

oder, wenn wir r als gemeinsame Bezeichnung für r und m benutzen: 

(6) {r + x)yQ'-ey^O. 
Die Gleichungen (1) imd (1'): 

r + Xf^ — e— Q^O, r + XQ — e + Q = 

geben, durch Multiplikation vereinigt und unter Einsetzung des 

Wertes (2): 

(^0- ^)*+ (yo- y;'+ ^'- (r + x,-ey^ o 
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oder mit Rücksicht auf (3): 

(7) 2(r + x)x^+2yy^^x'+ y'+ 0«~ r«+ 2er. 
Setzt man hier den Wert y^ aus (6) ein^ so folgt: 

(8) 2(r + xYxq - (a;» +y* + z*-r^+ 2er){r + a?) ~ 2eyK 

Durch Substitution der Werte (6) und (8) in die mit (r + xy multi- 
plizierte Gleichung (3) ergibt sich endlich: 

e^y* + e{x^ + y* + ^*- r« + 2er){r + x) - 2eV- (r + x)-e^^ 
oder: 

(s^-\- y*+ js^— r^+ er — ex){r + x) — ey^^ 0. 

Ordnet man die Gleichung nach r^ so erhalt man den Satz: 

Die drei gebrochenen Fokcädistanzen r^, wtj, w^ eines Punktes 
P = X, yy z genügen der kubischen Gleichung: 

(9) r^-{e''Xy-{x* + y^ + z^)r + e{x^ + y^)-(x^ + y^ + z^)x^O. 

3. Die Summe der drei gebrochenen Fokaldiatanzen. Daraus 
geht zunächst hervor: 

Für die Summe der drei gebrochenen Fokdldistanzen eines Punktes 
P =^ X, y, z ist stets: 

(10) fj + m^ + fWj + fl? — e — . 



4. Bestimmung der Knickpunkte durch die gebrochenen Fokal- 
distansen. Nach der Ungleichung § 136^ (26) läßt sich entscheiden^ 
welche der drei gebrochenen Fokaldistanzen r^, m^y m^ jede der drei 
Wurzeln r der Gleichung (9) darstellt. Der zugehörige Ejiickpunkt 
C^^x^,yQyO ist dann jedesmal durch die Gleichungen (6) und (8) 
bestimmt. 

5. Kubische Gleichung für die Sunmie zweier gebrochenen 
Fokaldistansen. Wenn r = r^y m^, m^ überhaupt die drei Wurzeln 
einer gegebenen kubischen Gleichung: 

(11) r»+?r»+ wr + n = 

sind, so genügen die Summen i? = Wi + 7Wj; w^ + rj, r^ + m^ der 
kubischen Gleichung:*®*) 

(12) R^ +21R^+ {P +m)B + {lm-n)^ 0. 

Nimmt man, um diesen Satz auf die Gleichung (9) anzuwenden: 
l^ — ie-'x), m = — {x*+y^+ z^), 
n = e(x* + y*) — {x^ + y*+ z^x , 
so wird die Gleichung (12): 

B^+2{x - e)R^+{e^- 2ex - y^-z^)B + e;?«« 
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oder: 

_ ijy2 + (e - Ry^ 2x(e ~ E)R + (6 - R^B = 
oder: 

Führt man endlich statt R durch die Substitution: 

(13) R^e-p, p=^e-R 

die neue unbekannte p ein, so erhalt man mit Hinblick auf (9) den 
Satz: 

Sind r^, fHi, m^ die drei gebrochenen Fokaldistangen eines PunJdes 
P = rc, y, z über die linke FokaJparabd, so sind: 

(14) 6 — mj — mj , e — m^-^ri, e-^r^ — m^ 
die Wurzeln der Gleichung: 

(15) _^(p_e)(^+^ + 2*-i,)=0. 

Es besteht daher die in py sowie in x, y, z identische Gleichung:^) 

(16) ( -PiP-e){i+^, + 2^-p] 

\ ={p-'e + m^ + m^{p — e + m^ + r^{p - e + r^ + m^, 
oder nach (10): 

(17) ( -P(S-^){^+^e + ^—P] 
\ ={p — X'-r^{p — x — m^{p'-x-'m^. 

Sie entspricht der identischen Gleichung § 2, (8)^ die in der Form 
geschrieben werden kann: 

■"-Plf- + 2ic -i)) - (/) - a; - r) (1? - a? + r). 

6. Bealität der Wurzeln der kubischen Gleichung (15). Da für 
die Funktion: 

M (P — e)y^ — pz^-p{p — e){2x-p) 

der Veränderlichen p : 

/•(«oo) = ~.(X), /•(0)-ey^ f{e)^^ez\ /•(+oo)« + oo, 

so folgt: 

Die kubische Gleichung (15) hat drei reelle Wurzeln Pi,Pi,Pi, 
die zwischen den Grenzen liegen-. 

(18) -00<^3<0<ft<6<Pi< + <X). 

7. Realität der drei gebrochenen Fokaldistanzen. Da die drei 
Wurzeln aber auch mit (14) bezeichnet sind und in dieser Bezeich- 
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nung den Ungleichungen § 136^ (27) genügen^ so müssen die beiderlei 
Bezeichnungen in der Beziehung stehen: 

(19) e-^m^-m^^Pi, e — m^-r^^p^, ß — rj — m^-ift. 

Die drei g^ochenen Fohüdistaneen r^y m^, m, eines Punktes 
P^ Xyff,0 über die linke Fokalpardbd drücken sich daher durch die 
drei reellen Wuredn p^, p^y p^ der Gleichung (15) in der Weise aus: 

und genügen den Ungleichungen: 

(21) — cx><6 — r^— w,<0<e — mi — ri<e<c — Wj— mi<+cx>. 

Die drei gebrochenen Fokaldistanzen sind daher stets reell. Das- 
selbe gilt nach 4 von den Punkten C^ -= x^y y^, (i = 1, 2, 3) und 
damit von den drei Fokallinien f^ und deren Schnittpunkten B^ mit 
der Ebene y -= 0. 

8. Die Identität der Fokaleigensohaften. Die Gleichung (16) 
gilt in p einerseits und in P ^ a,y,e andererseits identisch, wobei 
^17 ^^i; ^9 ^^^ ^^^i gebrochenen Fokaldistanzen des Punktes P über 
die linke Fokalparabel sind. Bei fest gedachtem p ist daher die Be- 
dingung, daß der Punkt P auf der Fläche: 

(22) ^ + -:l^ + 2x-p^0 

liegt, vollkommen gleichbedeutend mit der Bedingung, daß seine ge- 
brochenen Fokaldistanzen mit p in der Beziehui^ stehen: 

(23) (i> — c + w,-}-mi)0 — e-f-mi-f-rJd) — c + Ti + mj) = 0. 

Die in der Gleichung (23) ausgesprochene Eigenschaft kommt also 
jedem Punkte des Paraboloides (22) U7id keinem andern Pmikte des 
Raumes zu. 

9. Verteilung auf die einselnen Faraboloide. Ist nun +oo>p'>e, 
so ist die Fläche (22) ein linkes elliptisches Paraboloid (§ 56, (2)), 
und von den drei Faktoren (23) kann nach (21) nur der erste ver- 
schwinden. Ist die Fläche (22) mit c > |) > ein hyperbolisches 
Paraboloid, so kann nach (21) nur der zweite, und ist sie mit 
> jp > — oo ein rechtes elliptisches Paraboloid, so kann nur der 
dritte Faktor (23) verschwinden. 

Daher hat die Fläche (22), je nachdem sie ein linkes elliptisches 
oder ein hyperbolisches oder ein rechtes elliptisches Paraboloid ist, be- 
sieflungsweise die Fokaleigenschaft: 
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(24) mg + mi = e— j), 

(25) w, +ri =c— I?, 

(26) fj + m^=^ e—p, 

10. Einführung der Hauptfokaldistanzen. Behalt man unter 
Benutzung der Gleichnngen (10) und § 136, (29) nur die beiden Haupt- 
fokaldistanzen § 136; (31) bei; so nehmen diese Eigenschaften die 
Form an: 

(27) r,^p~x, 

(28) r,^s,^^^p, 

(29) ,^«^_(p_|). 

11. Die Fokaleigenaohafb des elliptiBOhen Faraboloides. Um 

die Gleichungen (27) und (29) zu deuten , f&hren wir die Haupt- 
direktrixebenen des Paraboloides ein. Nach § 83, (6) ist die Polarebene 
eines Punktes x^, y^, z^ in bezug auf die Flache (22): 

p ' p — C ' • x- 

Die Polarebenen der beiden Hauptbrennpunkte = -B^(0, 0, 0) und 
Co(y, 0,0) sind daher:^*) 

(30) x^p, (31) ^-P-\' 

Wir nennen sie die beiden Hauptdirektrixebenen des Paraboloides (§ 2, (1)). 
Sie liegen bei dem linken elliptischen Paraboloid (+ cx) > |? > c) 

ganz rechts, bei dem rechten (0 > p > — oo) ganz links von der 

Flache (vgL die schematische 
Fig. 215; 216). Bei jenem ist 
(30), bei diesem (31) diejenige 
Hauptdirektrixebene, die zu 
dem Brennpunkt der inneren 
Fokalparabel gehört; bei jenem 

ist p—Xj bei diesem x — (p— |-) 
Ca der absolute Wert 




jc»^ des Abstandes 

eines Punktes x^ 
y, z der Flache 

von dieser Hauptdirektrixebene. Daher geben die beiden Gleichungen 
(27) und (29) dieselbe Eigenschaft des elliptischen Paraboloides, mag 
es ein linkes oder ein rechtes sein: 
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I. Für jeden Punkt des dliptischen Parabolaides ist die gebrochene 
Hauptfokaldi^m von dem Brennpunkt der inneren Fokalparabel gleicli 
dem senkrechten Abstand von der gugdwrigen Hduptdirekfrixebene}^) 

12. Die Fokaleigensohaft des hyperbolisohen Faraboloides. Die 

Gleichung (28) gibt für das hyperbolische Paraboloid («>jP>0), 

dessen Scheitelpunkt Slx ^ ^\ zwischen den beiden Hauptbrenn- 
punkten O^Bq{x = 0) und Co (x = -j-) liegt (Fig. 214), so daß: 

(32) sCo_S5o-(-; -?)-?-= |-1>, 

die folgende Eigenschaft: 

n. Für jeden Punkt des hyperbolischen Pardboloids ist die Diffe- 
renz der beiden gebrochenen Hauptfokaldistansten gleich der Differenz 
der Entfernungen des Scheitdpunktes von den beiden Brennpunkten?) 

13. Die Halbierungslinien der Winkel. Die Anfangsstücke der 
drei gebrochenen Fokaldistanzen r^,n%^ und m^ (Fig. 213) fallen nach 
§ 136, (22) bezüglich in die drei Fokallinien /;,/;, f^ des Punktes P 
(Fig. 211), während der senkrechte Abstand von der Direktrixebene 
in die der x -Achse parallele Fokallinie f^ (Fig. 211)- zu liegen kommt. 
Die Winkel der vier Fokallinien werden aber nach § 125, 2 von den 
Normalen der drei durch den Punkt P gehenden Flächen des kon- 
fokalen Systems halbiert, welches die Gleichung (22) bei veränder- 
lichem p darstellt (§ 123, (1'); 4). Diese drei Flächen sind ein linkes 
elliptisches, ein hyperbolisches und ein rechtes elliptisches Paraboloid. 
Die Normale des linken elliptischen Paraboloides halbiert, wenn die 
FokaUinien f^, f^, fi im Sinne PC^ und f^ im Sinne der negativen 
or-Achse gerichtet werden (Fig. 211), den Innenwinkel sowohl von /i 
und f^ als von f^ und f^ , und die Normale des hyperbolischen Para- 
boloids den Außenwinkel sowohl von Z*^ und f^ als von f^ und f^- 
In /*j und f^ fallen aber nach § 136, (22); (28) die Anfangsstücke von 
rj und s^y in /"^ der vom Fußpunkt nach P hin positiv gerechnete 
senkrechte Abstand eines Punktes P des linken elliptischen Para- 
boloides von seiner Hauptdirektrixebene (Fig. 215). Daher folgt :^) 

r. In jedem Punkte des dliptischen Paraboloides halbiert die Nor- 
male den Innenwinkd der gebrochenen Hauptfökaldistane vom Brenn- 
punkt der inneren Fokalparabel und des senkrechten Äbstandes von der 
zugehörigen Hauptdirektrixebene. 

U'. In jedem Punkte des hyperbolischen Paraboloides halbiert die 
Normale den Äußenunnkel der beiden gebrochenen- Hauptfokaldistanzen. 
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14. Übergang auf die FarabeL Eommt beim linken elliptischen 
Paraboloid der Punkt P in die xy-Ehene zu liegen, so wird (Fig. 214) 
die gebrochene Hauptfokaldistanz r^ im Gleitpunkte 0^ gestreckt, also 
direkt der Abstand des Punktes P vom Brennpunkt J?o » des 
ersten HauptschnitteSy der Parabel: 

während der Abstand von der Hauptdirektrixebene (30) der Abstand 
von der Direktrix § 2, (1) der Parabel wird. 

Die Sätze I, Y über das elliptische Paraboloid schließen also die 
Fokaleigenschaft der Parabel § 2, (8) und § 13, 18 als besonderen Fall 
in sich ein. 



VL Abschnitt. 

Flächen zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaten. 

I. Kapitel. 

ADgemeine Koordinatentetraeder. 

§ 138. Die Gleicilnng der Fläche zweiter Ordnimg nnd ihre Trans- 
formation. 

!• Allgemeine Form der Gleichung. In bezug auf ein Koor- 
dinatentetraeder E^E^E^E^ (I §^'79 (1); (4)) ist die allgemeine Gleichung 

einer Fläche zweiter Klasse in lath 
f enden Ebenefikoardinaten u^, u^^ 

(10 F ^ F(u,, u,, u,, u,) 



einer Fläche zweiter Ordnung in 
laufenden Punktkoordinaten x^, x^, 



*^9f *^A' 



(1) f^f{x^, a;„ ajj, x^) 

4 4 

1 1 
Die linke Seite der Gleichung^ für die: 







(2) 



«« •= «I» 



(2') 



'kl 



sein soll; ist eine quadratische Form der vier Koordinaten.^^) 

2« Die partiellen Ableitungen der Form. Wir bezeichnen den 
halben partiellen Bifferenticdguotienien von f nach Xj^ und von F nach 
Uj, mit (§ 66, (5); § 75, (3)): 

4 4 

(3) fk-fk{^iyX^yX^yX^=^<^ki^i' (^O -f^t^-^iK, «s,% W4)='2^*»"»• 



Alsdann gelten die Identitäten (§ 66, (6)); 

4 4 4 

(4) ^/i^^-^^«*.*'**-/"- (4') 

111 1 

IsT^^die Ableitung fj^ für einen bestimmten Punkt Xj}^^ oder Fj^ für eine 




f^k^k-F. 
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bestimmte Ebene u^"'^ gebildet, so gebrauchen wir die Bezeichnungen: 

(5) /;w- /;W">, V"^ ^,«">, «=*<"') i (öo FiW= j^KH «,("), «,w, «,(•)) 

3. Die bilinearen Formen« In bezug auf zwei bestimmte Punkte 
x^^\ a:/**) oder Ebenen u^^\ ul^^ setzen wir zur Abkürzung (§ 67, (9)): 

4 4 4 4 

11' 11 

4 4 4 4 

1 1.1 1 

Diese bilinearen Formen gehen mit m^n wieder in die quadratischen 
Formen über: 

4« Die Determinante der quadfatisohen Form. Die Determi- 
nanten*^) der quadratischen Formen (1) und (1') (§ 66, (15)): 

(8) ^-|«hI 1(8') -E=|c„| 

sind infolge von (2), (2') symmetrische Determinanten vierten Grades. 
Infolge dessen ist für die ünterdeterminanten dritten Grades A^. und 
zweiten Grades a^^^ von A ebenfalls: 

(9) Ai ^ ^ik y ^ki ™ ^ik 5 
und entsprechend für die Unterdeterminanten von E. 

6. Ansführung der Transformation. Zum Übergang von dem 
alten Eoordinatentetraeder E^E^E^E^ zu einem neuen J^J^J^J^y dessen 
Ecken «^ die Koordinaten x^"^^ haben, dienen die Formeln (I §63, (25)): 

4 

(10) x,= '^x^'-'>y^. 

1 

Durch die Substitution (10) geht die quadratische Form der alten 
Koordinaten Xj^i 

4 4 

(11) fSS''"''^''' 

1 1 
über in: 

also in eine quadratische Form der neuen Koordinaten y^: 
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(12) 



4 4 



1 1 



deren Koeffizienten nach. (6) die Werte haben: 



(13) 



^mn Tmn 



4 4 




Sie sind büineare Formen der Koordinaten je zweier Ecken J^ und J^ 
des neuen Eoordinatentetraeders^ bezüglich (für m » n) quadratische 
Formen der Koordinaten einer Ecke J^ (§ 41, 6). 

6. Invarianteneigensohaft der Determinante. Nach (6) und (5) 
kann man den Wert (13) auch in der Form darstellen: 

4 4 

(14) &„.-/-„.-^a;,W/i(-) mit. (15) /;<')-2a„a;,(-). 

1 1 

Daher ist nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 
(I Anm. 1, V, 3, (2)) einerseits : 



^1 *12 ^1» ^4 

*21 h% hz ^84 

^81 ^32 ^SS ^84 

Kl ^42 *« *44 



und andererseits: 

/i(i) /•,(!) /•,(!) f^m 

/;(» /jw /•,(») /•/) 

/;(») /•,(») /;(») /;(«) 

/;(*) /-,(*) /•,(*) /;w 



a?i('> ar,(') ^<'> «Z*^ 

ir,(») «,(*) «,(») «^W 

a;,(») «jW »,(») «/) 

rc^W «,(*) «jW »/) 



/•^(l) ^,(1) /•,(!) /;(!) 

/;(«) ^,(«) /•,« /^(«) 

/•/•> ^(») /iW /;w 

i /iw /iti) /^w /;(*) 



^11 ^12 ^18 ^4 

«21 ^2 ^28 ^24 

^81 ^82 ^88 ^84 

^41 ^42 ^48 ^44 



x^^'^ x^^'^ ^CjW a;/>) 

a^i^") ^,(^ x^^^ a;,W 

a;/») iCj<») iC,W or^W 

a:iW a;2W ir,W a:/) 



Durch Verbindung beider Formeln ergibt sich zwischen den drei 
Determinanten: 



(16) 

die Beziehung: 
(17) 



A=-\a 



H\> 



B 



'kt,> 



s 



x,i^ 



B=S^Ä. 



Die Determinante der transformierten Form ist das Produkt der 
Determinante der ursprünglichen Form und des Quadrats der Substir 
tutionsdeterminantCy oder: 

Die Determinante der quadratischen Form ist eine Invariante^) 
bei jeder Koordinätentransformation (§ 91, (7)). 
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§ 138, 7—8. 



7. Beüehnng der Unterdetenninaiiten dritten Ghrades. Infolge 
der Beziehungen (14) und (16) ist femer (I Anm. 1, V, 3, (3)): 

A^i) A*i) A^i) 

. —X "» — • *i *i *a 



ntjiii in^iig fli^ftg 



: Ani) /<«i) /<«i) 

*l *1 *• 

/<«») /<««) /<"«) 

'*! ^*. '*, 

^«») yKO AO 

*l *1 *J 



■^- 



kh 



Amt) J.nh) Jw») 
•*'*x '*'*, '^*, 



o;^*») a;^»»^ ar^*^^ 
h h k 

4"^ ^^^ 4"^ 

<-> a:j-> a:;;-) 



. ^<».) An^ An^, 

'*! 's '*. ^ 



^Ai«x ^*i*. ^»ti. 
^4.1. ^*^«. «*.^ ' • 



\h Hk 



\k\ 



Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn m.m^m^fn^yn,n^n^n^y 
kk^h^k^, llil^l^ je die Permutationen (I Anm. 1^ lU, 2): 

(18) 1.234, 2.314, 3.124 oder 4.321 

bedeuten: 



(19) 



B. 



mn 



4 4 

1 1 




Hier sind B^^, Aj^^, u^^^^ die ünterdeterminanten dritten Grades der 
neuen und alten Determinante B und Ay sowie der Substitutions- 
deteiminante S in (16). Die Uj^^^ sind zugleich die Koordinaten der 
Seitenflächen l„ des neuen Eoordinatentetraeders (I § 63, (30)). 

8« Besiehong der Unterdeterminanten sweiten Grades. Infolge 
von (14) und (15) ist endHch (I Anm. 1, V, 3, (4)): 






6 




*!*, 






) 






• 6 

1 





A^i) Ani) 



%k %k 



Durch Verbindung beider Gleichungen folgt, wenn m^fn, die m**, 
n^n^ die n**, k^k^ die ä** und Zi^g die ?*• Variation der Reihe: 

(20) 23, 31, 12, 14, 24, 34 

bedeutet: 



(21) 



Ptnn 



6 6 




Hier sind ß^^, a^j, j)^^'") die ünterdeterminanten zweiten Grades der 
neuen und alten Determinante B und A und der Determinante 8. 
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Die p^^^ sind zugleich die StraMenkoordinaten der Kante i„ des neuen 
Eoordinatentetraeders (I § 63, (31)). 

Die Formeln (21) kann man (I § 63, (32); I Anm. 1, III, (11)) 
auch schreiben: 






6 




ASS 



oder nach (17) und mit Weglassung der Querstriche: 

6 6 

(22) B. 



m« 




1 1 



Hier sind B^^, Aj^j, q^^^ die XJnterdeterminanten zweiten Grades aus 
den B^^y Ä^^, Ujg^^\ die q^^^^ aber zugleich die Achsenkoordinaten der 
Kante c^ des neuen Tetraeders (I § 63, 8). 

9. Darstellung der neuen Koeffisienten und ihrer Determinanten 
duroh die alten. Die Zusammenfassung der Yorstehenden Ergebnisse 
gibt den Satz: 

Die Koeffizienten b^^ der iransformierten Form (12) imd die aus 
ihnen gebildeten Determinanten zweiten, dritten und vierten Grades 
ßmfS^mJy -^mny ^ drücken sich durch die Koeffizienten a^^ der ur- 
sprimglichen Form (11) und die aus ihnen gebildeten Determinanten 
^ki(\i)} -^*i; -^ mittels der Formein aws;"') 



(23) 



6„- 



mn 




4 4 

1 1 

6 6^ 

1 1 

6 6 

1 1 

4 4 

1 1 

ÄS', 



B_.- 



mn 



s. 



mn 



l B 



wo S die Determinante der Stibstüution (10), xj^"^^ die Koordinaten der 
Ecken J^, p^^^^ die Strahlenkoordinaten der Kanten i„, qj^^'^^ die Achsen- 
koordinaten der Kanten i^ und u^^^ die Koordinaten der Seitenflächen 
1^ des neuen Koordinatentetraeders sind (I § 63, 8). 
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10. Kovariante Funktionen. Gleichzeitig mit der Form (11) 
der Koordinaten eines Punktes sollen die folgenden Formen der Koor- 
dinaten einer Ebene, eines Strahles und einer Ädhse:^'^) 

4 4 



(24) ^'"^»^'A.«*«,, 




1 1 

6 6 6 6 



(25) V -22««1>»1'., <l>=2^Ai,2t2, 



1 1 



auf das neue Koordinatentetraeder transformiert werden. Die Koeffi- 
zienten dieser Formen sind ünterdeterminanten aus den Koeffizienten 
a^j der gegebenen Form (11). Zwischen den beiden Formen (25) 
besteht; wenn mit einem Proportionalitätsfaktor 6 gesetzt wird 
(1 § 59, (8)):"») 

(26) qk-<tPk, • 
die Beziehung (I Anm. 1, IQ, (11)): 

(27) <D = Aa'q) . 

Zur Transformation dienen die Formeln (I § 63, (26)5 (27); (28)): 

i 

(28) Su.^'^u.C-^v^, 

1 

6 6 

(29) A-2'Ä<'">'"»' 'S*«» -^ fft^"" «m , 

1 1 

WO v^y r^, Sj^ die neuen Koordinaten von Ebene, Strahl und Achse 
sind. Danach wird: 

S*i^= SS A.S' V""»» S«/"'«. 
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oder mit Rücksicht auf (23) und mit Wiederholung von (12): 

Beim Übergang von dem alten isu dem neuen Koordinatentetraeder 
gelten nebeneinander die folgenden Transformationsformdn: 
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(30) 



4 4 



4 4 



^^-S2^*' ^* ^'"-S-S*m«y«y«; 



1 1 

4 4 



1 1 

4 4 




'"• ^^KnSrnS^. 



11 11 

6 6 6 6 

11 11 

6 6 « 6 

11 11 

Die Funktionen fy F^ % sind Kovarianten, die sich je ans den 
neuen Koeffizienten und Yariabeln ebenso zusammensetzen wie aus 
den alten. 

!!• Darstellung der alten Koeffizienten und ihrer Determi- 
nanten durch die neuen. Die Auflösungen der Gleichungen (10), 
(28) und (29) sind (I § 63, (25')— (28')): 

4 4 



(31) 



y 

1 



fi^!/«=-2i"*^"^^*^ ^m-2j^^'^^^^^ 



6 



6 



SV 




knS^) 



1 1 




,*i>*^'"^«*- 



Setzt man diese Werte in die transformierten Formen auf den rechten 
Seiten von (30) ein, so müssen sich rückwärts wieder die ursprüng- 
lichen Formen ergeben. Man erhält damit: 

5 *22«*» ** *» = 22 *"■» 2 «t^"*^ «»2«»^"' *' 

-^22^,«*«, =22 -»««2**^"' "2*/"^«» 

-22 1 22 •^'»- **^'"^ '^''"^ 1 «* «*» 

^22'^*'^*^' =22 ^".2 f?*^"^ i'2«/"'i'' 

=22 ( 22 ^'»» «*^"" */"^ li'*^" 

522^«?*3, =22 b«.»2p*^'"' «2ä^"^ ff' 

=22 1 22 B^nÄ^"'!»/"^ 1 ?» ffi- 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten auf beiden Seiten dieser Glei- 
chungen folgt daher: 
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Die Koeffijsimten der ursprünglichen Form und die aus ihnen ge- 
bildeten Determinanten drücken sich durch die Koeffieienten der trans- 
formierten Form und ihre Determinanten mittels der Formeln aus:^^^) 



(32) 



4 4 



S*a 



S*a 



S*A 



^kl 


1 1 

6 6 


V"' 


«/»), 


'kl 


1 1 


q^Cn) 


?/->, 


kl 


6 ß 

1 1 


.?*<"• 


)p/-), 



4 4 



1 1 

mit derselben Bedeutung von x^^^^ u^^\ Pk''^\ ft^"*^ w?*^ *w (23). 

12. Transformation der Fl&ohe sweiter Klasse. Die Form: 

A 4 

(33) ■P'-2^«t'***«' 

1 1 

geht mittels der Substitution (28) über in: 

oder nach (6'): ^ ^ 

(34) -S'-F =22'^-.- ''»«'.• 

1 1 

13. Übergang auf gemeine Koordinaten. Für die Beziehung 
zwischen einem rechtwinkligen System Oxys und einem schiefwinkligen 
aafy'^ gelten die Formeln § 91, (2); (3) und § 75, (6); (7). Daher 
ist dann in (10) und (28) zu setzen: 

«»<^'=yi, «j'"=y», «j^'^^n» aj,w=«o> 

a;/)=0, a;/*)=0, a;4W=0, a;/)= I5 

V»-^, V*>=A,, «i(«)-A„ u,W=0, 
«,W=B„ «,W=B„ V')=B„ «,W=0, 

«,<« = SV, «,W = Sy,', u/») = SV, M,W = S. 



(35) 



(36) 
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Danach ergeben sieh aber mit a^^ f&r b^^ aus (12^ die Formeln 
§ 66, (19)— (21) nnd mit 6^, för a^, aus (34) die Formeln §75, 
(13)-(16). 

§ 139. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung nach dem Rang. 

1. Begriff des Banges. Nach § 138, (23) und (32) ist jede der 
neuen Determinanten vierten, dritten, zweiten und ersten Orades B, 
^mn} ßmnf ^mn ^^^ lineare homogene Funktion der bezfiglich gleich- 
gradigen alten Determinanten Ä, Aj^^y a^^, a^, und umgekehrt. Ver- 
schwinden daher alle alten Determinanten eines bestimmten Grades, 
so verschwinden auch alle neuen desselben Grades und umgekehrt. 
Das Verschwinden cUler Determinanten eines bestimmten Grades, welches 
überdies das aller Determinanten höheren Grades nach sich zieht (I 
Anm. 1, III, (17); 11, (6); I, (4)), ist daher eine vom Koordinatentetra- 
eder unabhängige Eigenschaft der Flache, die wir als ihren Bang 
bezeichnen. Wir nennen nämlich die Fläche eweäer Ordnung § 138, 
(1) oder Zi/oeiter Klasse § 138, (1') vom Bange 4, wenn die Determinante 
-4 + ist; vom Bange 5, wenn Ä^^O, aber nicht alle ünterdeter- 
minanten dritten Grades Äj^^ verschwinden; vom Bange ä, wenn aUe 
A^jy aber nicht alle Unterdeterminfuiten zweiten Grades ct;^, verschwinden; 
vom Bange i, wenn alle a^^y aber nicht alle Elemente a^^^ verschwinden. 

Der Bang der Fläche zweiter Ordnung (oder zweiter Klasse) ist 
vom Koordinatensystem unabhängig.'^^) 

2. Bedingung f&r das Fehlen einer Koordinate in der Gleichung 
der Fläche. Die Fläche: 

4 4 

(1) f-^ ^ <^kl^k^l- ^ 

1 1 

hat nach § 138, (12) in bezug auf irgendein neues Koordinatentetra- 
eder J^J^J^J^ die Gleichung: 

4 4 

(2) f-^^^KnVmyn-^y Kn^ fmn^ fnm' 

1 1 

Wir nehmen an, daß in dieser Gleichung die Koeffizienten der 
vier Glieder, die y^ enthalten, verschwinden, also (§ 138, (6)): 

4 

(3) /;4=0 oder ^/i^aJ^W-O, m==l,2,3,4. 

1 

Aus diesen in den vier Großen f^^^ linearen homogenen Gleichungen 
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mit der nicht verschwindenden Determinante S (§ 138, (16)) folgt aber 
(I Anm. 2, III, 3): 

4 

(4) /;(*)« oder ^a,,xi^)='0, Ä= 1,2,3,4. 

1 

Wenn umgekehrt die Ecke J^ « x^^\ x^^^\ x^^^\ x^^^ den vier Glei- 
chungen (4) genügt, so bestehen die vier Gleichungen (3). So folgt 
allgemein: 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingu/ng für das Fehlen der 
Koordinate y^C*^ ** 1; 2, 3 oder 4) in der Gleichung (2) ist, daß die 
Koordinaten rc/"*^ der Ecke J^ des netten Koordinatentetraeders den vier 
Gleichungen genügen: 

(5) /i(a^i, a^8,^8,a;J = 0, Ä« 1,2,3,4. 
Ausgeschrieben lauten diese: 

a,j x^ + a^^x^ + ai8^8 + ai4a?4 «= , 

«81^1 + «22^ + ^8^S + ^24^4 "" ^ } 
f*Bl^l J %2'^2 T" ^88^8 "T ^84^4 ™' " ; 
0^41^1 + ^42^2 + ^48^8 + ^44^4 = ^ . 

Ebenso fehlt die Koordinate v^ in der transformierten Gleichung 
der Fläche zweiter Klasse (§ 138, (34)), wenn die Koordinaten w/'"^ 
der Seitenfläche 1^ des neuen Koordinatentetraeders den vier Glei- 
chungen genügen: 

(50 i^*K,U2,t*8,«*4) = 0, Ä = l,2,3,4. 

3. Eigentliche und uneigentliche Flächen. Im allgemeinen 
gibt es keinen Punkt, der den Gleichungen (6) oder (5) genügt. Falls 
es aber einen solchen Punkt gibt, so ist er ein Punkt der Fläche 
selbst, da nach § 138, (4) identisch: 

4 

(7) 2^*^*=^- 

1 

Wir nennen daher*^) 

jeden den Gleichungen (5) genügen- \jede den Gleichungen (5') genügen- 



(6) 



den Punkt einen singulären (Doppel-) 
Punkt der Fläche /" = 0. 



de Ebene eine singulare (Doppd-) 
Ebene der Fläche F = 0. 



Die notwendige und hinreichende Bedingung, daß die Gleichungen 
(6) keine Lösung haben, ist aber: J. + 0; also: 

Die Flächen zweiter Ordnung Die Flächen zweiter Klasse vom 
vom Bange 4 haben keinen singu- , Bange 4 haben keine singulare 
lären Punkt (§ 78, 2). Ebene, 



§ 189, 8—5. 
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Sie heißen eigentliche Flächen zweiter Ordnung^ bezfüglich Klasse. 

Ihre Gleichung erdhäU, auf welches Koordinatewtetraeder sie auch 
bezogen ist, stets dUe vier Koordinaten, 

Flächen geringeren Ranges haben stets einen oder mehr singulare 
Punkte. Ihre Gleichungen können in weniger als vier Koordinaten 
dargestellt werden. Sie selbst gehören also niedrigeren Mannigfaltig- 
keiten als dem Räume an und heißen daher uneigentliche Flächen 
0weüer Ordnung, bezüglich Klasse. 

4. Flächen mit einem singulären Punkt. Ist die Fläche (1) 
vom Range 3, so daß J. == 0, aber nicht alle J.^, verschwinden, so 
gibt es (I Anm. 2, III, (12)) einen singulären Punlct, für dessen Ko- 
ordinaten x^ aus (6) hervoi^eht:'®) 

fc - 1, 2, 3 oder 4. 

Wählt man diesen Punkt als Ecke J^ des neuen Koordinaten- 
tetraeders, also: 
(9) «,(*)-«,•, 

so verschwindet aus (2) nach 2, 1 die Koordinate y^ und die Gleichung 
der Fläche wird: 

8 8 
(10) ^2^n.ny^^n-0. 

1 1 

Die Form dieser Gleichung zeigt (I § 72, (18)): 

Die Fläche zweiter Ordnung vom Die Fläche zweiter Klasse vom 
Bange 3 ist ein Kegd zweiter Ordr Bange 3 ist ein Kegelschnitt; ihre 
nung; ihr singulärer Punkt ist die singtiläre Ebene ist die Ebene des 
Spitze des Kegels (§ 79, 3). | Kegdschnittes. 

6. Determinante und Unterdeterminante des Kegels. Die Deter- 
minante der Gleichung (10), insofern sie als Gleichung zwischen den 
vier Variabein yi^Vi^y^^yi, betrachtet wird, ist (§ 138, (17)): 



(11) 



5= 



*ii *i» *i» ö 

^»i ht hs 

^Jl *»» ^88 ö 





= Ä»^ = 0. 



Daher Terscliwinden alle Unterdetermiaanten JB^„ bis auf die eine: 



(12) 



JB. 



44 



6ii Jia ^18 

^21 ^82 ^28 
I ^81 ^82 ^88 
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die nicht verschwindet^ da die Flache vom Range 3 sein soll (vgL 1). 
Infolgedessen verkürzt sich die vierte Gleichung § 138, (32) auf:^^^) 

(13) S%, « B^xi*')x^^) = B^oj^Wä?/*). 

Ist die Fläche (1) ein Kegd, so zerfallen die Unterdeterminanten 
Aj^f je in gtoei Faktoren in dem Sinne (13), wo x^ die Koordinaten 
der Spitze sind. 

Indem man* diese Werte in^ die Form § 138^ (24)- ^früir^^ ergibt 

sich:"») 

(14) S'F= -Bu^^«»'«X«, = Bj^ktt.,^u)\ 

11 1 

Für den Kegel ist die Kovariante Fy bis auf einen konstanten 
Faktor, das vollständige Quadrat einer linearen Form (§ 42, (14)). 

Dasselbe folgt aus der zweiten Gleichung § 138, (30) in der Form: 

(15) S^F - B^v,\ 

WO der Wert von v^ aus § 138, (31) mit Rücksicht auf (9) zu ent- 
nehmen ist. 

6. FlSohen mit singulärer Linie. Ist die Fläche (1) vom Range 
2, so daß alle Af^^, aber nicht alle a^^, verschwinden, so gibt es oo^ Punkte, 
die Punkte einer geraden Linie, die den Gleichungen (6) genügen. 
Wir nennen diese Linie die singulare Linie der Fläche und finden 
aus (6) für ihre Adisenkoordinaten (I § 61, (13)): 

(16) q^^: 28^:^8^: «4^: fe^ ge®- ^ki'^ki'^kZ' «m^ «*6-- ^u, 
wo Ä = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 ist. 

Wählt man auf dieser Linie die beiden Ecken J^ und J^ des 
neuen Tetraeders, also (§ 138, 9; I § 63, Fig. 320): 

(17) ff/'> = ?A 

so verschwindet aus (2) nach 2, 1 sowohl die Koordinate y^ als y^, und 
die Gleichung der Fläche wird: 

(18) >»;^&„«y„y»=o. 



1 1 



Die Fläche zweiter Ordnung vom 
Bange 2 ist ein Eienenpaar. Ihre 
singulare Linie ist die Schnittachse 



Die Flädie zweiter Klasse vom 
Bange 2 ist ein Punktepaar. Ihre 
singulare Linie ist der Verbindungs- 



des Paares. straJd des Paares. 

7« Determinante und Unterdeterminanten des Ebenenpaares. 
Die Determinante der Gleichung (18), insofern sie als Gleichung mit 
vier Vaiiabeln betrachtet wird, ist (§ 138, (17)): 



§ 189, 7—9. 
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(19) 



B 



in 6u 



= S»^ = 






I 

Daher verschwinden alle Unterdeterminanten ß^^ bis auf die eine: 



(20) 



/'s» 



^1 hl 



die nicht yerschwindet» da die Flache vom Bange 2 sein soll (vgl. 1). 
Infolgedessen verkürzt sich die zweite Gleichung § 138, (32) auf: 

(21) SSi-^M«*<*¥'>-/'«,?»V- 

Ist die Fläche (1) ein Ebenenpaar, so zerfdUen die Unterdeter- 
minanten Uj^^ je in zwei FaMoren im Sinne (21 ), too qj^ die Koordi- 
dinaten der Doppellinie sind.^^^) 

Indem man die Werte (21) in die Form § 138, (25) einführt, 
ergibt sich:^^) 

6 6 6 

(22) S* 9 - i8„^ ^ qi%'Pd>, - A, {2} 2*°a)'- 

11 1 

Für das Ebenenpaar ist die Jcovariante Form q>, bis auf einen kon- 
stanten Faktor, das vollständige Quadrat einer linearen Form. 

Dasselbe folgt aus der dritten Gleichung § 138, (30) in der Gestalt: 

wo der Wert von r^ aus § 138, (31) mit Rücksicht auf (17) zu ent- 
nehmen ist. 

8. EoeffisLenten und Koordinaten der beiden Ebenen, des 
Sbenenpaares. Sind u/ und u/' die Koordinaten der beiden Ebenen 
des Paares, so ist bis auf einen Faktor: 

4 A _4 4 

1 1 11 

und dementsprechend ergibt sich^^): 

Zwischen den Koeffizienten der Gleichung (1) eines Ebenenpaares 
und den Koordinaten der beiden Ebenen des Paares bestehen die Be- 
eiehu/ngen: 

(23) «„-i(«>,"+«X'). 

Die Bestimmung von w/, w/' durch a^^ wird sich § 143, 7 ergeben. 

9. Flächen mit einer singulären Ebene. Ist die Fläche (1) 
vom Range 1, so daß alle a^j, aber nicht aUe a^j verschwinden, so 
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gibt es oo^ Punkte, die Punkte einer Ebene, die den Gleichungen (6) 
genügen. Wir nennen diese Ebene die singulare Ebene der Fläche 
und haben aus (6) für ihre Koordinaten: 

(24) <: Ms»®: <: <= a^^^ : a^^^ia^^: a^^, 

wo Ä = 1, 2, 3 oder 4 ist. 

Wählt man auf dieser Ebene die drei Ecken J^, J^y J^ des neuen 
Tetraeders, also: 

(25) «,W = u}, 

SO verschwinden aus (2) nach 3, I y^, y^ und y^, und die Gleichung 
der Fläche wird: 

(26) &„yi'=o. 

Die Fläche zweiter Ordnung vom Die Fläche zweiter Klasse vom 
Bange 1 ist eine Doppelebene, ihre Bange 1 ist ein Doppelpunkt, ihr 
singulare Ebene. singulärer Punkt, 

10. Determinante und Koeffizienten der Doppelebene. Von 

der Determinante B yersch winden alle Elemente außer b^^. Zugleich 
ist nach der ersten Gleichung § 138, (32): 

(27) -S««,,»»,,«,««/')»»,,«,»«,». 

Ist die Fläche (1) ein^ Doppelebene, so zerfallen die Koeffizienten 
^ki 3^ ^'^ ^^^^* Faktoren im Sinne (27), wo u^ die Koordinaten der 
Doppelebene sind.^^^) 

Mit diesen Werten wird aus (1):^^®) 

4 4 4 

(28) S'f=b,,^k^,u,Wx,^ 6u(2«*S*- 

11 1 

Für die Doppelebene ist die Form f selbst ein vollständiges Quadrat. 

11. Allgemeinheit der Bedingungen des Banges. Der Rang 
einer Fläche (1) wurde unter 1 als eine Eigenschaft ihrer Determinante 
A definiert. Die Entwicklungen 2 — 10 haben aber die geometrische 
Bedeutung des Ranges ergeben. Sie zeigen, daß die § 81, (27) für 
gemeine Koordinaten aufgestellte Tabelle auch für Tetraederkoordinaten 
dieselbe bleibt. 

Die Gleichung (1) stellt nämlich je nach dem Bang ihrer Deter-- 
minante folgende Flächen dar'^^): 

A^O: Eigentliche Flächen zweiter Ordnung; 

A=^0, J.;t,+ 0!: Kegel zweiter Ordnung; 

A^O, J.^,==0!, «jtj+Ol: Getrennte Ebenenpaare; 

J. = 0, J.j,= 0!, ai,= 0!, a^j+O!: Doppelebenen. 



§ 139, 11. § 140, 1—2. 
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Dabei soll unter ^^^,= 0! oder Äj^^^Ol usw. verstanden werden, 
daß „alle A^j = 0^' oder „nicht aUe A^^ =« 0** usw. Infolge der Iden- 
titäten § 79, (10); § 81, (17); (24) können aber bei reellen a^^, die drei 
letzten Zeilen (29) auch in der Form gegeben werden: 



(30) 



-4. == 0, J.'+ 0« Kegel zweiter Ordnung; 

-4 = 0, J.'=»0, J[" + 0; Getrennte Ebenenpaare; 

^«0, ^'«0, .1"=0, J.'"+0: Doppelebene, 



wo A\ A", Ä" die Summen der Hauptunterdeterminanten dritten, zweiten 
und ersten Grades der Determinante A bedeuten (§ 79, (5); (6); (7)). 



§ 140. Gleichzeitige Transformation der Fläche zweiter Ordnnng 

und der Ebene. 

1. Gleiohmigen von Fläche und Ebene. Die beiden Gleichungen: 



(1) f 



(2) 



4 4 

1 

4 




1 
stellen zusammen den Ort der 
Punkte dar, die gleichzeitig einer 
Fläche zweiter Ordnung und einer 
Ebene angehören. Es sind die 
Gleichungen der Schnitilinie der 
Fläche mit der Ebene in laufenden 
Punktkoordinaten. 



4 4 

(1-) F_22?^*'«*««-ö' 

1 1 

4 

(2') X -=^* ^k % "■ 

1 

stellen zusammen den Ort der 
Ebenen dar, die gleichzeitig einer 
Fläche zweiter Klasse und einem 
Punkte angehören. Es sind die 
Gleichungen des Berührungskegds 
von dem Funkte an die Fläche in 
laufenden Ebenenkoordinaten, 



2. Gleichzeitige Transformation von Fläche und Ebene. Beim 
Übergang zu einem neuen Koordinatentetraeder ändert sich die Glei- 
chung (1) nach § 138, (12) in: 

4 4 

1 1 

und die Gleichung (2) in der Weise (I § 63, (36)): 

4 
(4) W-^^^n^m^O, 



WO v^ den Wert § 138, (31) hat. 



1 
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§ 140, 2—3. 



Dies sind die Gleichungen der SchnüÜinie in heeug auf das neue 
Koordtfkxientetraed&r J^J^J^J^. 

3. InvarianteneigenBOhaft^der geränderten Determinante. Die 

mit den Koordinaten der Ebene (2) geränderte Determinante der 
Fläche (1):"») 

^U ^11 »1« «14 ^i 
<hl »82 «»3 0^24 ^ 
«81 «82 «B8 «84 **B 



(5) 



«41 «42 «48 «44 **4 



Wi Mg U, f«4 

ist eine der Zusammenstellung von Fläche und Ebene^ beziehungs- 
weise der Schnittlinie fxu beider eigentümliche Konstante. In 
gleicher Weise sei: 

(6) JB^ = 



6ii 61, 615 &H ^1 




^mn^m^n- 



Durch Entwicklung der Determinanten (6) and (6) nach den 
Elementen der letzten Zeilen und Kolonnen ergibt sich: 

44 44 

(7) ^---22^,,«,«,; JB-=- 

11 11 

Die negative geänderte Determinante ist daher die Form i^in § 138,(24): 

(8) Ä"" F. 

Nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten ist wie in 
§ 138, 6 mit Rücksicht auf § 138, (31): 



6ii . . 614 t?i 



641 .. 6 



44 V4 



t?i . . «4 

«1 . . U4 



x^m . . x^w 



.. 1 



.. 1 



. * * 

t*i . . W4 

«II • • «14 «*! 



«41 • • «44 **4 
Mj . . M4 



und danach, in Obereinstimmung mit der zweiten Gleichung § 138,(30): 

(9) jB^=/SU^ 

Die geränderte Detenninante ist SimuUaninvarianle von Fläche und 
Ebene (§ 43, 2). 



§ 140, 4—6. 
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4. Glelohungen von IPläohe und zwei Ebenen. Kommt zu (1) 
und (2) noch eine Ebene, bezüglich zu (1') und (2') noch ein Pankt: 



(10) «'=>3tt;x»=o 



(10-) 



X 




fx,\^0 



hinzu, so stellen die drei Oleichungen 

(1), (2), (10) das Paar der SchnM- 1 (l^, (2^, (lOO das Paar der Tan- 
punkte dar, welche die Fläche zwei- ! gentialebenen dar, welche die Fläche 
ter Ordnung mit der Geraden zweiter IQasse durch die Gerade 
q ».ti X u' gemein hat. p => xx' sendet. 

Bei der Transformation wird wie in (4): 

4 



(11) 



u'=2^my„ = o. 



KU' 



5. Die Bweifaoh gerfinderte Determinante als Invariante. Die 

mit den Koordinaten der beiden Ebenen (2) und (10) geränderte 
Determinante der Fläche (1)*"): 

I «11 «1« ^iz ^u «*i **i' 

I 

0,1 O,, O,, (7,4 fl, M,' 
«81 <ht «M «84 «*8 V 

a^ a^ a^ a^ u^ uj 

Uj U, 14^ tt^ 

Mj' u^' u^ u^ 

ist eine der Zusammenstellung der FULche und der Schnittlinie der 
beiden Ebenen (ygl. (16)) eigentümliche Eonstante. In gleicher 
Weise sei: 
(13) Br^^ 



(12) 



hl \% ^8 ^4 ^X ^1 



Wie unter 8 ergibt sich, wenn S als Determinante fünften Grades 

dargestellt wird: 

(14) B'^'-S*^"«'. 

Die eweifach geränderte Detenninante ist Simidtaninvariante von 
Fläche und Gerader. 

6. Entwicklung der sweifaoh geränderten Determinante nach 
Unienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie q^uXu 
^vxv sind (I § 63, (13); (14)): 



(15) 



9k 






«m = 
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wo k und m die Nummern der Variationen \Tc^ und m^m^ in § 138, 
(20) bedeuten. Nach diesen Koordinaten entwickelt, werden die Deter- 
minanten (12) und (13):i»3) 

6 6 6 6 

(16) ^-'=2 2 «FT«*?., S"'=^.^.ß--s„s„ 

11 11 

WO k, T, m, n die zu 1c, l, m, n komplementären Variationen sind, oder 
auch (I Anm. 1, III, (11)): 

6 6 6 6 

(17) ÄÄ»"' ^2} 2! ^"^"^^ -B-B"'-2'2^««*>»*-- 

11 11 

Setzt man jedoch wie § 138, (26) mit einem Proportionalitäts- 
faktor 6: 

(18) 9;=ffl>r, 
so wird (I § 63, (280; (32); (27')): 

Ss, =- Sa^kp.Opj^ - tf 2 fr«?* - «2 «*®^* - <^'^*'"T 
und damit: 
(180 s,^6Srj. 

Danach kann man für (16) auch schreiben: 

6 6 6 6 

(19) Ä'""^6'2}2'^,J?kPn 5"'=ff»S»22^„.r„r,. 

11 11 

Die Inyarianteneigenschaft (14) folgt daher auch aus der dritten 
Formel § 138, (30). 

Die zweifach geränderte Determinante deckt sich in der Tat init 
den Formen § 138, (25) derart, daß nach (17) und (19): 

(20) AA^^' - « , J."»' = 6^<p (vgl. § 138, (27)). 

7. Entwioklnng der zweifach geränderten Determinante naoh 
Ebenenkoordinaten. Statt nach den Elementen der beiden letzten 
Zeilen und Kolonnen entwickeln wir jetzt die Determinante (12) nur 
nach einer letzten Zeile und Kolonne und bezeichnen zu dem Zwecke 
diejenigen sechszehn Unterdeterminanten vierten Grades der geränderten 
Determinante JL" in (5), die zugleich die geränderten ünterdeter- 
minanten A^^ der Determinante A sind (§ 138, (9)), mit: 



(21) a:, = 



\h 


%k 


%k 


«*x 


%h 


«*.». 


%.«. 


«*. 


r 


\k 


\h 


«*. 


. % 


\ 


% 
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wo k und l die Nummern der Variationen Jc^Jc^k^ und lil^l^ in der 
Reihe 234, 314, 124, 321 sind (§ 138, (18)). Entsprechend be- 
zeichnen wir die Unterdeterminanten von B^ in (6). 

Die Entwicklung der Deierminanten (12) und (13) gibt dann:^^^) 

4 4 4 4 

(22) ^«"'--22^»;; B^" — S'S^^"«- 

11 11 

Vermöge der Transformation von dem einen Eoordinatentetraeder 
auf das andere ist aber nach (14): 

4 4 4 4 

(23) S«2^<'«= 2'S^^''«' 

11 11 

identisch in bezug auf die beiden Ebenen u, v und u\ v. 

8. Besiehnng der geränderten Unterdetenntnanten zueinander. 

Setzt man in der Identität (23) mit Rücksicht auf § 138, (28) und 
(31) entweder links: 

(24) s«; -2* «*'"'<' «< =2 **''"'"»' 

oder rechts: 

(25) «'„-2**'*^'"<' ''»'-2*/"^<' 

Bo folgt identisch in v^, v^\ bezüglich m/, m/: 








und: 



Durch Gleichsetzen der beiderseitigen Eo. ffizienten von vj^vj und 
w/u/ ergibt sich daher :^^*) 

Zwischen den geränderten Unterdetenninanten dritten Grades -4^, 
und JB^„ der ursprimglichen Determinante A und der transformierten 
B bestehen die Beziehungen: 

4 4 

(26) 



1 1 

4 4 



S^V^^-^»"^*'"*^^''"- 



^ 11 

Stftude, I'lAohen i welter Ordnung. IL 51 
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§ 140, 9—11. 



9. Gleichungen von Fläche und drei Ebenen« Nimmt man zu 
(1), (2), (10) noch eine dritte Ebene: 

4 

(27) • «"-2«,"x,= 

1 

hinzu, so bedeutet das gleichzeitige Bestehen der vier Gleichungen (1), 
(2), (10) und (27), daß der Schnittpunkt uxu'x u der drei Ebenen 
auf der Fläche f liegt. 

Bei der Transformation wird wie in (4): 

4 

(28) ' «"=y»r:y„-o. 



10* Die dreifach geränderte Determinante als Invariante. Die 

mit den Koordinaten der drei Ebenen (2), (10), (27) geränderte Deter- 
minante der Flache (1): 



(29) 





«11 


Ol» 


«1» 


«u 


«*1 «*1 


«1 




»M 


«« 


<hi 


Oh. 


«S < 


«» 




Ojl 


«M 


«M 


«M 


«8 «s' 


«, 


uu'u" 


»41 


a„ 


Oa 


«u 


«4 «4' 


«4 


• 


«1 


«2 


«» 


«4 










»l' 


< 


«»' 


< 










«l" 


< 


< 


«4 









// 



// 



rf 



fr 



ist eine der Zosammenstellung der Fläche und des Schnittpunktes der 
drei Ebenen eigentümliche Konstante, die sich nicht ändert, wenn 
für u, Uj u drei andere durch den Schnittpunkt gehende Ebenen 
gesetzt werden (I § 58, (29); Anm. 1, IV, 4). In gleicher Weise sei: 



(30) 



»»»'»" _ 



^1 *1J ^8 *14 »1 »1' »1 



// 



Wie unter 3 ergibt sich, wenn S als Determinante sechsten Orades 

dargestellt wird: 

(31) jB..'.-_58^u«'«- 

Die dreifach geränderte Determinante ist SimuUaninvariante von 
Fläche und Punkt, 

11. Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Punktkoordinaten. Die Koordinaten des Schnittpimktes der drei 
Ebenen (2), (10), (27) sind im alten und neuen System :^^*) 





§ 


140, 11—12. 






«». \ \ \ 


t U 1 
t?« t?„ t?„ 

tn^ tn^ fiij 


a?4 = 


»«. «*. % 


, Syrn" 


%)^ V^ V^ 
m% m^ m^ 




»k. «*. \ 




^ V V 
^'m, ^'m, ^Tii, 
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(32) 



'k,lijt^\y m,m^m^m^ » 1. 2 3 4, 2. 3 1 4, 3. 1 2 4^ 4. 3 2 1 , wo der an sich 
anwesentliche Faktor B hinzugefügt ist, um den Formeln § 138, 
(31) zu entsprechen, wie § 43, 4. Damit gibt die EiUwuMung der 
Determinanten (29) und (30) nach den Unterdeterminanten der drei 
letzten Zeilen und Kölonnen:^^) 

4 4 4 4 

(33) ^«-'-" 2» 2 »"^**' ^5 B'*"" S*^ 2 ^-.-y«.^-- 

11 11 

Die Invarianteneigenschafi; (31) folgt daher auch aus der ersten Olei- 
chung § 138, (30). 

12. Bntwioklung der dreifach gerfinderten Determinante nach 
Linienkoordinaten. Die Achsenkoordinaten der Schnittlinie der beiden 
Ebenen u und u" oder v und v' sind wie in (15): 



(34) 



2* 



u. u. 



8. 



m 



» 



m. Ulm 



Diejenigen 36 Unterdeterminanten dritten Grades der geränderten 
Determinante Ä^ in (5), die zugleich die geränderten Unterdeterminanten 
aj, der Determinante Ä sind (§ 138,(9)), bezeichnen wir mit (vgl. (21)): 



(35) 



WO k und { die Nummern der Variationen k^Jc^ und l^l^ in § 138, (20) 

bedeuten. Entsprechend bezeichnen wir die Unterdeterminanten von 
B' in (6). 

Die EntwuMung der Determinanten (29) und (30) nach den Unter- 

determinanten der zwei letzten Zeilen und Kolonnen gibt alsdann: 





%K 


\w% 


<l= 


«».». 


«*...«*. 




"h 


«.. 



(36) 



Auu'u 



6 6 

'■*'/ 'Vl ^^.' _.« _' _.' 



6 



6 




}ef/v 



X 1 

oder nach (18) und (18'): 

6 < 

(37) ^«"'«"-«»2 2 «*»''•' ^""" 

1 1 



// 




/S" s-s- 

rmn m n 



6 6 

1 1 

51* 
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§ 140, 12—14. 



Danach ist vermöge der Transformation von dem einen Eoordinaten- 
tetraeder auf das andere nach (31): 



6 6 



6 



6 



(38) 




•* ^' «*>»>/ =>r 2? ßmn«- 



11 11 

13. Beziehung der geränderten Unterdeterminanten sueinander. 

Setzt man in der rermöge der Transformation identisclien Gleichnng 
(38) links, bezüglich rechts nach § 138, (29); (31): 



.(«)»•' . S*r' = 



2, «t^"^?*'' 



(39) P,' = 2"'Pr'r„, 

so ergibt sich: 

ZwiscJien den geränderten Unterdeterminanten zweiten Grades a^^ 
und ß^^ der ursprünglichen Determinante A und der transformierten 
B bestefien die Beziehungen: 



(40) 



ß' 



mn 




s*<, 



6 




14* Entwicklung der dreifach geränderten Determinante nach 
Ebenenkoordinaten. Wir bezeichnen diejenigen sechszehn Unter- 
determinanten fünften Grades der zweifach geränderten Determinante 
Ä**^' in (12)^ die zugleich die zweifach geränderten Unterdeterminanten 
Ä^j der Determinante Ä sind (vgl. (21))^ mit: 



(41) 



%h %k %h "*, w,, 

«*./, a*.!. «;t.^ ^k, < 

^rr =- 1 %h \u %h % K 



\ w^ ^ 

K «4 ^^ 



und entsprechend die aus 6^,„, v^, v^ gebildeten. 

Die EnttmcJdung der Determinanten (29) und (30) wocÄ den Ele- 
menten der letzten Zeile und Kolonne gibt alsdann: 




(42) ^-'-''--^^'^rr'«;'«,"; 



Jßvp'v" 




^B-^:«' 



§ 140, 14—15. § 141, 1. 
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Danach folgt aus (31): 

4 4 

(43) S'^SA","'«* 



/ // tf 



4 4 

l" 1 




•^«>;«:- 



16. Beziehung der geränderten Unterdeterminanten suein- 
ander. Setzt man hier links, bezüglich rechts nach (24) und (25): 

(44) -SV-^«*^"""«' vl=^xr><, 

80 folgt: 

s «22^rr' v < S2 { S'S ^"n «'*<"" ^/"> 1 < «,"• 

Zunsclien den zweifach geränderten Unterdeterminanten dritten 
Grades Ä^^ und B^^ der Determinanten Ä und B bestehen daher die 
Beeidungen: 




(45) 



4 « 



B"' 

mn 



s»^«»' 




1 1 

4 4 




§ 141. Einteilung der ebenen Schnitte nach dem Range. 

1. Einführung der sohneidenden Ebene als Eoordinatenebene. 
Die auf ein Eoordinatentetraeder E^E^E^E^ bezogenen Oleichungen: 



(1) f 



4 4 

1 1 




(2) 




w= ^^Uj^Xj^=^0 



der Schnittkurve einer FBlche zweiter Ordnung f und einer Ebene u 
erhalten in einem beliebigen neuen Tetraeder mit den Ecken JiJ^J^J^ 
die Form § 140, (3) und (4). 

Nimmt man dabei die Ebene u selbst als Seitenfläche 1^ des 
neuen Tetraeders. (I § 63, 8), so werden: 

die alten und mit Rücksicht auf § 138, (31) und die Definition der 

w,^'") in § 138, 7: 

4 

(4) », = 0, «,-0, i;,-0, v,=^^x,^*^u,i*)^S 

1 

die neuen Koordinaten der schneidenden Ebene. 
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§ 141, 1—3. 



Die Gleichungen der SchniUkwrve im neuen Koordinatentelrcteder 
J^J^J^J^ lauten daher: 

4 4 

(5) r-^^'^-y-y--^' (^) «-Äy,-0. 

1 1 

3. Gleiohiuig der Schnittkarve in ihrer Bbene. Für alle 
Punkte der Seitenfläche 1^^ fär die ^^=0 ist, sind aber y^^ y^y y^ 
zugleich Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck J^J^J^ 
(I § 57, 16). 

Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche f mit der Ebene u 
lautet daher in Dreieckskoordinaiten in hezug (mf das Dreieck J^J^J^: 

8 8 

a) SS^'-oy^yn-o. 

1 1 

Die Ebene u kann dabei^ statt durch die Gleichung (2)^ auch 
durch die drei Punkte J^ = Xj^^^\ J^ =- Xil^^\ J^ = x^^ gegeben sein, 
da die Koeffizienten 6^^ direkt von o^,, x^^\ x^^\ a;/*^ abhängen 
(§ 138, (13)).«) 

8. Der Bang der Schnittkurve nach ihrer Determinante in der 
Ebene. Die Determinante des Kegelschnittes (7), sofern er f&r sich 
in der Ebene J^J^J^ betrachtet wird, ist: 



(8) 



(9) 



*» ^«8 
hi ^8 



= Ai; 



*11 *1J ^8 






^n 6» &28 


=-^44; 


^81 hi hi 




aten sind: 


hl ^88 


= 


/*»; 


6ii 6i2 
6,1 6„ 



ßM}'"7 



wo die Benennungen rechts die bereits für die Unterdeterminanteu 
von B eingefEihrten sind (§ 138, 7; 8). Daher folgt mit Rücksicht 
auf § 42, 8; 4; 7: 

Die Kurve, in der die Fläcke (1) von der Ebene der drei Punkte 
^k^^} ^k^^7 ^i!^ geschnitten wird, ist ein eigentlicher Kegelschnitt, wenn: 

(10) 5^+0; 
ein getrenntes Linienpaar, wenn: 

(11) B4,= 0; ß^„ /J„, ^3, /J,3, fti, ßi, ni^t alle 0; 
eine Doppellinie, wenn: 



§ Ul, 3—4. 
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(12) fti - 0, /J„ - 0, A, - 0, /J„ - 0, A, = 0, ft, = 0; 

hu *J8> ^8J» *»> *31> ^11 »»»<'^ «^ Öj 

tmdes^imm^ wenn: 

(13) 6„ = 0, 6„ = 0, 6„ - 0, 6„ - 0, ft„ - 0, &„ - 0. 



4. Der Bang der Sohnittkorve naoh ihrer Determinante im 
Baume. Die mit den Koordinaten der Ebene (6) geränderte Deter- 
minante der Fläche (5) ist nach § 140; (6): 



(14) 



hl h% hi &u 

6ji iw *2S ^«4 

hl *82 &M hi, 

641 &48 648 &44 ^ 



~ «^^44. 



S 

Ferner wird; wenn m^mifn^m^, n-n^n^n^ die Permutationen 
§ 138, (18) durchlaufen: 



(15) B^ 





mn 



IMiMx ^l^ ^l^ ^l 

b^ b h V 

fft%iix nt^u% tn^it^ fiij 
tRgit^ tn^n^ fn^Hf 1113 



«1 Mt 



17, 



— /S*/S^^, wenn w, n beide « 1, 2, 3; 
0; wenn m^n nicht beide » 1;2;3. 



Weiter wird, wenn m und n die Nummern der Variationen m^ m, 
und n^n^ in § 138^ (20) bedeuten: 



(16) « 



mn 






— S*b--, wenn »», n beide *• 4, 5, 6; 
0, wenn tn,n nicht beide —4^5,6. 



Nach § 140, (9); (26); (40) wird demgemäß: 



(17) 
(18) 



(19) 



4 4 

1 1 

6 6 

1 1 

8 S 

1 1 

3 S 



(m, n — 1, 2, 3), 



(»i, n = 1, 2, 3); 



(ft,Z = l,2,3,4), 



- 'S*<, = >,"^«ftiSn<?*<"'>«/"> (*. ? - 1, 2,..., 6). 



Daher verschwindet Ä" stets und nur mit B^] verschwinden alle 
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ßmn (^ =* ^} ^} ^); wenn alle -4", (k, ü = 1, 2, 3, 4) verschwinden, und 
umgekehrt; verschwinden alle bmn (m, » == 1, 2, 3), wenn alle a", 
(Je, i = 1, 2,..., 6) verschwinden, und umgekehrt. Daher folgt aus 3: 
Die Kurve, in der die Fläche (1) von der Ebene (2) geschnitten 
wird, ist ein eigentlicker Kegelschnitt, wenn: 

(20) ^«+0; 
ein getrenntes Linienpaar, wenn: 

(21) -4."=0, aber nicht alle A^^ (Ä, Z=» 1, 2, 3, 4) verschmnden; 
eine Doppeliinie, wenn: 

(22) A" = 0, aUe A^^ = {1,1^ 1, 2, 3, 4), aber 

nickt alle a", (ä;, Z = 1, 2, . . ., 6) verschmnden; 

unbestimmt, wenn: 

(23) 4"=0, aÄe^», = (Ä;, i - 1, 2, 3, 4), alU <, = ()fc,Z=l,2,...,6). 

In (22) folgt überdies die Bedingung ^"=0 nach (18), (9), (8), 
(17) aas A^i=-0 und in (23) die Bedingungen ^"= 0, ^?, = nach 
(18), (9), (8), (19), (17) aus ««, -= 0. 

Damit sind die Bedingungen des Banges der Schnittkurve von 
dem neueingeführten speziell gewählten Koordinatentetraeder JitT^J^J^ 
wieder auf das ursprüngliche E^E^E^E^ übertragen.**^) 

Nach § 140, (9); (26); (40) sind diese Bedingungen sämtlich in- 
variant im Sinne von § 139, 1. 

5. Die Summen der Hauptunterdeterminanten. Infolge der 
mit 1*1, Mj, Wj, u^ für u, v, w, s geschriebenen Identitäten § 107, (25); 
(43) können bei reellen a^,, Uj^ in die Bedingungen (21) — (23) auch 
die Summen der Hauptunterdeterminanten § 107, (22); (23) eingeführt 
werden, worauf die Merkmale des Ranges der Schnittkurve lauten: 



(24) 



-4."+0: eigentlicher Kegelschnitt; 
-4**-=-0, J.'"+0: getr. Linienpaar; 
^«=0, ^'«=0, ^""+0: Doppellinie; 
l A*=0, A'^^O, ^"« = 0: unbestimmt. 



6« Bedingungen für die Koordinaten des Doppelpunktes. Nach 

Herstellung der MerJcmale für das Vorhandensein von Doppelelementen, 
handelt es sich um die wirTdiche Bestimmung der letzteren. 

In der Gleichung (7) fehlt immer dann und nur dann die Koor- 
dinate j/j, wenn: 
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(25) 6,3 -- /Is - 0, 633 = /i3 = 0, 633 =/33 = 

oder nach § 138, (6): 

4 

(26) 2 Z*^'^^*^''*^ =0 für w = 1, 2, 3 . 

1 

Diese Gleichungen bedeuten aber, daß /J^^'^ {k = 1, 2, 3, 4) die 
Koordinaten einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte Xf^^\ 
m = 1, 2, 3, vereinigt liegt und daher die schneidende Ebene (3) 
selbst ist, so daß mit einem Proportionalitätsfaktor g: 

(27) /;<») + <,„,_0, Ä- 1,2, 3, 4. 

Zu diesen für Xj^^^^ notwendigen Bedingungen tritt noch die der 
vereinigten Lage von a?^^*^ und u^: 

4 

(28) 2«*a'*(''-0. 

1 

I. In der Gleichung (7) der SchniUkurve fehlt immer dann und war 
dann die Koordinaie y^ (m = l, 2 oder 3), wenn die Ecke J^^ Xj^^^ 
des neuen Tetraeders unter Elimination von g den fünf Gleichu/ngen 

genügt: 

4 

(29) /i + (.«, = 0, Ä = l,2,3,4; (30) ^»«^aj.^O, 

1 

oder ausführlich geschrieen: 

^11^1+ ^18^»+ 0^18^8 + ^14^4+ Q^^ 0, 

0-21X1 + a„rc2 + a^^x^ + a^^x^+ pw^^O, 

(31) I 081^1+0^32^2 f«33a?3+ «84^4+ P«*8=0, 

0^41^1+ «42^2+^48^8+0^44^4+ 9^4« 0, 
^ U^X^+ U^X^+ U^Xq+ U^X^^ =0. 

Jeder Punkt, der diesen Gleichungen genügt, heißt, wie in § 42, 3 ein 
singtUärer oder Doppelpunkt der Schnittkurve (§ 107, 1).*^) 

7. Eigentliohe EegeLsohnitte. Im Falle (20) gibt es, da A"* die 
Determinante der linearen homogenen Gleichungen (31) ist, keinen 
Doppelpunkt. Die Gleichung (7) enthält stets alle drei Koordinaten 

Vi) Vii Vs- 

Wenn für die Fläche (1) selbst aUe Äj^^ verschwinden (§ 139, (29)), 

so kann nach § 140, (7) die Bedingung (20) niemals erfüllt sein; also: 

I. Eigenüiche Kegelschnitte als Schnittkurven kommen nicht vor, 

wenn die Fläche (1) ein Ebenenpaar oder eine Doppel^ene ist 
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8. Getrennte Linienpaare und ihr Doppelpunkt. Unter den 
Voraussetzungen (21) ist ein bestimmter Doppelpunkt vorhanden, für 
dessen Koordinaten die Auflosung der OleichuDgen (31) ergibt: ^^ 

(32) x^ : x^ : fl?8 • ^4 • 9 = ^ki ' -^*« • -^*s • -^*4 • -^*6 > 

A; » 1, 2, 3^ 4 oder 5, wo die Ä^^ allgemein die ünterdeterminanten 
vierten Orades der Determinanten § 140, (5) sind, die zum Teil schon 
§ 140, (21) eingeführt wurden. Der Punkt Xj^ ist schon durch die 
vier ersten Glieder der Proportion (32) bestimmt. Führt man ihn 
als Ecke J^='xj^^ ein, so wird nach 6,1 die Gleichung (7): 

(33) 6u»i*+26„yiy3 + fe«y,*-0. 

Aus (32) folgt, wie § 44, (28) mit einem Proportionalii»te£&ktor 
T und mit *, Z = 1, 2, 3, 4^«^): 

(34) ra;,V-^"p (35) rx.^Q-^u,, (36) V»^-, = ^. 
Da nan i^^ » 0, h^^ » 0, b,, » 0, so sind neben (8) auch alle Unter- 
determinanten (9) gleich Null mit Ausnahme der einen: 

(37) ^»-'x"!" +0, 

die im vorliegenden Falle (11); (21) nicht verschwinden kann. Damit 
wird aus (19): 

Der Faktor x in (34) ist daher gleich — /Jjj. 

Schneidet die Ebene (2) unter der Voraussetzung (21) die Fläche 
(1) in einem getrennten Linienpaar mit dem Doppdpunkt x^, so gelten 
für die Unterdetermino/nten der geränderten Determinante die Gleichungen: 

(38) Ä',, A,a;,V. (39) Ä:, = -Qß„x,\ (40) A Q^ß„, 

WO h und l je = 1, 2, 3, 4. 

Daher haben auch Ä, Ä^^, A!^^, Ä^^, Ä^^, soweit sie nicht ver- 
schwinden, dasselbe Vorzeichen und zwar das entgegengesetzte der 
Determinante (37). 

Infolge von (38) wird die zweifach geränderte Determinante 
§ 140, (22): 

4 4 4 

(41) Ä'"- — ^2^"' < «.' = A» (2 "' <y 

ein vollständiges Qua4rat^^^) 

Da alle A^^ (k, Z = 1, 2, 3, 4) nach § 140, (21) lineare homogene 
Funktionen der a^^^ sind, so kann die Bedingung (21) nicht erfüllt 
sein, wenn alle a^^; verschwinden (§ 139, (29)); also: 
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II. Getrennte Linienpaare als Schnittkurven kommen nicht vor, 
wenn die Fläche (1) eine^DoppeUi>ene ist. 

9. Doppelpunkt der Sohnittkurve und Doppelpunkt der Fläche. 
Wenn -4 = ist, wird den fünf Gleichungen (31), mit Hinblick auf 
(40) bei 9 = 0, durch: 

(42) a?! : ajj : aTj : a?4 == A^^^ : A^^ : A^^^ : A^^ , 

ik » 1, 2, 3 oder 4, genügt, und zwar den vier ersten nach § 139, (8), 
der fünften, weil für J." = und A^^ =. ^ = wegen A^^ A^ == -^w-^it* 
(nach (32)): 

(43) - ^^5 ^ Aj^i u^ + Ai^^u^ + ^4, w, + Aj^^u^ = . 

Da es aber nur eine Auflösung geben soll, muß alsdann für k (beider- 
seits unabhängig) = 1,2,3,4 gelten: 

(44) -ä^j : A^^ : A^^ : A^^^ = A^^ : A^^ : A^^ : A^^ . 

Ist die Schnitthwrve eines Kegels mit einer Ebene ein getrenntes 
Linienpcuir, so fallt der Doppdpunkt der Kurve stets in die Spitae des 
Kegels. 

Sind alle A^^ = 0, so wird den Gleichungen (31) bei p = ge- 
nügt durch den Schnittpunkt der Achse q^ des Ebenenpaares mit der 
Ebene (2) (§ 139, (16); I § 59, (14)): 

Da es aber nur einen singulären Punkt geben soll, folgt: 

Ist die Schnittkurve eines Ebepienpaares mit einer Ebene ein ge- 
trenntes Linienpaar, so fäUt der Doppelpunkt der Kurve auf die Achse 
des Linienpaares. 

10. Doppellinien als Sohnittkurven. Unter den Voraussetzungen 
(22) ist die Schnittkurve eine Doppellinie, alle ihre Punkte genügen 
den Gleichungen (31). Durch Elimination von x^ und q aus der 
zweiten, dritten und fünften Gleichung (31) ergibt sich: 

aji a^x^ + a^j^Jg + a^m^a ^» 

tij u^x^ + WjrTj + M4a?4 
oder: 

Ebenso folgt: 

<1^- «18^1 + «?6^4= 0, ...... . 

Daher ist für die Achsenkoordinaten der Doppellinie (I § 59, (9)); 
(46) gj« : g,« : gj^ : q^^ : q^^ : q^^ = a^, : <, : a,% : ^^ : (^,^ : <e, 
k = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 



= 
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Führt man zwei beliebige getrennte Punkte dieser Linie als Ecken 
x^^ und Xjj^ ein, q^^^^ q^^ so wird die Gleichung (7) nach 6, I: 

(47) &uyi*=0. 

Da alle 6^^ (w, w = 1, 2, 3) außer J^ verschwinden, wird aus (19)"^): 

(48) -SX. = &u«*<*^?/'> = 6n3t"«,"- 

Danach haben a^^, 0^23, .. ., «ee' ^^^^^^ ^^^ nicht verschwinden, daa- 
selbe Vorzeichen. 

Femer wird die dreifach geränderte Determinante § 140, (37): 

6 6 6 

(49) - Ä»^«"'«"- .T»6„22«t"3>*>''=**^iGf?*V)* 

1 1 1 

ein vollständiges Quadrat^^^. 

Da mit den Bedingungen (22) nach § 107, 4, 1 auch ^ = ist, so folgt: 
in. Doppellinien als Schnittkurven kommen nicht vor, wenn die 

Fläche (1) eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist. 

11. Unbestimmte Sohnittkurven. Unter den Voraussetzungen 
(23) ist die Schnittkurve unbestimmt. Die Ebene (2) ist dann selbst 
ein Teil der Fläche (1), die somit ein Ebenenpaar oder eine Doppel- 
ebene sein muß (§ 139, (29)). 

IV. Unbestimmte Schnittkurven kommet^ nicht vor^ wenn die Fläche 
(1) eine eigentliche Fläche zweiter Ordnung oder ein Kegel ist 

Man erhält die Bedingungen für die unbestimmte Schnittkurve 
direkt, wenn man unter der Voraussetzung: 

(50) u^+0 

den aus (2) folgenden Wert von x^ in (1) einsetzt: 

V(«ll^l* + «22 V + «83^8*) + C^uK^l + ^i^i + ^^zY 

+ 2W4*(a28^2a^8 + «812^8^1 + öri2^1^2) 
- 2u^{UiXi + U^X^ + W8^8)(ö^l4^1 + «24^2 + «M^s) == 0; 

und nun die Koeffizienten von x^^, x^, x^, ^^^z, ^z^u ^1^2 ^iiizeln 
gleich Null setzt. Man erhält: 

anV+«44V— 2ai4ti4Mi=0, a^iU^+a^^u^u^—a^^u^u^'-a^u^u^-^Oy 

(51) ei» V+ »44 V— 2aj^W4Wj=0, a8iV+ «44 <*8Wl-"«84<'l ««4- «14^8^^4 = 0, 

»S8V+«44V— 2a84W4M3=0, a^^u^+ a^u^u^— a^^u^u^-- a^^u^u^^^Q 
oder: 
(52) <,-0, <, = 0, «^ = 0, <, = 0, <, = 0, a:,-0 

als notwendige und hinreichende Bedingungen für die Zugehörigkeit der 
Ehene (2) zur Fläche (1) im Falle (50). 

Die Bedingungen (23) sind also überzählige. 
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§ 142. Einteilimg der Sclmittpunktpaare nach dem Range. 

1« Elnführang der BOhneidenden Gteraden als Koordinatenkante. 
Die auf ein Eoordinatentetraeder E^E^E^E^ bezogenen Gleichungen: 

4 4 

(1) f -^ ^ (^ki^k^i- ^ f 

1 1 

4 4 

(2) • u^^ku^Xj^^O, u'^^u^x^^O 

1 1 

des SchniUpunktpaa/res einer Flache zweiter Ordnung f und der geraden 
Linie uxu' erhalten in einem neuen Tetraeder mit den Ecken JiJ^J^J^ 
die Form § 140, (3); (4); (11). 

Nimmt man dabei die Ebenen u und u' selbst als Seitenflächen 
ij und 1^ des neuen Tetraeders (I § 63, 8), so werden: 

(3) «*<»>=«„ V*)-«; 

die alten und wie § 141, (4): 

(4) t;i-0, t?,==0, t73=S, f;,= 0; <=0, ^==0, ^=0, i;/=S 

die neuen Koordinaten der Ebenen (2). 

Die GleuAungen des Schnittpunktpaares im neuen Tetraeder J^J^J^J^ 
lauten daher: 

4 4 

2. Gleichung des Sohnittpxmktpaares in der G^eraden. Für 
aUe Punkte der Kante Ig X 1^ oder J^J^ sind ^3 =- 0, 1/4=0 und y^, y, 
Zweieckskoordinaten in bezug auf J^J^ (I § 57, 14). 

Die Gleichung des Schnittpunktpaa/res der Fläche f mit der Geraden 
u X u loMtet daher in Zweieckskoordinaien in hezug auf das Zweieck J^ J,: 

Die Gerade (2) kann dabei, statt durch die Ebenen u und u', auch 
durch die zwei Punkte J^ = x^^^^ und J^ = a;/*^ gegeben sein, von deren 
Koordinaten die Koeffizienten direkt abhängen (§ 138, (13)). Man 
erhält dieselbe Gleichung (7) durch Einführung der Paramderdarstdlung 
des laufenden Punktes der Verbindungslinie XjP'^Xjj^^^ (§ 67, (6), (7)) in 
die Gleichung (1).*«^) 

3. Der Bang des Sohnittpunktpaares nach seiner Determinante 
in der Geraden. Die Determinante des Punktepaares (7), sofern es 
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für eich in der Geraden J^J^ betrachtet wird, ist: 



(8) 



^1 ^2 



^fta; 



wo die Benennung rechts bereits bei § 138^ (21) eingeführt wurde. 
Daher folgt aus § 39, 8 : 

Das Punktepaar, in dem die Fläche (1) von der Verbindungslinie 
der Punkte x^^^^^ und x^^^^^ geschnitten wird, ist ein getrenntes Punkte^ 
paar, wenn: 

(9) * ^„+0; 

ein eusammenfdUendes Punktepaa/ry wenn: 

(10) A« = ; hu hij ^22 »»*^ «fl^ ; 

unbestimmt, wenn: 

(11) ft,= 0; b,,^0, 6,3 = 0, 6„ = 0. 

4« Der Bang des Sohnittpunktpaares nach seiner Determinante 
im Baume. Die mit den Koordinaten der beiden Ebenen (6) ge- 
ränderte Determinante der Fläche (5) ist nach § 140, (13): 

^1 ^2 ^18 K 



(12) 



JB"«^« 



Femer wird: 



^21 ^22 ^28 ^24 ^ 

^81 *82 ^88 *84 ^ 

^41 *42 *48 *44 ^ S 

S 

S 



S'ß,,. 



-^11 *^ ^22 > 






— S^b JB*'*'=:Ä*fc • 



(13) 

falls m, n nicht beide 1 oder 2 sind. 

Nach § 140, (14); (45) wird demgemäß: 



-Br:-o, 



(14) 
(15) 8*b„ 




1 11 

4 4 



-4?,-'«*<'s«, 



(16) ^«,"' - S\b„x,Wx,W _ 26,ja;i(»)a;/»' + 6„«iWa;/»)). 

Daraus geht nun mit Rücksicht auf 3 sofort herror^^): 

Das Punkte^aar, in dem die Fläche (1) von der Sdmüdinie der 
Ebenen (2) getroffen wird, ist ein getrenntes Punktepaar, wenn: 
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(17) ^"«'+0; 
ein gusammmfaUendes Punktepaar ^ wenn: 

(18) A^^^^O, nicM alU Ä]l^'^0, i, Z== 1, 2, 3, 4; 
unbestimmt, ucenn: 

(19) ^««'=0; oHe ^;?,-'=0, Ä,?-l, 2,3,4, 

wobei nach (15), (8) und (14), ebenso wie in (11), die erste Be- 
dingung eine Folge der übrigen ist. 

Damit sind die Bedingungen des Banges des Schnittpunktpaares 
von dem neuen speziell gewählten Eoordinatentetraeder J^J^J^J^ 
wieder auf das ursprüngliche übertragen.''^) 

Nach § 140, (14); (45) sind diese Bedingungen inrariant im Sinne 
von § 139, 1. 

5. Die Summe der Hanptxinterdeterminanten. Für diä Deter- 
minante sechsten Grades § 140, (12) ist unbedingt: 



(20) 







«11 «14 «*I Wi 


J»V AUU' 
Auu' Jtf«' 


-^»«' 


»41 «44 «*4 «*4 
Ui 1*4 

w/ < 



- A'"^q,\ 



wenn allgemein q^ die' Achsenkoordinaten der Geraden uxu^ sind. 
Mit Hinzunahme der entsprechenden Gleichungen ist also: 



""'äs', 






44 > 



(21) { ^rr<"' - (^«0* - ^"""ff.*, 

Setzt man daher zur Abkürzung: 

(22; ^'--' - J Ji"' + ^J-' + ^J,«' + Ä 

so wird: 

Tind folgt durch Addition die identische Gleichung (§ 107, (25))**): 

(23) (^'«»7 - (^r)' + c^«")* + (^« T + Uu)' + K^y + 2(^,r)* 

+ 2 (^-')» + 2 «-')» + 2 ( J-O* + 2 (Ä'^' 
+ 2^-'(g,» + 3,« + g,« + ?^« + q,' + g.«). 

TT«»»» rfoÄer J.""'— ««<? ^'""'=0, «o versc%mn<2en ttach (23) 
oBe ^"."'(Ä, Z = 1, 2, 3, 4), «not nach (21) utM? (22) auch umgekehrt. 
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Demnach können die Merkmale des Banges (17) — (19) bei reellen 
^kif ***; ^k *^^^ kürzer so angegeben werden (§ 141,(24)): 

!A^^' + 0: Getrenntes Punktepaar; 
J.»«'«0, ^'•"'' + 0: Zusammenfallendes Punktepaar; 
^«•^ = , ^'•*"' « : Unbestimmt. 

6. Bedingungen für die Koordinaten des Doppelpunktes. Nach 
Herstellung dei' Merkmale für das Vorhandensein eines Doppelpunktes, 
handelt es sich um die wirkliche Bestimmung des letzteren. 

In der Gleichung (7) fehlt die Koordinate y, iiiinier dann und 
nur dann, wenn: 

(36) b,,^f,,^0, &,, = /i,-0 

oder nach § 138, (6): 

(26) ^^fk^^^Xk^'^^-O für m-1,2. 

Diese beiden Gleichungen bedeuten aber, daß f^^*^ die Koordinaten 
einer Ebene sind, die mit jedem der Punkte a?;»«) vereinigt Uegt, die 
also durch die Achse der Ebenen (2) geht. Dazu muß mit zwei 
Proportionalitätsfaktoren q und p' (I § 64, (3')) : 

f,<-*^i-(fu,+ Q\'-0, ^-^ 1,2, 3, 4. 

Diesen yier Gleichungen muß also der Punkt Xj^^^^ genügen, und da 
er außerdem nach 2 auf den beiden Ebenen (2) liegt, so folgt: 

I. In der Gleichung (7) des SehniUpunktpaares fehU immer dann und 
nur dann die Koordinate y^} ^^^ die Ecke J^ » x^^^ des neuen Tetra- 
eders unter Elimination von q und q' den sechs Gleichungen genügt: 

l 4 

(27)/i+9M,+ pX'-0, Ä;-l,2,3,4; J^u,x,= 0, ^^m^^-O, 



(28) 



oder ausführlich geschrieben^^): 

^ a^^x^ + «12^2 + ^ii^i + <^u^4 + P«*i + 9^1 = , 

«21^1 + «22^2 + Ö^M^S + 0^24^4 + (>W2 + 9^^ = , 
«81^1 + «82^2 + 0^83^8 + «84^4 + 9^+ 9^ = 0, 
«41^1 + «42^2 + «48^8 + »44^4 +9^4.+ 9^^ = ^ , 

u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^^ =0, 

?• Eigentliche Funktepaare. Unter der Voraussetzung (17) gibt 
es keinen Punkt, der den Gleichungen (28) genügt. Die Gleichung 
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(7) enthält stets beide Koordinaten y^ und y, und stellt ein geWenntes 
Pmktepaar dar (§ 39, 10). 

Wenn die Flache eine Doppelebene ist, also alle a^^ verschwinden 
(§ 139, (29)), kann nach § 140, (19) die Bedingung (17) niemals 
erfüllt sein. 

Getrennte SdmiUpunktpaare kommen nicht vor, wenn die Fläcfte 
(1) eine Doppelebene ist. 

8. Koordinaten des Doppelpunktes. Unter den Bedingungen 
(18) schneidet die Gerade (2) die Kurve (1) in einem eusammen- 
fallenden PunJdepcuir oder Doppelpunkt x^, für den die Auflösung der 
Gleichungen (28) ergibt: 

\/iXJ) ;i7i . ;F2 ' ^S * «^4 - ^ * ^ ^kl • -^*2 • ^kZ ' -^ki • ^kS • -^*6 9 

WO % ^^ 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 sein kann, aber der Punkt schon durch 
die vier ersten Glieder der Proportion und mit A: = 1, 2, 3, 4 bestimmt 
ist. Die A^l^' sind allgemein die Unterdeterminanten fünften Grades 
der Determinante § 140, (12). 

Nimmt man den Punkt (29) als Ecke J^ » ^|.^'^, so wird die 
Gleichung (7) nach 6, I: 

(30) fcuyi»-o. 

Ans (29) folgt mit einem Proportionalitötsfaktor t und mit 
k, i - 1, 2, 3, 4, wie § 141, (34) >")= 

(31) Ta?,«af,»=^,7'; 

(32) Tx^v-Ar, ^%V' =-<"'; 

(33) V-^-r^F«), r<,'»-A"?'=n«*), ^P(»'=^?r. 
Da nach (16) mit 6^j== 0, fe^, = 0: 

ist, so kann man setzen: 

(34) T = S%. 

Gleichzeitig wird die dreifach geränderte Determinante § 140, (42): 

(35) 4-""«"- -^^ ^r«;«;- - s^.c^x,^:)* 

i 1 i 

ein vollständiges Quadrat.^^^) 

Ist neben (18) noch -4."==0, so wird den Gleichungen (28) bei 
p'— auch genügt durch den Punkt (§ 141, (32)): 

(36) x^ : x^ : x^ : x^ : Q =^ A^^ : A^^ : A^^ : A^^ : A^^ . 

Schneidet also die Gerade uxu die Fläche (1) in einem Doppel- 
st au de, Flächen i weiter Ordnang. II. 62 
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punkt, 80 i9t dieser zugleich Doppelpunkt der Schnitühurve der Fläche 
mit der durch die Gerade gehenden Tangentialebene u (§ 143, (2)). 

9. nnbestünmte Pimktepaare. Unter der Bedingung (19) ist 
das Punktepaar unbestimmt Die Schnittlinie der beiden Ebenen (2) 
liegt dann in ihrer ganzen Ausdehnung auf der Flache (1). 

Man kann die Bedingungen hierfür direkt entwickeln^ indem man 
als Gleichungen der Schnittlinie der Ebenen (2) die folgenden benutzt 
(I § 59, (9)) : 

(37) ?4^1=— ft^S—Ö'e^Sl 34^4 —— «8^2 + «2^S ^ 

q^+O angenommen. Eliminiert man mittels (37) x^ und x^ aus (1), 
so ergibt sich: 

+ 2a,8ff^*a:,ir, - 2(a^^x^ + a^^x;)q^{q^x^ + q^x^) 

- 2(aj^a:, + a84^8)«4(38^2 - ?2^8) = 0> 
und durch Nullsetzen der Koeffizienten von x^j x^^, x^x^i 

»ii&*+ a„g4*+ a^^g'- 20,^3433 + 2a^q^q^- ^a^^q^q^^Q, 

«11 96*+ «88 9^4*+ «44?2*+ "^(^Z^iA^^- ^0,4x9^%- "^^izi^il^ 0, 
«llSö^e + «2894*— «449298 + «249294 — «849894 ^ «129496 
- «189495 + «149896 — «149296 =" • 

Die linken Seiten sind aber die Entwicklungen der Unterdeterminanten 

-^38 > -^2 ; -^28 y »ASO- 

Für die Zugehörigkeit der Schnittlinie q der beiden Ebenen (2) 
mr Flädie (1) sind, faüs g^^ WiW/— U4M/+O ist, die Bedingungen: 

(89) ^"'=0, ^;,«'-o, ^-'=0 

notwendig und hinreichend. 

Die zehn Bedingungen (19) sind überzahlige (§ 141, 11). 

10. Die Unterdeterminanten von A"**' bei unbestinuntem 
Funktepaar. Wenn -4.""'=0 ist, gilt die Entwicklung: 

(40) a„^-' + a,,4V' + ««^r,"' + «*4^u' + »k^" + <<"' = 
für k-^ 1, 2, 3, 4 und 2 «• 1, 2, 3, 4, 5, 6. Sie reduziert sidi unter den 
Bedingungen (19) fBr X; - 1, 2, 3, 4 und 2 -^ 1, 2, 3, 4 auf: 

(41) u,^,v'+<Ar=o. 

Da aber die Ebenen u^ und u^! als verschieden vorauszusetzen sind, 
80 folgt aus solchen vier Gleichungen (41), die bei festem { den vier 
Werten von k entsprechen (I § 51, (3)): 



(38) 
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(42) ^rs-'-^Hr-O, AV'-AV'-O, Z-1,2,3,4. 

Infolge von (42) reduziert sich aber (40) auch für Z — 6, 6 auf (41), 
worauf wiederum (41) auch fttr Z - 5, 6 folgt (§ 107, 4). 

Sind die sechzehn Unterdeterminanten fünften Grades Ä^fy 
kjl^ly 2y 3, 4, von A*^' gleich Nvdlj so verschwinden auch aüe übrigen 
Unterdeterminanten fünften Grades (42) mit Z « 1, 2, 3, 4 5, 6. 

Unter diesen befinden sich auch (§ 140, (12); (8)): 

(43) Al,-^^Ä^^^Fiu,,u,,u,,u,), ^-'=^«'-~F«,<,«,>,'); 

(44) A--' = -4-' - - { F,(u,u,u,u,)u,' + F,(u,u,u,uju,' 

§ 143. Tangentialebenen und Gleichungen in Ebenenkoordinaten. 

!• Einfache und staücnftre Tangentialebenen. Eine Ebene, die 
die Fläche jsiveiter Ordnung in einem getrennten Linienpaar schneidet, 
heifit eine (einfache) Tangentialebene und der Doppelpunkt des Linien- 
paares ihr Berührungspunkt, Eine Ebene, die die Fläche in einer 
DoppeUinie schneidet, heifit eine stationäre Tangentialebene und alle 
Punkte der Doppellinie sind ihre Berührungspunkte. Eine Ebene, 
die der Fläche ganz angehört, kann als eine inzidente Tangentialebene 
der Fläche bezeichnet werden. 

Wenn dual die durch einen Punkt gehenden Ebenen einer Flädte 
zweiter Klasse zwei Ebenenbüschd mit getrennten Achsen bilden (statt, 
wie im allgemeinen, einen Eegel zweiter Klasse), so heifit der Punkt 
ein (einfacher) Berührungspunkt und die Verbindungsebene der Achsen 
seine Tangentialebene, Fallen die Achsen der beiden Ebenenbüschel 
zusammen, so wird der Punkt ein stationärer Berührungspunkt und 
alle Ebenen der Achse sind seine Tangentialebenen. Ein Punkt, 
dessen sämtliche Ebenen der Fläche angehören, kann als ein inzidevUer 
Berührungspunkt der Fläche bezeichnet werden. 

Der Inbegriff aUer TangentioiUber^en u^^ der Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 

(1) /' =«2 2 ^*'^*^' ^ ^ 

1 1 

ist nach § 141, (21) durch die Bedingung: 
(2) Ä" ^I^^,,«,«,= 

1 1 

gekennzeichnefc. ^") 

62* 



808 § 1«, 2-3. 

2. Beziehung Bwisehen Tangentialebene und Berohnmgspnnkt. 

Zwischen der Tangentialebene u^ nnd ihrem Berührungspunkt Xj^, be- 
züglich ihren Berührungspunkten, bestehen nach § 141^ (29) die fünf 
Gleichungen: 

4 

(3) r," +(»«,= 0, k= 1, 2, 3, 4; (4) 2'****°~ ^- 

1 

Ist die Ebene w^ gegeben, so bestimmt man hieraus nach § 141, (32) 
unter Elimination von q den Berührungspunkt x/. 

Ist ein Punkt x^^ der Flache als Berührungspunkt gegeben, so 
folgt aus (3) für die Koordinaten der Tangentialebene: 

Damit ist die Bedingung (4) nach § 138, (4) schon von selbst erfüllt, 
da x^ ein Punkt der Fläche sein sollte. 

Die Gleichung der Tangentialebene der Fläche (1) im Punkte x^ 
ist daher (§ 67, (17))*^: 

4 

(5) /i"*i + /i»«, + AS + /•4«a;4 = ; ^/-^.-O. 

1 

3. Tangentialebenen der eigentlichen Flächen zweiter Ordnung. 

Die eigentliche Fläche zweiter Ordnung ^ 4= hat nach § 141, 10, lU 
nur einfache Tangentialebenen; sie genügen der Gleichung (2) und 
bilden demnach nach § 138, (l') eine Fläche zweiter Klasse, die wegen: 

(6) ^„=^»+0 

ebenfalls eine eigentliche ist."^^) 

I. Jede eigenfliclie Fläche zweiter Ordnung ist auch eigentliche Fläche 
zweiter Klasse und umgekehrt (§ 78, 7). 

Da nach § 139, 3 /i®, f^^, f^, f^ niemals alle vier verschwinden 
können, so folgt: 

IL Zu jedem Punkte x^ der Fläche gehört vermöge (3') eine bestimmte 
Tangentialebene u^.. 

Anderseits ist nach § 141, (39) mit einem Proportionalilatsfaktortf: 

4 

(§ 141, (43)), und damit wegen (6): 

ni. Zu jeder Tangentialebene u,^ gehört vermöge (7) ein bestimmter 
Berührungspunkt x^^. 
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4. Tangentialebenen des Kegels überhaupt. Beim Kegel wird 
aus (2) nach §'139, (14): 

(8) (2*v«*)*-o, 

1 

WO x^ die Koordinaten der Spitze sind. 

I. Beim Kegel deckt sidi der Inbegriff edler Tangentialebenen mit 
dem Ebenenbündel an der Spitze. 

Die Flache (2) ist als Fläche zweiter Klasse vom Range 1 (I 
Anm. 1, III, (21)). 

IL Eine der Gleichungen: 

4 

(9) ^^^,w,- oder AJ^^^Oj * = 1, 2, 3 oder 4, 

1 

ist (§ 141, (42)) die Gleichung der Spitze in laufenden Ebenenkoordinaten. 

Zn jedem Punkte Xj^^ des Kegels gehört vermöge (3') eine be- 
stimmte Tangentialebene, nur zur Spitze gehören cx>' solche. 

Zu jeder einfachen Tangentialebene gehört als Berührungspunkt 
die Spitze, da für ihn nach § 141, (42); (44): 

(10) r»i® : x^ :x^ : x^ « Äj^^ : Ä^^ : A^^ : -4"^ = A^^ : Aj^^ : -4^j : A^^^ . 

5. Stationäre Tangentialebenen des Kegels. Unter den oc^ 
Tangentialebenen des Bündels (8) sind nach § 141, (22) diejenigen 
stationär, für die zugleich alle ^",, t, Z = 1,2,3,4, verschwinden. 
Da aber für ^"=0 nach § 107, (21): 

(10') (^-)'==A^41, 

so reicht dazu das Verschwinden der Diagonalunterdeterminanten 

Daher sind die stationären Tangentialebenen des Kegels durch eine 
Glei4ihung (9) in Yerbindwng mit den Gleichungen: 

(11) ^ri=o, ^»,=0, ^«,-0, ^:,-o 

gekennzeichnet. 

Die einzelne Gleichung (11), wie: 

S 3 

(12) -^a-^-S'«*.«*«'-^' 

1 1 

stellt eine Fläche zweiter Klasse dar, die vom Range 3 (§ 139, (10)), 
nämlich ein Kegelschnitt in der Ebene x^=0 ist, falls (I Anm. 1, 
n, (4)): 
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«11 «12 «18 



(13) 



= ^i + 0, 



«21 «2t «2« 
«81 «82 «88 

also nach (10) die Spitze des Kegels nicht in der Ebene x^'^O liegt. 
Da nach (10'), (10): 

(-^A J ™ -^*A-^44' ^U^kk ^ ^4k^kl} Ä; =» 1, 2, 3, 

80 folgen^ falls Ä^=^0, aus der vierten Gleichung (11) die übrigen. 

Der Inbegriff der oo^ stationären Tangentiaiebenen des Kegds ist 
daher durch zwei Gleichungen^ eine Gleichung (9) und eine der Glei^ 
chungen (11) dargestelU.^^) 

Jene ist die Gleichung der Spitze^ diese sind die Gleichungen 
der Schnittkurven des Kegels mit den vier Koordinatenebenen, je in 
laufenden Ebenenkoordinaten (§ 71, (12')). 

6. Tangentialebenen des Ebenenpaares. Beim EbenenpcMr ist 

mit Ä^^ =- (§ 139, (29)) die Gleichung (2) identisch erfüllt. Alle 
Ebenen des Raumes sind Tangentialebenen. Einfache Tangential- 
ebenen haben ihren Berührungspunkt auf der Achse q^^ des Ebenen- 
paares, stationäre gehen durch die Achse 9/ hindurch. Für die 
letzteren gelten wieder die Gleichungen (11). Jedoch wird aus (12) 
nach § 139, (21): 

8 

1 
und entsprechend mit — S^ : /Jjj '*' t^^^): 



(14) { 



T^3 - iq,Ou, - J4% + 3,0«,)», TÄ'i = (s,Ou, + 2,S + ?,»««,)•• 



Jede der Gleichungen (11) stellt eine Flache zweiter Klasse vom 
Range 1, nämlich den doppelt gezählten Punkt dar, in dem die Achse 
g^^ die Koordinatenebenen schneidet. 

Die vier Gleichungen (11) zählen für zwei unabhängige und 
drücken aus, daß die Ebene iij^ durch die Achse g^® geht (I § 59, (12)). 
Sie sind die überzähligen Gleichungen der Achse in laufenden Ebenen- 
koordinaten. 

7. Die Ebenen des Ebenenpaares selbst. Für die Ebenen des 
Ebenenpaares selbst verschwinden nach § 141, (23) alle a^j. Die 
Gleichung: 
(15) - «44 = a^i u^^ + (lu^i^- Zai^M^Mi = 



J 
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stellt nun für sich allein ein getrenntes Punktepaar auf der Kante 
E^E^ des Eoordinatentetraeders dar^ falls 

(16) ai4=«ii»u-öu + 0, 

also die Achse § 139^ (16) des Ebenenpaares die Kante EiE^ nicht 
schneidet (I § 69, (15); (21)). 

Das Ebenenpaar seihst toird daher in Ebenenkoordinaten durch 
drei Gleichungen ausgedrückt, zwei von den vier linearen Gleichungen 
(11); (14), wdche die Achse des Paares, und eine von den quadratischen 
Oleidiungen: 

(17) <,-o, <.-o, «;;, = o, a;:,-o, <, = o, «;;-o, 

wdche die Schnittpunktpaare mit den sechs Kanten des Koordinaten- 
tetraeders darstdlen.^^) 

Man behält (11) und (17) als überzählige Gleichungen bei, um 
nicht an eine bestimmte Voraussetzung (16) gebunden zu sein, ebenso 
wie man schon bei einer geraden Linie vier Gleichungen als über- 
zählige hat (I § 59,(12)). 

8. Die Doppelebene. Bei der Doppelebene ist nach § 141, 8^ II 
jede Ebene des Raumes stationäre Tangentialebene. Für die Doppel- 
ebene Uj^ selbst sind wiederum nach § 141, (23) alle aj^, = 0. Da 
aber nach § 139, (27) die Gleichung (16) die Form annimmt"«): 

(18) - S'al = b,,(u,'u, - u,^u,y - 0, 

also ein vollständiges Quadrat wird und den Schnittpunkt der Doppel- 
ebene mit der Kante E^E^ darstellt, so wird die Doppeld>ene durch 
drei von den Gleichungen (17) ausgedriuM, die die Verhältnisse ihrer 
Ebenenkoordinaten eindeutig bestimmen. Die Gleichungen (17) sind 
überzählige. 

§ 144. Tangenten und Gleichungen in Linienkoordinaten. 

1. Begriff der Tangenten nnd Erzengenden. 

Eine Gerade, die die Fläche Eine Gerade, durch die an die 
zweiter Ordnung in zwei zusammen- Fläche zweiter Klasse zwei zu- 
fallenden Punkten (einem Doppel- sammenfallende Berührungsebenen 
punkt) schneidet, ist eine (ein- gehen, ist eine (einfache) Tangente 
fache) Ta/ngente der Fläche und der der Fläche und die Doppelebene 
Doppelpunkt ihr Berührungspunkt, ihre Berührungsebene. 

Eine Gerade, deren sämtliche Eine Gerade, deren sämtliche 

Punkte der Fläche angehören, ist Ebenen der Fläche angehören, ist 

eine stationäre Tangente oder Er- eine stationäre Tangente oder Er- 

zeugende, zeugende. 
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Die Bedingung dafür, daß eine Gerade überhaupt Tangente (ein- 
fache oder stationäre) der Fl&che ^zweiter Ordnnng: 

(1) /•-^*^«*.a:*a;.= 

1 1 

sei; kann in verschiedener Form gefaßt werden. 

2. Bedingung für die Iiinienkoordinaten einer Tangente. Die 

Bedingung einer Tangeute lautet nach § 142, (18) und § 140, (19) in 
ihren Strahlenkoordinaten pj^ oder Achsenkoordinaten g^: 

6 6 6 6 

(2) 2'^«nPtPi=0 oder ^^aB^g,- 

11 11 

Es ist die Gleichung der Fläche in laufenden StrcMenkoordinaten 
oder die Gleichung des Tangentenkomplexes der Fläche. ^^*) Auf ihrer 
linken Seite kann der Ausdruck ^{PiPi + p^Pi^ p^p^ mit beliebigem 
X hinzuaddiert werden (I § 59, (5')). 

3. Beding^ong für zwei Ebenen durch eine Tangente. Un- 
mittelbar aus § 142, (18) folgt: 

Die SchnitUinie zweier Ebenen ist Tangente der Fläche (1), wenn 
die mit den Koordinaten u^ und 2(/ der beiden Ebenen geränderte 
Determinante der Fläche verschwindet: 

(3) ^'-'=^0. 

Zwischen dem Berührungspunkt x^^^ der Tangente und zwei durch 
sie gehenden Ebenen ti^ und u/ bestehen alsdann die Beziehungen 
§ 142, (27): 

(4) /i"+P«*+9V=0, Ä=l,2,3,4; 

1 1 

4. Bedingung für zwei Punkte auf einer Tangente. Nach 

§ 142, (14) kann die Bedingung (3) auch durch das Verschwinden 
der Determinante § 142, (8>), wo 6^, = /j^,, ausgedrückt werden, wo- 
raus folgt: 

Die Verbindungslinie zweier Punkte ist Tangente der Fläche (1), wenn 
die Koordinaten x^^^ und Xj^^^ der beiden Punkte die Bedingung erfüllen: 

(6) fnfn-f^ = 0. 

Stellt man den laufenden Punkt der Verbindungslinie durch Zweiecka- 
koordinaten y^, y^ in der Weise (I § 64, (12)): 

(7) X, = a:»Wyi + x^^y. 
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dar, so ist für die Zweieokskoordinaten des Doppelpunktes § 142, (7) 
nach § 39, (26): 

(8) Vi" : y." - - fu •■ fu -ftx'- fn • 

Bei festem a;^<^) hat man in (6) die Gleichung des Tangenten- 
kegeis der Fläche vom Punkte x^^^\ des Ortes aller durch diesen Ptmkt 
gehenden Tangenten. Ordnet man die Gleichung (6) nach: 

so erhält man wieder die Entwicklung (2) zurück^ so daß (2), (3) 
und (6) nur verschiedene Formen derselben Bedingung sind. 

5. Bedingung für die Tangente in eü[iem Funkte der Fläche. 

Ist x^^^ auf der Fläche selbst gelegen^ so daß f^f^^ 0, so folgt aus (6) 

Die Verbindungslinie eines Punktes Xjj^^^ des Raumes mit einem 

Punkte rc^^*^ der Fläche ist Tangente im Punkte Xj^^\ wenn neben 

(9) /;, = o. 

Bei festem x^^ und mit Unterdrückung des Index 1 lautet diese 
Gleichung: 

4 

(10) ^H^'^x.^O 

L 

und stellt dann die Tangentiaid>ene als Ort aller Tangenten im Punkte 
x^^^ dar (§ 143, (5)). 

6. Die Komplexgleichung der eigentlichen Flächen zweiter 
Ordnung. Für die eigentliche Fläche zweiter Ordnung ist die Deter- 
minante der Komplexgleichung (2): 

(11) i«*,i-^' 

(I Anm. 1,111; (13)) von Null verschieden. Die linearen Gleichungen: 

6 

(12) 2«*,Ä=0 

1 

sind daher durch keine Gerade p^ des Raumes erfüllbar (§ 139, (6)). 

7. Die Komplexgleiohung des Kegels. Für den Kegd kann die 
Komplexgleichung (2) nach § 138, (30), in bezug auf ein neues 
Tetraeder JiJ^J^J^, wo nach § 139, (11) alle Unterdeterminanten ß^^, 
für die nicht m, n » 1, 2, 3 ist, verschwinden, in der Form: 

« 8 

1 1 

dargestellt werden. Die Spitze des Kegels ist dabei als Ecke J^ des 



(14) 
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neuen Tetraeders genommeu. Die Kanten p^*'\ p^^\ pj^^^ gehören dem 
Komplex (13) an (I § 63, Fig. 320). 

Die Komplexgleichung (2) wird, wie die Form (13) zeigt (I § 72, 
13), erfüllt TOn allen Strahlen, die in einer stationären Tangential- 
ebene des Kegels liegen, also entweder durch die Spitze gehen oder 
Tangenten in einem andern Punkte des Kegels sind (§ 71, (16)). 

Die durch die Spitze § 139, (8) des Kegels gehenden Geraden 
sind durch die Gleichungen (I § 59, (10)) dargestellt: 

AlPb - AlPl + ^44 ft = 0, 

Die drei ersten dieser Gleichungen sind aber, falls ^^^ »f» ist^ die 
Auflösungen der Gleichungen: 

[ «11 Pi +^%P% + «18^8 + ^uP4, + ^Ph + «lePe = 0, 

(15) a,ii)i + »M Pji + «MÄ + «24^4 + ^nPb +«86^6= 0, 

l «8li>l + «82 A + «88^8 + «84^4 + «85i>ö + «86^6 = 

nach i)i, i)„ jpe und gehen aus diesen hervor, wenn man mit a^, o^, o,, 
oder a^g, a„, 0,2 oder a^,, o^s; a<)8 multipliziert und addiert (§ 97, (23)). 
So folgt allgemein: 

Die seclis Gleichungen: 

6 

(16) 2«*,P,= 0, Ä; = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

1 

sind die (überzähligen) Gleichungen der Kegelspitsse in StrcMenkoor- 
dinaten (vgl. § 143, (9;). . 

Sie zählen für drei unabhängige (I § 60, 1), weil mit dem Ver- 
schwinden der Determinante sechsten Grades (11) auch alle ihre 
ünterdeterminanten fünften und vierten Grades verschwinden (I Anm. 1, 
III, (14); (15)). Sie haben, wie die Form (14) für ^44 7^ zeigt, die 
Bedingung: 

(17) P = PiPi + P%Pf^+P%P%-=^ 
schon zur Folge. 

8. Die Komplexgleiohung des Ebenenpaares. Ist die Fläche (1) 
ein Ehenenpaar, dessen Achse die Koordinaten q^ hat, so wird die 
Gleichung (2) nach § 139, (22): 

6 

(18) (2«*"ä)-0, 
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also das Quadrat der Gleidiung der Achse in Sirahlenkoordinaten 
(I § 60, (8)). 

9. Komplexknrve und Komplexkegel. Die Gleichung (2), die 
sich auf ein ursprüngliches Koordinaten tetraeder E^E^E^E^ bezieht, 
lautet in einem neuen Koordinatentetraeder J^J^J^J^ nach § 138, (30); 
§ 140, (18-): 

6 6 6 6 

11 11 

WO die Ecke J^ als beliebiger Punkt und die Ebene 1^ » JiJ^J^ als 
beliebige Ebene gelten kann. 

Liegt nun die Gerade pj^ in der Geht die Gerade q^ durch die 

Ebene 1^, so sind r^ — rj — r^ = Ecke J^, so sind «4 = s^ = «e = 
und ^1 = 1?!, r^^v^, r^ = v^ Linien- und «1=^1, s^^y^, % — J^s Linien- 
koordinaten in dieser Ebene (I§ 64, 3) koordinaten im Bändel an J^ und 
und die Gleichung (19) kommt zu- die Gleichung (19') kommt zurück 
rück auf: ; auf: 

3 3 8 8 

(20) 2^2/J„.»„t;.-0. (20') 2^2"^»--y".y«-0- 

11 11 

Die Koeffizienten (§ 138, (23)): 

6 6 

(21) ^«..-22«*'Ä<'"^-P/"' 

1 1 

hängen, soweit sie in (20) Torkommen, nur Ton den in der Ebene I4 
liegenden Kanten 2\^^\ pj^^^\ pj^^\ und soweit sie in (20^) vorkommen, 
nur von den durch die Ecke J^ gehenden Kanten pj^^\ pj^^\ pj^^^ des 
Koordinatentetraeders J^J^J^J^ ab (I § 63, Fig. 320). Daher folgt 
(I § 72, 12): 

Die in der Ebene dreier Stroh- '. Der am Schnittpunkt dreier 
^ Pk^^\ Pk'^^ Pk^^ li^^de Korn- ' Strahlen pj^^\ p^^\ p^^^ beßndliclie 
plexkurve des Tangentenkomplexes Komplexkegel des Tangentenkom- 
(2) hat in laufenden, auf das Drei- plexes (2) hat in laufenden, auf das 



eck der drei Strahlen belogenen 
Linienkoordinaten die Gleichung 



Dreikant der drei Strahlen bezogenen 
Strahlenkoordinaten die Gleichung 



(20). (20'). 

Die Komplexkurve ist zu- Der Komplexkegel ist zugleich 

gleich die Schnittkurve der Fläche der Berührungskegel der Fläche (1) 

(1) mit der gemeinsamen Ebene der mit dem gemeinsamen Punkte der 

drei Strahlen, erzeugt von ihren drei Strahlen, erzeugt von seinen 

Tangenten. Geraden. 
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(2) 



§ 145. ümbeschriebene Vieneite. 

1 • Das lunbesoliriebeiie Vierseit und das Koordinatentetraeder. 

Ist der Fläche zweiter Ordnung: 

(1) f{x^, ic„ x^ , xj « a^^x^^ + a^x^^ + a„ V + <^u^i + ^<hi^^z 

+ 2c^^x^x^ + 2a^^x^x^ + 2a^^x^x^ + 2a^^x^x^ + 2a,4a-,a;4= 

ein windschiefes Vierseit umbeschrieben, so kann man dessen Ecken 
E^, E^j E^y E^ als Ecken des Eoordmatentetraeders nehmen derart^ 
daß £,£, und E^E^, sowie E^E^ und i?,^^ (Fig. 217) die Gegen- 
seiten des Vierseits sind. Die Schnittpunktpaare dieser vier Seiten 
mit der Fläche (1) sind dann: 

«22 V+ ^<h9^i^S + «*58^8*= 0, X^ «0, X^^ 0, 

«M^«* + 2a^^x^x^ + 0^44^4* •= ^^j a?i = 0, a^, — 0. 

Da aber die Seiten Tangenten sein sollen, müssen diese Punktepaare 
in Doppelpunkte zusammenfallen^ also die vier Bedingungen bestehen: 

«11 = «»2«M ~ «M = 0, a^= «11044- «?4 = 0; 
«22 - «88 «11 - «31 = 0, «55 =- a^a^ - a|^ = 0, 

oder bei willkürlicher fester Wahl der doppelt gestrichenen Quadrat- 
wurzeln und unbestimmt bleibenden Vorzeichen 6^,: 

(4) a,3 - «28 Vo,, K«33, a,^ = £i^ y«ii y«^5 

«81 *=• ^ai y«88 y«lU «24 *" «24 V'«22 K«44 • 

Die Koordinaten x^: x^: x^: x^ der vier Berührungspunkte B^y 
^14? ^Bif -^4 ^®^ Vierseits (Fig. 217) mit der Fläche werden dann 
nach (2) (§ 39, (25)): 



(3) 



(5) 



:-a 



— a 



14 • 
«88- 

: 



28 • 

: 



a 



22 





:- 



a 



81 



- 

«11== 

- 



:a33: — 
a^^: : 
«81- : 



«28 = 



0, 



: — a 



a 



11 • 



— a 



24 - 



: a,« = : a 



"22 



44 • 



:- 



14^ 

0, 

'24- 



2. Die Ebene dreier Berührongsprinkte. Die Ebene der drei 
letzten Punkte (5) hat die Gleichung: 

(6) «11 «24^1 + «22«14^2 + «81 «24^8 + «14«24^4 "^ ^f 

der ersichtlich die Koordinaten aller drei Punkte genügen. 

Die Koordinaten des ersten Berührungspunktes B^^ und de 
vierten harmonischen B^^ zu E^^ E^ und -B^j (§ 40, (4)) sind bezüg- 
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lieh 0; — a^^, a^^y und 0, a^y a^^? ^ ^^^^ ^° ^^^^ gemeinsame Be- 
zeichnung zusammengefaßt: 

(7) 0, - *aj3, 0,,, mit * = 1 für B„, d 1 für JB,;. 

Setzt man diese Koordinaten in (6) ein, so ergibt sich mit Fort- 
fall des Faktors a,,: 

oder nach (4): 

(8) — df M«u + hl ««4 *= 0. 

Diese Gleichung ist aber^ wie auch die Vorzeichen £^^ ausfallen, stets 
entweder mit d — + 1 oder mit d = — 1 erfüllt^ sodaß entweder B^^ 
oder B^ auf der Ebene (6) liegt. Also^»^): 

Wenn einer Fläche zweiter Ordnung ein windsdiiefes Vierseit um- 
beschrid)€n ist, so liegen entweder die Berührungspunkte der vier Seiten 
in einer Ebene oder jede Seite wird von ihrem Berührungspunkt und 
ihrem Schnittpunkt mit der Ebene der drei andern Berührungspunkte 
harmonisdi gcteiU. 

A " 





Flg. in. Fig. 218. 

3. Zwei feste Tangenten als G-egenkanten des Koordinaten- 
tetraeders. Wenn die Fläche (1) nur von den beiden Kanten e^^ » E^E^ 
und 6i4=^JEiJ&4 berührt wird, ist: 

(9) «11 = a^a^^ — a;3 = 0, a^^ = a^^a^ - aj^ = 0. 

Da nun bei gleichbleibendem Koordinatentetraeder den Koeffizienten 
ttjj und ai4 durch geeignete Wahl der Vorzeichen von x^ und x^ 
(I § 57, (12)) je ein willkürliches Vorzeichen erteilt werden kann, so 
liegt keine Beschränkung darin, wenn wir mit beliebig gewählten 
Vorzeichen der doppelt gestrichenen Wurzeln setzen: 

(10) »28== 1/^22 Vö887 (^il-V^lV^W 

Eine Fläche zweiter Ordnung^ die von zwei windschiefen Geraden 
berührt wird, kann daher ^ indem diese Geraden als Gegenkanten e^^ =-» E^E^ 
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und e^^ » E^ E^ des Koordinatentetraeders gewählt werden^ in der Form 
dargestellt werden (Fig. 218) ; 

(11) (v^^8 + vV8«8)"+ (y^i^i+Vaux,Y 

+ 2(a8,a;8a:i + a^^x^x^ + a^x^x^ + a^^r^x^ = 0. 

Die Berührunggpankte B^^ und B^^^ der beiden Kanten e^ nnd e^^ | 

haben alsdann die Koordinaten: 

(12) B„:0,- y'^, j/ä^, 0; J?,, : - yö^, 0, 0, Vä^, . 

4. Tangente als Transversale sweier Tangenten. Sind nun 
die Koordinaten der Tre%unkte T^g und T^^ einer Transversale t der 
beiden Tangenten e^^ und e^^: 

(13) T,, : 0, V, V; 0; T,, : x,\ 0, 0, V, 
so sind die Koordinaten des laufenden Punktes P der Transyersale ti 

(14) P : a:i = A . + ^x^ a^ - AV+ ^ * 0, a^g = AV+ /* 0, 

a;^ — A • + ^ar/. 

Der Parameter k : fi eines Schnittpunktes der Transversale mit 
der Fläche genügt nach (11) der Gleichung: 

+ 2(</8,VV+ «iaV^»'+ ^4a:/<+ «»iW)^;* = 0. 
Soll die Transversale selbst Tangente sein^ muß demnach werden: 

oder mit: 

(16) £ = ± 1: 

(16) («81^8'^!' + «la^l'^a' + ««4^2' V + «814 W) 

Diese Bedingung drückt aus, daß die Transversale t » ^as^u 
Tangente der Fläche ist. Der laufende Punkt (14) der Transversale 
genügt alsdann der Gleichung: 

(17) («81^3^1 + «12^3 ^2 + ^^24^2^4 + »84^8^4) 

die mit dem doppelten Werte (15) zwei Flächen zweiter Ordnung 
darstellt. 

Der Ort einer Tangente der Iläche zweiter Ordnung (11), welche 
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zwei fe^ Tangenten e^ und e^^ beständig schneidet, ist die eine oder 
andere der beiden Linienflächen zweiter Ordnung (17). 

5. Ort der Berühmngsponkte der Transversaltangeiite zweier 
Tangenten. Der Berührungspunkt B der laufenden Tangente t = T^ 1^^ 
genügt gleichzeitig den Gleichunge^ (11) und (17), also auch der 
Oleichung: 

+ 2«(}/ä„rra + Vä^^x^{Vä^^^x^ + Va^x^ = 0. 
Er liegt also auf einer der beiden (fi = ± 1) Ebenen: 

(18) (Vög^a;, + Va^rcj) + B{ya^^x^ + Va^x^ = 0, 

die sich nach (10) zu dem Ebenenpaar: 

(19) aiiXi* — a„a;,* - a^^x^^ + a^^^x^^ - 2a^x^x^ + 2a^^x^x^ = 

zusammensetzen. Dieses Ebenenpaar, dessen Achse nach (18) durch 
die Punkte (12) geht, schneidet die Fläche in zwei Kegelschnitten. 
Es folgt somit: 

Der Ort der Berührungspunkte einer Tangente t der Fläche (11), 
wek^ zwei feste Tangenten e^^ und e^^ beständig sehneidet, besteht aus 
zwei Kegelschnitten y deren jeder durch die beiden Beriihrungspwnkte 
JBjj und .Bi4 der festen Tangenten geht. 

6. Harmoniaohe Teilung der Transversaltangente. Der laufende 
Punkt einer Tangente t, welche die beiden Tangenten e^^ und e^^ 
schneidet, hat die Koordinaten (14) mit dem Parameter X : /t, wobei 
zwischen x^, x^ und x^, x^ die Gleichung (16) besteht Für die 
Schnittpunkte der Transversaltangente t mit den beiden Ebenen (18), 
Yon denen der eine nach 5 der Berührungspunkt B ist, der andere 
B' heiße (Fig. 218), genügt der Parameter Jl : /i der Gleichung: 

die aus (18) mit Subtstitution der Werte (14) folgt. 

Da hieraus für « =» + 1 und £ =« — 1 zwei entgegengesetzte 
Werte von k : ^ folgen, so sind die beiden Schnittpunkte B und B' 
zu den Punkten T^^{iil = 0) und T^^iX == 0) der Punktreihe (14) har- 
monisch. 

Jede Tangente t der Fläche, welche die beiden festen Tangenten 
6^8 und e^^ in T^^ und T^^ schneidet, wird von den beiden Ebenen (19) 
in zwei zu T^^ und T^^ harmonischen Punkten B und B' geschnitten, 
von denen der eine ihr Berührungspunkt mit der Fläche ist. 
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7. Zwei Transversaltangenten sweier Tangenten. Sind nun 
t und t^ zwei Tangenten^ welche die beiden festen Tangenten e^ 
und e^^ schneiden, also mit ihnen ein umbeschriebenes Vierseit bilden, 
und sind B, B' und B^, B^ ihre Schnittpunkte mit den beiden 
Ebenen (18) und B und B^ ihre Berührungspunkte mit der FULche, 
so liegt entweder ^0 oder Bq ift derselben Ebene (18), wie B. Im 
ersteren Falle aber liegen alle vier Berührungspunkte B^^ B^^j B, B^ 
in derselben Ebene, im letzteren schneidet die Ebene der drei Be- 
rührungspunkte Jßjs; ^U7 ^ ^^'^ Tangente t^ in dem yierten harmoni- 
schen Bq' zu ihrem Berührungspunkt £9. Damit ergibt sich also 
wieder der Satz unter 2. 



§ 146. Die Erzeugenden der Fläche zweiter Ordnung. 

1. Bedingung für zwei Ebenen einer ürseugenden. Die Schnitt- 
linie zweier Ebenen u und u gehört nach § 142, (19) ganz der Fläche 

zweiter Ordnung: 

4 « 

(1) /'-22«"^»*''"^ 

1 i 
an, wenn neben der Bedingung der Tangeute (§ 144, (3)): 

(2) ^«"'-0 
auch noch die Bedingungen bestehen: 

(3) Ar^O; *,Z=1,2,3,4, 

welche nach § 142, (19) die Bedingung (2) zur Folge haben. 

1. Die Schnittlinie aweier Ebenen ist also Erzeugende der Flädie 
(1), wenn die mit den Koordinaten Uj. und u/ der beiden Ebenen ge- 
ränderten Unterdeterminanten (3) sämtlich verschumden. 

Da aus (3) nach § 142, (43) folgt: 

(4) A'^ = - F(u,, W3, ti3, uj = 0, A^^^ F{u;, u,\ u,\ u/) « 0, 

so ergibt sich miib Rücksicht auf § 143, (2): 

11. Jede durch eine Erzeugende der Fläche (1) gehende Ebene ist 
Tangentialebene, 

Über die Bedeutung von ^5,"' =0 in § 142, (44) s. später 
§ 149, (130. 

2. Quadratiaohe Komplexe der Erzeugenden. Die Gleichungen 
(3) stellen zehn Komplexe zweiten Grades dar, denen eine Erzeugende 
angehören muß.^^^) Insbesondere sind: 



(5)^ 
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^M ' - «»»«4* + «11 ?6* + ««9i* - 2au?.g. + Sfla?»«* - 2asi«4«6 

- ^M '(«4. - 9»' ft) - Ö, 
^M ' = «u«5* + ««?** + «u?»* - 2o,4?,7, + 2atigiq^ - 2o«ft j« 

= '4||,"'(35, -?4, 98)"-0, 

^« ' = «ii3i* + «s»?«* + «Mffs* + 2a,8ft g, + 2o,ig,gi + 2oi,gjg, 

die Konyalexgleichungm (I § 72, (24')) derjenigen Kegdsehnitte, in denen 
die Fläche (1) von den vier Koordinodenehenen geschnitten wird und 
deren Gleichongen in Punktkoordinaten dieser Ebenen lauten: 

(I § 69, (18'); (19')). 

3. Bedingung für swei Punkte einer Erzeugenden. Ist eine 
Gerade durch zwei Punkte Xj.^^^ und x^^*^ gegeben^ so sind nach 
§ 142; (11) die Bedingungen dafür , daß sie eine Erzeugende der 
Fläche ist: 

Ai = o, /;,= o, /•„=o. 

Die Gleichungen sind in ihrer Gesamtheit unabhängig davon^ daß für 
x^^^^ oder x^}^ ein anderer Punkt x^^^^ + kx^^^^ der Geraden gesetzt wird. 
Die beiden äußeren bedeuten, daß die Punkte x^^^^ und x^^^ auf der 
Fläche liegen, die Bedeutung der mittleren vgl. § 140, (6). 

Die Verbindungslinie der Punkte ' Die Schniitlinie der Ebenen uM^ 



x^^^^ und rCjt«) ist Erzeugende der 
Fläche zweiter Ordnung (1), wenn: 

(7) Ai-o, /;,-o, /i,-o. 



und u^^*) «5^ Erzeugende der Fläche 
zweiter Klasse § 138, (1'), wenn: 



4. Brseu^ende und Tangentialebene. Die zweite Gleichung (7) 
gibt nach § 143, (5) bei festem Punkte Xj^^^^ die Tangentialebene in 
ihm in laufenden Koordinaten x^^^^ und bei festem Punkte xj^^^ die 
Tangentialebene in ihm in laufenden Koordinaten :r/^) (falls es sich 
nicht um einen singulären Punkt handelt). 

Die Verbindungslinie zweier Punkte der Fläclie ist Erzeugende, 
wenn jeder in der Tangentialebene des andern liegt. 

Dabei ist also x^^^ irgend ein Punkt der SdnUtKnie ^r Fläche 
mit der Tangentialebene des Punktes xf^^\ Diese schneidet aber, wenn 
sie nicht ganz der Fläche angehört, in zwei getrennten oder zusammen- 
fallenden Geraden: 

Staude, Fl&chen s weiter Ordnung. II. 63 
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Durch jeden Punkt der Fläche \ In jeder TcmgentioHAene der 
zweiter Ordnung geken im aUge^l Fläche zweiter Klasse liegen im 
meinen zwei Erzeugende. allgemeinen zwei Erzeugende. 

6. Lineare Bedingungen der Erseogenden. Die drei Oleichnngen 
(7) können in der Form geschrieben werden (§ 138, (6)): 

4 4 4 4 

1 11 1 

oder, wenn wir mit: 

(9) u,w^f^w, «,(«) -/;(«) 

die Koordinaten der Tangentialebenen der Punkte x^^^^^ und x^^^^ be- 
zeichnen: 



(10) 2!<'W-^' ^* «*<'>«'*<*' =0, 2}^'W^'<>> 2f"*'^*»**'-<^- 

Sie sagen dann aus, daß die Punkte xf^^^ und ^^ beide in der Ebene 
u(^) und beide in der Ebene u^^ liegen, oder daß der Strahl p <— si^^^af^ 
mit der Achse {«u^^^xu^^^ zusammenfällt, also (I §59, (8)) mit einem 
Proportionalitätsfaktor q: 

(11) QPk-9k' 

Nun ist aber nach (9), wie §68, 23: 

4 4 4 4 



1 

4 4 





1 1 

6 

1 

wo mn die Reihe § 138, (20) durchläuft, also mit der Bezeichnung 

§ 138, (9) (I § 59, 1): 

(12) «i=2'"*'»^"'- 

1 
Damit ergibt sich aus (11)^'*): 

Die StrahlenJcoordinaten einer Erzeugenden der Fläd^ genügen 
den sechs Bedingungen (auch aus § 149, (4) mit Qt =^ ik'^Pk)' 

6 
1 

WO k und k komplementäre Kombinationen der Beihe § 138, (20) bedeuten. 
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6. Eneugende des Kegels. Da auch beim Kegd nach 1, 11 
zwei Ebenen^ die eine Erzeugende bestimmen, beide Tangentialebenen 
sind und daher beide durch die Spitze gehen (§ 143, 4, 1), so folgt: 

Jede Erzeugende des Kegds geht dwrdk seine Spüjse. 

Dann kann einer der beiden Punkte ocP^ und oi^^, die die Er- 
zeugende bestimmen, etwa s^') in der Spitze angenommen werden. 
Für diesen ist dann mit: 

/;(!)= 0, /,(^)-0, /i(i)=0, /•/)=o 

(§ 139, (5)) schon von selbst: 

(§ 138, (6)), so daß nur die dritte Bedingung (7) bleibt. 

Jede Gerade, die einen Punkt des Kegels mit der Spitze verbindet^ 
ist eine Erzeugende, 

Durch jeden Punkt des Kegels, außer der Spitze, geht nur eine 
Erzeugende hindurch. 

Die Gleichungen (13) sind beim Kegel (§ 144, (16)) mit (> => 
erfüllt, also: 

(14) 2«»mP«=0 

1 

und stellen die oo^ Strahlen durch die Spitze des Kegels dar. 

Die Erzeugenden des Kegels sind daher in Linienkoordinaten durch 
die Gleichungen (14) in Verbindung mit einer der Gleichungen (5) 
dargestdlty für ^44+0 der letzten (§ 71,(20)): 

(15) ^47'(i>4,i>6,l>«)-0. 

7. Die Erzeugenden des Ebenenpaares. Beim Ebenenpaar re- 
duzieren sich die sechs Gleichungen (14) nach § 139, (16) auf die 
einzige: 

(16) 5'«?>m - 0, 



die Gleichung der Achse q^ des Paares in Linienkoordinaten (I § 60, (8)). 
Die Gleichung (15) aber zerfällt wegen A^^O in zwei lineare Fak- 
toren, deren jeder eine Gerade darstellt. Die gemeinsamen Transver- 
salen einer jeden solchen Geraden und der Achse des Paares geben 
die Erzeugenden des Paares. Zwei Gleichungen (6) sind nötig.'**^) 

8. Die Eneugenden der Doppelebene. Für die Doppelebene 
werden die Gleichungen (14) nach § 139, (29) identisch, während die 
Gleichungen (5) nach § 139, (27) vollständige Quadrate werden"®): 

(17) S'All'ip,, ft, p,) = b,,(u,% + Vg, + Vft)'; . . . 

68* 
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Es sind also dann drei von den Gleichungen (5) als Gleichungen der 
Doppelebene in Strahlenkoordinaten nötig (I § 60^ (l')). 



§ 147. Die linearen Komplexe der Erzeugenden. 

1. Die linearen Komplexe der Eneugenden. Die Bedingungen 
für die Strahlenkoordinaten einer Erzeugenden der eigentlichen Fläche 
zweiter Ordnung und Klasse (§ 143, 1; 3): 

4 4 4 4 

11 11 

lauten nach § 146, (13): 

6 

(2) QPi^S^kmPmy 

I 

WO k die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6 und k die entsprechenden 4, 5, 6, 1, 2, 3 
durchläuft. 

Die Glei^himgen (2) stellen sechs lineare Komplexe dar, den^t die 
Erzeugenden der Fläche angehören (§ 86, (1)). 

Wenn aber unendlich viele Wertsysteme der fünf Verhältnisse 
der sechs Strahlenkoordinaten, die schon an die Bedingung: 

(3) P = PiP* +PiP5 +ÄP6 = 

gebunden sind, auch noch den sechs Gleichungen (2) genügen sollen, 
so können diese nicht unabhängig Toneinander sein. Die Art ihrer 
Abhängigkeit soll zunächst untersucht werden. 

2. Die Determinante des Froblenis. Da die sechs Gleichungen 
(2) in den sechs Größen p^ linear und homogen sind, muß ihre Deter- 
minante: 







«u 




«1» 




«1« 




«14 


Q 


«15 


«16 






«tl 




«K 




«M 




«« 




«25'- 


Q «i6 


(4) 


e((.) = 


«»1 

«4, — 


Q 


«8» 
«« 




«M 




«M 
«44 




«85 
«45 


«16 
«46 






«51 




<ht- 


-Q 


«5S 




«64 




«55 


«56 






«61 




«6S 




««8 


Q 


«84 




«65 


«66 



verschwinden, also der Faktor q eine Wxvrzd der Gleichung sechsten 
Grefes: 

(5) e(p) « 

sein. 
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8. Die BeBiprooitftt der Gleiehang sechsten Grades. Die Deter- 
minante: 

(6) A-e(0)-;«„i 

hat den Wert (I Anm. 1, III, (13)): 

(7) A - a; 

wo Ä die Determinante der Fläche (1) ist. 

Indem man nan die Determinante (6) in der Form: 



I «, 



44 



a 



45 



er 



46 



a 



4i 



tt 



4S 



a 



4S 



'54 



a, 



66 



a 



56 



a 



51 



a 



M 



«1 



SB 



(8) 



A = 



a 



64 



a, 



65 



a, 



66 



a, 



61 



a, 



es 



a, 



63 



a 



14 



a 



15 



a 



16 



er 



11 



a 



IS 



a 



18 



a< 



14 



a 



S6 



a, 



26 



a, 



Sl ^S ^8 



a 



84 



CK 



85 



«, 



86 



a 



81 



a 



8S 



a 



88 



mit der Determinante (4) multipliziert und dabei die Beziehungen 
(I Anm. 1, 111,(19)): 



6 



6 



(9) 




r«*»«jS oder 




'A für l-'k, 



'"«mt«ÄI = 







)} 



l + k, 



benutzt; ergibt sich: 

^— «4l(> -«51^ - 

-«48? -«68p -^— «68(> 

- a^Q - a^^Q - a^^Q A 



Ae(p)- 



«61 P - «11 P 

«62P - «12p 

■«18p 

«14p 



-«2lP 

- «28p 
-««4P 



-«8lP 
-«82p 
-«88p 



-«84P 

— a45P -«55P -«66p — «15P^— «26P - «85P 

-«46P — «56P -«66p -«16P - «26P ^-«86P 



oder, wenn man rechts den Faktor (— qf heraashebt, die drei letzten 
Kolonnen mit den drei ersten und a^^j mit a^j^ vertauscht: 

(10) ^»•e(p) = -(»«.e(^). 

Nimmt man nun für die Entwicklung der ganzen Funktionen (4) 
mit Rücksicht auf (6) und (7) die Form:"») 

an^ so folgt aus (10) identisch in q: 

A^(A^+ Vq + c'()*+ a^»+ cp*+ 6p^- p^) 

= - yl»p«- AVq^- A^cq^- A^üq'^- A^cq^- A^Iq + ^« 
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und damit: 

-ÄV^Ä% -A*c'=^A^c, -^»a-^*a, ~^*c = ^V, ^Ä^b^Ä^V 

oder: 

6' AH, e Ac, a«=0. 

lyie ganze Funktion 6(p) hat daher die Form: 

(11) Ö(e) - ^'- A^bQ - ^cp>+ cp*+ 6p*- p«, 

wo h und c noch eu bestimmen bleiben, 

4« Bestimmung des Koeffisienten b. Da der Koeffizient von p 
auch der Null wert des Differentialquotienten :^^^) 

Q,, X dB ae ae ae ae ae 

ist^ so folgt: 

-^»6 - 0'(O) 2(^ +pL + p.\ 

^ \^«14 ^<^aö ^«te/ 

oder (I Anm. 1, III, (14)): 

.. ^A^b^^2A^{a,^+a^+a,,) 
oder; da die Summe von a^^, a^^, a^ nach § 81^ (13) verschwindet: 

Die ganze Funktion 6(p) Jiai daher die Form: 

(12) e(p) = ^»- ^cpH cp*- p«. 

6. 6(p) als vollständiger Kubus. Multipliziert man die Deter- 
minante 6(p) in (4) mit der Determinante Q{—q), für die man aber 
die in (8) getroffene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wählt^ so 

folgt nach (9): 

^_p« 0000' 



e(p)e(-p) = 



A-Q^ =(^-p^)«. 



Da aber nach (12) 0(— p) = ö(p), so wird auch: 
und hiernach^ da p^ in (12) den KoefGzienten — 1 hat: 

(13) e(p) = (^-9»)». 

Die Determinante (4) ist also ein vollständiger Kubus, und die 
Gleichung sechsten Grades (5) hat zwei drelfacfte Wurzeln: 

(14) q^ + YA und p=-|/^. 

6. Die Elementarteiler von 6(p). Nach dem Multiplikations- 
verfahren, welches in 5 für 0(p)0(— p) gebraucht wurde, folgt^ 
wenn man für die Bildung der Differentialquotienten von ö(p) vor- 



A 
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Übergehend ccj^j tmd c^^ als verschieden behandelt: 



3e(p) 



e(-^) 



10 

«21 «28 «28 «24 «26— P «26 



«81 ««2 «88 «8i «85 



a. 



86 



9 



«41 «46 «46 «41+9 «42 ' «48 
«64 «55 «66 «61 «82+ P «88 



«64 «66 «66 «61 



'62 



«68+9 



«45 



«86 «66 «16 «26 + P «85 

Ä-Q^ 

A-Q^ 



a^{Ä - qJ, 



oder da nach (13): 

ist: 

(15) 

und ebenso: 

(15) 



e(- q) - e((») = (^ - Q^ 



3 «II 

ae{p) 



^{A- Q^a^, 



nnd entsprechend alle übrigen Unterdeterminanten von 6(p). Auf 
gleiche Weise erhält man: 



(16) /-^?)-=(^_,»)''««-,,.^'e(^^ 

^ ^ da^^dcc^i ^ ^^ «65 «64 ^^4 — ^)^«. 



66 



/ A 2\ ^*l + P "« 



o:« 



a, 



81 '*82 

Jede der beiden dreifachen Wurzdn (14) der Determinante sedisten 
Grades 0{q) ist also zweifache Wurzel aller ünterdeterminanten fünften 
und einfache Wurzel dller Unterdeterminanten vierten Grades (§ 50, 9). 

7. Die Abhängigkeit der sechs linearen Komplexe. Die sechs 
linearen homogenen Gleichungen (2) können nach 2 nur bestehen, 
wenn q einen der beiden Werte (14) hat. Daher müssen die Erzeu- 
genden der Fläche (1) dem einin oder andern der beiden 61eichung&- 
systeme genügen {k « 1, 2, 3, . . ., 6): 

6 6 

(17) V^ÄT=-2^«,,„P„., (18) -VApi- 




a 



km"m ' 



1 1 

Da aber nach 5 und 6 nicht nur die Determinante eines jeden 
der beiden Systeme von sechs Gleichungen, sondern auch alle ihre 
Unterdeterminanten fünften und vierten Grades verschwinden^ so ent- 
halt jedes der beiden Systeme nur drei unabhängige Gleichungen, also: 

Die Erzeugenden der Fläche (1) zerfallen in zwei Scharen (17) 
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und (18); jede Schar besteht aas den gemeinsamen Geraden dreier un- 
abhängiger linearer Komplexe.^'^^) 

8. Besiehung der beiden Scharen sueinander. Ist p irgend 
eine Gerade der Schar (17) und p eine der Schar (18), also: 

6 6 

VAp^^^a,^P^, -V^Pk-2cCknPn> 

1 1 

SO folgt dnrch Multiplikation beider Gleichungen und Summation 

1 111 

oder da nach (9) der Ausdruck in runder EQammer A oder ist, 
je nachdem n^m oder n 4* ^' 

6 6 

1 1 

also, da die beiden Summen dieselben sind: 

6 

1 
Dies bedeutet aber, da ^ + (I § 59,(15)): 

Jede Gerade der einen Schar (17) oder (18) schneidet jede Gerade 
der andern}^^) 

9. Besondere Fälle. Für das einschalige Hyperboloid: 

(19) f-;+s-s-i=o 

ist: 




1 



e 



tf 



alle übrigen a^., und «^^,= 0. Die sechs linearen Komplexe (17) oder 
(18) werden daher: 

-Pi. ^Pa Pi ^Pjl ._^«_ = — :2o 

habe a*' eabc 6*' fa&c c" 

«aftc 6*c*' sabc c'a*' «a&c a'6* 

und enthalten nur die drei unabhängigen: 

(20) i^' = «^s ^ = «4% ^i=-f^s 

^ '^ bc a' ca b ^ ab c ' 

wie sie § 82, (22) gefunden wurden. 
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Für das hyperbolische Paraboloid: 



(21) 




sind: 




1 


a»-" 


«11- 


1 



y* 



,--, + 2x^0 



^, Ou=l; y^-_\ir,,y 



±1, 



_ 1 _ 1 _ , 



alle übrigen a^, und a^, gleich 0. Die sechs linearen Komplexe (17) 
oder (18) werden daher: 



-Bbe ^*' 


Pt Pn 
-Bbe b*> 


A Pf 
- «6c c*' 


Pa Pi 
•Bbc 6«c»' 


Pb P^ 
Bbe c*' 


— «6c 6" 



und enthalten nur die drei unabhängigen: 

(22) Pi=-^bcp^y hPi-^cp^, cp^^^ahp^y 

wie sie § 83, (19) gefunden wurden. 

10. Die Iiinienfläche dreier Komplexe in Punktkoordinaten. 

Sind jetzt irgend drei lineare Eomplexe durch die Gleichungen gegeben: 



(23) 



<^nPx + ^12 A + C13P3 + c^^p^ + C16JP5 + CiePe = 0, 

^1 JPl + <^P%+ Cfilh + <^uPi + ^6i>5 + ^6i>6 = > 



80 fragen wir nach dem Ort derjenigen Geraden^ die jedem der drei 
Komplexe angehören. ^''^) 

Ist Pi^ eine solche Gerade und x^ ein Punkt auf ihr, so bestehen 
die Bedingungen (I § 59, (10); § 60, (1)): 



(24) 



A^2-A^8+A^4===t), 

Pb^l — Pi^i + Pi^l === , 

PiX^ + PiX^+Ps3i^n-=0, 



von denen drei, für x^^'^O die drei ersten, in bezug auf die Koordi- 
naten p^. unabhängig sind. Für den Ort des laufenden Punktes x 
einer gemeinsamen Geraden jp^ der drei Komplexe erhält man daher 
durch Elimination der pj^ aus den Gleichungen (23) und den drei 
ersten (24): 
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(25) 



^11 ^li ^1« ^14 ^5 ^l« 

^1 ^M ^W ^4 ^ fw 

^1 ^M ^M ^ ^ ^ 

a:^ — rr, o:^ 

x, Xj — a?! 

a;. — a;, a:, 



= 0. 



Entwickelt man die Detenninante (25) nacb den ünterdetermi- 
nanten der drei ersten und der drei letzten Zeilen und setzt zur Ab- 
kürzung:^**) 



^1* ^ij 



'Im 



(26) 



'Sil 



««. <^»m = (Iclm) -- - (Ihm) , 

' ^* ^1 ^m 

80 lautet die Gleichung (25): 

(27) x^^O, 
wo: 

(28) g = (234)a:i«+ (315) V+ (ISe)^,^ (456)a?^*+ [(125) + (316)]a;ia:, 
+ [(245) - &64)]x,x^ + L(236) + (124)]a;,Xi + [(356) - (145)]j;,ä, 

+ [(314) + &ib)]x,x^ + [(164) - (266)]aiic,. 

Hätten wir bei Yorstehendem Verfahren, statt die vierte Gleichung 
(24) wegzulassen, die erste^ zweite oder dritte unterdrAckt, so hatten 
wir statt (27) erhalten: 

(29) ^1^ = 0, a:^g = 0, a^jflr^O. 

Da aber x^^ x^, x^, x^ nicht alle sind^ folgt fdr den gesuchten 
Ort jedenfalls: 

(30) <7-0. 

Der Ort der gemeinsamen Geraden der drei linearen Komplexe 
(23) ist eine Fläche zweiter Ordnung (30) mit der Bedeutung (28) von g. 

11. Die Linienfläohe dreier Komplexe in Bbenenkoordinaten. 

Benutzt man an Stelle von (24) die Bedingungen der vereinigten 
Lage einer Ebene t/^ mit einer gemeinsamen Linie der Komplexe 
(23) (I § 59, (11)), so ergibt sich für die Ebene die Bedingung: 



(31) 



11 



21 



'81 










*^82 




'18 



^14 ^15 ^16 



^23 ^24 ^25 ^26 



^4 ^85 ^36 
U^ 



K, 



tlj^ 



M. 







0m. 



«ti^G^O, 
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WO wiedemm mit der Abkürzung (26): 

(32) (?-(561)ti4>+ (642) V+ (453) V+ (123)u/+ [(452)+ (643)]tt,ti.3 

+ [(512) - (631)]uiW^ + [(663) + {451)]u^u^ + [(623) - (412)]«,%^ 

+ [(641) + (562)]MiUg + [(431) - (523)]ujU^. 

Die Koeffizienten in (28) und (32) unterscheiden sich nur durch 
die Vertauschung der Indizes 1^ 2, ;5 bezüglich mit 4^ 5, 6. Dual 
zu 10 ergibt dich daher: 

Die Cresamtheit aUer Ebenen, die durch eine genieinsame Gerade 
der drei linearen Komplexe (23) gehen, umhüllt eine Fläche zweiter Klasse. 

(33) (? - 0, 

wo G die Bedeutung (32) hat 

12. Besonderer Fall. Die Komplexe (23) können auch spezielle 
Komplexe sein (§ 86^ 4). Dies ist unter anderen der Fall, wenn 
ihre Gleichungen die Form haben: 

Die Gleichung (25) wird dann mit Einf&hrung schiefwinkliger 
Koordinaten x, y, z, 1 für x^, x^, x^, x^: 



(34) 



1 


n m 





n + e 


m — y 


10 


« l n e 





l + x 


1 


ml m + y 


l X 


. 


1 


-<r y "■ 1 


— g 


y 


10 


e —X 


10 g 





— X 


1 


-y X 1 -y 
n + if m — y 


X 







= —n — z l-\-x — 

i 


0. 






, m+y l 


-X 







Dies ist eine bereits § 74, (22) gefundene Gleichung. ^^^) 



§ 148. Darstellung der Schnittgebilde in Ebenen- und Linienkoordinaten. 

1« Gleichung eines ebenen Sohnittss in Ebenenkoordinaten. 
Die Bedingung dafür, daß die Schnittlinie q der beiden Ebenen u^ 
und u/ Tangente der Fläche: 

(1) /■=2-S"*'***'=^ 

1 1 



832 § 148, i-s. 

sei, ist nacli § 144, (3): 

(2) A"^' =. 

oder auch nach § 140, (22): 

A A 

(3) 2*2a".«;«,'=o. 

1 1 

Hält man nan die Ebene Uj^ fest, so ist dies die Bedingung da- 
für, dafi die laufende Ebene u^^' durch eine in der Ebene u^ liegende 
Tangente der Fläche, also eine Tangente der Schnittkurye geht. 

Die Gleichung (2) oder (3) stellt in laufenden Ebenenioordinatett 
u^ die Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene Uj^ dar.^^^) 

2. Der Bang der Sohnittkorve als einer Fl&ohe zweiter Klasse. 
Als Fläche zweiter Klasse ist das durch (3) dargestellte Gebilde zu- 
lutchst Yom Range 3 (§ 139, 4), da die Determinante (k, {« 1, 2, 3, 4): 

(4) ^,V<'^")'-0-0, 
wie § 45, (19).!»») 

Ist dagegen die schneidende Ebene u^^ einfache Tangentialebene, 
so erhält nach § 141, (41) die Gleichung (3) die Form: 

4 

(5) . (2V<)-0, 

1 

wird also vom Range 1. Sie stellt dann den doppelt zäMendeti Be- 
rührungspunkt als Ebenenbündel dar. 

Ist die schneidende Ebene m^ stationäre Tangentialebene, so wird 
die Gleichung (3) nach § 141, (22) identisch erfüUt. 

3. Gleichungen der In einer Tangentialebene liegenden Er- 
zeugenden in Ebenenkoordinaten. Unter den cx>^ Ebenen des Bündels 

(5) sind diejenigen ausgezeichnet, die nicht nur durch den Berührungs- 
punkt der Tangentialebene u^, sondern auch durch eine der beiden 
sich in ihm kreuzenden Erzeugenden der Fläche gehen. Die Be- 
dingungen, daß die Schnittlinie q der Ebenen u und ti' eine Erzeu- 
gende ist, sind nach § 146, (3): 

(6) ^i7' = 0; Ä-,? = l,2,3,4. 
Entwickelt, ist beispielsweise: 



(7) ^:;r=2*2«H«*'<=o 

1 1 
die Gleichung einer Kurve zweiter Klasse in der Ebene x^ == 0. Diese 
muß in das Punktepaar zerfallen, in dem die beiden gesuchten Er- 
zeugenden die Ebene x^ — schneiden. 



§ 148, 8-4. 833 

Ist daher Uj^ eine Tangentiakbene, so daß -4" = 0, so werden die 
beiden in ihr liegenden JEreeugenden in laufenden Ehenenkoordinaien u/ 
dargestdU durch die Gleichung (2), die das Bündel am Berührungs- 
punktf und durch eine der Gleichungen: 

(8) <-' - 0, ^v = 0, ^-' - 0, <»' =. 0, 

die die Schnitipunktpuhk^paare der beiden Erzeugenden mit den vier 
Koordinatenebenen ausdrücken. 

Besteht aber die Schnittkurve der Fläche mit der Tangential- 
ebene nicht ans zwei sich kreuzenden Geraden^ sondern aus einer 
Doppellinie g^^, indem neben Ä" auch alle Ä^^ verschwinden, so wird 
aus (7) nach § 141, (48): 

(9) - S^^-' - &,, (3,0 1*/ + q,' u,' + 33« u,y 

ein vollständiges Quadrat. Jede der Gleichungen (8) stellt dann einen 
der Schnittpunkte der Doppellinie mit einer Eoordinatenebene dar; 
zwei von ihnen sind also die Gleichungen der Doppellinie in Ebeneit- 
koordinaten (I § 59, (12)). 

4. Gleichung der Schnittkurve in Linienkoordinaten. Die 
Gleichung: 

(10) X*''*'""=0 

bedeutet nach § 140, (33), daß der Schnittpunkt der drei Ebenen 
u, u\ u' auf der Fläche (1) liegt. 

Nach den Strahlenkoordinaten p^ der Geraden u X u" entwickelt, 
lautet die Gleichung (10) nach § 140, (37): 

6 6 

(11) ^2«>;p;=o. 

1 1 
Diese Gleichung drückt daher bei festen % die Bedingung aus, daß 
die laufende Gerade p/ die Schnittkurve der Fläche mit der Ebene u 
triflFt, oder: 

Die Gleichung (11) ist die Gleidmng der Schnittkurve der Fläche 
(1) mit der Ebene u in laufenden Slrahienkoordinaten p^' (die Komplex- 
gleichung der Schnittkurve). 

Ist die Ebene eine stationäre Tangentialebene mit der Berüh- 
rungslinie 3/, so wird die linke Seite der Gleichung (11) ein voll- 
ständiges Quadrat (§ 141, (48)): 

(12) (2«>;)=o. 
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5. Gleichung des SohnittpiiiiktpaaTee In Sbenenkoordinatctn. 

Nach den Ebenenkoordinaten «/' entwickelt^ lautet die Gleichung (10) 
nach § 140, (42): 

4 4 

(13) 2^^?rxx'-o. 

1 1 
Diese Gleichung drückt daher bei festen u^y u/ aus, daß die laufende 
Ebene «/' durch einen Schnittpunkt der Achse q^=^uxu nut der 
Fläche geht. 

Die Gleichung (13) stdU das SchnMpunktpaar der Fläche (1) und 
der Geraden uxu in laufenden Ebenenkoordinaten u/' rfor.^") 

Ist jedoch mit A'^^'^^O die Gerade uxu Tangente der Fläche, 
so wird die Gleichung (13) nach § 142, (35): 

(14) (2'''<y=^' 

wo Xj^^ die Koordinaten des Berührungspunktes sind. Diesen stellt 
alsdann die Gleichung (13) doppelt zählend in laufenden Ebenen- 
koordinaten u^" dar. 



II. Kapitel. 

Polartetraeder, Folarberührungstetraeder und 

Sclimiegungstetraeder. 

§ 149. Polartetraeder und Quadratdarstellung. 

1. Harmonisohe Pole. Das Schnittpunktpaar der Mäche § 142, (1) 
mit der Verbindungslinie der beiden Punkte x^^^'^ und Xj^^^ hat nach 
§ 142, (7) in Zweieckskoordinaten y^, y, in bezug auf diese Punkte 
die Gleichung: 

Nach § 40, (3) ist daher: 

(2«) A, - 

die Bedingung dafür, daß die Punkte Xfj^^^ und a:/^ zu dem Schnitt- 
punktpaar harmonisch, also harmonische Pole der Flache sind (§ 68, 5). 
Die Theorie der harmonischen Pole und ihre Folgerungen finden 
daher in TeiraederJcoordinaten formal denselben Ausdruck, wie in ho- 
mogenen gemeinen Koordinaten, wo ebenfalls die Bedingung § 68, (7) 
den Ausgangspunkt bildete. Es bedarf daher nur der Angabe der 
bezüglichen Formeln in Tretraederkoordinaten: 



§ 149, 1—8. 



835 



In hezug auf die Fläche Btceüer i In beeug auf die Fläche zweiter 
Ordnung § 138, (1): ! Klasse § 138, (1'): 

4 4 4 4 

(1) /'-2'5«*.^*^.-0 (1') F-SXi«t«,-0 



1 1 



1 1 



sind zwei Funkle rc^W und rc^W Jar- \ sind zwei Ebenen Uj^^^ und u^^^ 
monische Pole unier der Bedin- harmonische Polarebenen unter der 
gung : Bedingung : 



(2) nt-2^'fi''xi' 

1 



•d) ^ (81 



-^/'***"=0. 



(20 F,,~2'^>'^'^<'' 

1 

4 



.2^»<''V*^=o. 



2. Koordinaten der Polaxelemente. In bezag auf (1), bezüg- 
lich (10 sind femer (§ 68, (18); (22); (25); § 77, (7); (8); (9)) die 
Koordinaten 

der PcHarebene eines Punktes x^: des Poles einer Ebene u^: 



(3) Qti,^fk-^aki^n 

1 

der Polare einer Geraden p^: 

(4) QQk-^k'-^^kiPn 
des Poles einer Ebene w,; 

4 

(5) qx,^F,^^;ä,,u,. 



(3') tf«*-J;-2c««,; 

1* 

der Polare einer Geraden g,; 

6 
i 

der Polarebene eines Punktes X{. 

4 

(50 *M*-/i-^-E^t,«,- 



3. Konjugierte Klemente. Konjugiert sind (§ 68, 29; 31) zwei 
Elemente, wenn jedes mit dem Polarelement des andern vereinigt 
liegt. Dabei ist (§ 68, (7); § 77, (2)): 



(6) /; 



18 




*/;(«)^,(») 



4 4 

1 1 

die Bedingung för zwei konjugierte 



(6') ^1,-2,*^**'^«»^'^ 

1 

4 4 



1 1 



die Bedingung für zwei konjugierte 



Punkte x^^^ und x^^ oder die Glei- Ebenen w/*> und ti/'^ oder die 
chung der Polarebene (§ 68, (14)) Gleichung des Poles (§ 77, (6)) der 
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des Punktes x^^^) in laufenden i Ebene u^^^^^ in Iaa£snden Ebenen- 
Punktkoordinaten x^^^] 'koordinaten w^^; 

6 I 6 

1 ! 1 

6 6 6 6 

11 i 11 

I 

die Bedingung für zwei konjugierte die Bedingung fflr sncei konjugierle 
Strahlen p^^^) und |?/«) (§68, (29))'u4(*^« g/»> und g/«) (§77, (13)) 
oder die Gleic/iung der Polare oder die Gleichung der Polart 
(§68, (28)) des Strahles i>/*) in; (§77, (11)) der Achse g/^) in lau- 
laufenden Strahlenkoordinaten p/*); fenden Achsenkoordinaten 9/^; 

4 4 



I 1 

4 4 4 4 




11 I 11 

die Bedingung für j9u;ei konjugierte ! die Bedingung für j^trei konjugierte 
Ebenen V*) und w,(» (§ 68, (27)) Punkte (§ 77, (12)) a;/i) und x/ 
oder die Gleichung des Poles i oder die Gleichung der Poiar^)ene 
(§ 68, (26)) der Ebene ^^^ in lau- ; (§ 77, (10)) des Punktes xj>^ in 
fenden Ebenenkoordinaten u^^^, ' laufenden Punktkoordinaten x/''. 

4. Eigentliche Flächen sweiter Ordnung und Slaase. Die 

Gleichungen der eigentlichen Fläche zweiter Ordnung und Klasse lauten 
nach § 78, (10); (11) in Punkt- und Ebenenkoordinaten: 
4 4 4^ 4 

(9) /•»^/^/aw^.'.-O, (9') i'-^>;A„u,«.-0; 



11 11 

femer nach § 78, (28); (29) in Strahlen- und AchsenkoordnuUen: 

6 6 6 6 

(10) ip-^^^<x„p,p,^0, (10') <D-2»2^»«*«« = 0- 

11 11 

Von den Beziehungen zwischen den Koordinaten von Pol ufid Polar- 
ebene (3), (5), (3'), (5'): 

4 4 

(11) p«,=./;=2«H«i» (11') ««,= -?', -2-4*,«* 

1 1 

sind (§ 78, 9) mit qö ^ A die einen die Auflösungen der andern. 
Dasselbe gilt mit q6 = A^ von den Beziehungen zwischen den Koor- 
dinaten reziproker Polaren (4) und (4'), wenn wir, mit Rücksicht 
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auf die Reziprozitiit, in (4') ^/, q, mit p,., q,' rertouschen (I § 63, 

.:i9); (20)): 

< 8 

(12) 9q; = 'P,='2a„p„ (120 *ft- «».-^A,,«?;. 

1 1 

Die sechs Gleichungen (6), (6') — (8), (8') zwischen Icanjtigierten 
J^unkterty Ebenen und Geraden ziehen sich entsprechend auf folgende 
vier zusammen: 

4 4 4 

1 11 

4 4 4 

(13-) i-;, =2 ^*^'^ V -22a<«*'*'«/*' = , 

1 11 

6 6 j; 

(14) 9» -2 «P*^"?*^*^ -22«" A^'^i»/^) = , 

1 11 

6 6 r» 

(14') «Dx, -2 *»'*^'^«*'*^ -22^«&^'^«/*' = ^ • 

1 11 

5. Die uneigentliohen Flächen zweiter Ordnung und Klasse. 
Die uneigenüichen Flächen zweiter Ordnung sind nicht zugleich Flächen 
zweiter Klasse. Es gelten also nur die links stehenden Formeln 
(1) — (8) ohne Beziehung zu den rechts stehenden. Das Umgekehrte 
gilt für die uneigentlichen Flächen zweiter Klasse. Charakteristisch 
ist für alle diese Flächen das Auftreten unbestimmter Polarelemente: 

Punkte unbestimmter Polar- Ebenen unbestimmten Poles, 

ebene, den Gleichungen: den Gleichungen: 

4 4 

(15) 2«*.**=0 (150 2e„u,^0 

1 1 

genügend^ sind beim Kegel die genügend, sind beim Kegelschnitt 

SpitzC; beim Ebenenpaar die oc^ dessen Ebene, beim Punktepaar die 

Punkte der Achse, bei der Doppel- cx>^ Ebenen der Verbindungslinie, 

ebene die oo* Punkte der Fläche beim Doppelpunkt die oo^ Ebenen 

(§ 139, (6)). desselben. 

Strahlen unbestimmter Polare: Achsen unbestimmter Polare: 

6 



(16) 2''"Ä=0, 



(16') 2*"«'=^' 



sind beim Kegel die oo- Spitzen- sind beim Kegelschnitt die oo' 

strahlen, beim Ebenenpaar die oo^ Achsen seiner Ebene, beim Punkte- 
staude, FlAohen isweiter Ordnung. IL 64 
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Treffgeraden der Achse, bei der j paar die oo^ Treffgeraden der Ver- 
Doppelebene die <x>^ Geraden des I bindangslinie, beim Doppelpunkt 
BAumes (§ 144, (16); § 139,(16}). |die oo^ Geraden des Ranmee. 

Ebenen unbestimmten Poles: PunkteunbesHmmier Polarebene: 

(17) . 2a,«, = 0, ,(17') ^E„x,~0, 

1 I 1 

sind beim Kegel die oo' Ebenen i sind beim Kegelschnitt die cx)* 
der Spitze, beim Ebenenpaar die | Punkte seiner Ebene, beim Punkte- 
cx)^ Ebenen des Baumes (§ 143, (9)). j paar die cx>' Punkte des Raumes. 

6. Folzweieoke und Quadratdarstellung des Sohnittpnnkt- 
paares. Zwei getrennte harmonische Pole bilden ein Poleweieeic der 
Fläche (1), zwei getrennte harmonische Polarebenen ein Polargtveifladi 
der Fläche (1'). 

Da die Bedingung (2^) der harmonischen Pole gleichzeitig das 
Fehlen des Produktgliedes in der Gleichung (P) ausdrückt, so er- 
gibt sich (§ 40, (4)): 



Die Gleichung des. Schnitt- 
punktpaares einer Geraden mit der 
Fläche (1) erhäU immer dann und 



Die Gleichung des Tangential- 
ebenenpaares durch eine Gerade an 
die Fläche (1') erhält immer dann 



nur dann die rein quadratische \ und nur dann die rein quadratische 
Form: Form: 

(18) /•„V + /"«?»*= 0, !(18') F,,v,* 4- F„v,' ^ , 

wenn die auf der Geraden liegen- 1 wenn die durcfi die Gereute gehen- 
den Punkte XjP'\ x^^\ auf die »ich , den Ebenen Uj^^^\ u^^^\ auf die sidt 
die ZweiecksJcoordinaten y^, y^ be-idie Zweiflachshoordinaien v^, t?, 6e- 
ziehen, ein Polzweieck der Fläche \ ziehen, ein Polarsweiflach der Fläche 
bilden. bilden. 

Nach § 66, 9 und § 40, 3 gibt es auf jeder Geraden des Baumes^ 
die nicht ganz der Fläche angehört, cx>* Polzweiecke der Flache (1). 
Ist das Punktepaar (18) ein getrenntes, gehört keine, ist es ein zu- 
sammenfallendes, gehört eine Ecke des Polzweiecks der Fläche an. 

7. Poldreieok und Quadratdarstellung der Schnittkurven. Drei 
nicht in gerader Linie liegende Punkte, von denen jeder harmonischer 
Pol jedes andern ist, bilden ein Poldreieck der Fläche (1) und gleich- 
zeitig der Schnittkurve der Fläche (1) mit der Ebene der drei Punkte. 
Ebenso bilden drei nicht durch eine Gerade gehende Ebenen, von 
denen jede harmonische Polarebene jeder andern ist, ein Polardreiflach 
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der fläche (1') und gleichzeitig des BerOhrungskegels der vpm Schnitt- 
punkt der drei Ebenen an die Fläche geht. 

Da für die Ecken Xj^^^\ Xj^^\ xj^^^ eines solchen Poldreiecks 
nach (1) /is^-Zii-- ^8=- 0, so folgt mit Rücksicht auf § 141, (7): 

Die Gleichuyig der Schnitt- , Die Gleichung des Berührungs- 
kurve einer Ebene mit der Fläche Jcegds von einem Punkte an die 
(1) erhäU immer dann und nur Fläche (1') erhalt immer dann und 
dann die rein quadratische Form: nur dann die rein quad/ratische Form: 

(19) fxty^+fny^'+f^.y^"^, ^(19-) jFuV+f„v+F8,v=o, 

wenn die in der Ebene liegenden \ wenn die durch den Punkt gehenden 
Punkte x^'^\ Xj^^^ x^^\ auf die sich Ebenen u^^'^\ u^^\ u,^^\ auf die sich 
die Dreieckskoordinaten y^, y^, y^ die Dreifluchskoordifiaien v^, v^, v^ 
heei^ien, ein Poldreieck bilden. beziehen^ ein Polardreiflach bilden. 

Nach §46, 10 — 12 gibt es, wenn die Schnittkurve ein eigent- 
licher Kegelschnitt oder ein getrenntes Linienpaar ist, in der schnei- 
denden Ebene oo^ Poldreiecke, wenn sie eine Doppelgerade ist 
deren oo* 

Es ist also stets auf unendlich viele Weisen möglich, die Glei- 
chung der Schnittkurve auf die Form (19) zu bringen. 

8. Begriff des Foltetraeders.^'^) 

I. Ein Tetraeder ist dann ein Y. Ein Tetraeder ist ein Polar- 
Pcitetraeder der Fläche (1), wenn ebenentetraederdcT Fläche {l'), wenn 
jede seiner Ecken harmonisclier Pol jede seiner Seitenebenen harmonisdw 
jeder der drei andern ist. i Polarebene jeder der drei andern ist 

Aus §68, 8 und § 77, 3 ergibt sich dann die weitere charakte- 
ristische Eigenschaft: 

II. Bei einem Poltetraeder ist j 11'. Bei einem PoUn/rebenentetra- 
jede Seitenfläche die Polarebene der eder ist jede Ecke der Pol der ge- 
gegenüberliegenden Ecke. genüberliegenden Seitenfläche. 

9. Konstruktion eines Poltetraeders. Um ein Poltetraeder 
JiJ^J^Ji zu konstruieren, nimmt man einen Punkt J^ an, der nicht 
auf der Fläche liegt, dessen Polarebene Ij also nach § 68, 9, I nicht 
durch e/^ geht. Auf dieser nimmt man wieder einen Punkt J^ an, 
der nicht auf der Fläche liegt (vgl. jedoch 14), dessen Polarebene 
1^ also nicht durch e/^^; ^^^^ °^^^ § 6^; ^^} ^ durch J^ geht. Auf 
der Schnittlinie 1^ x Ig nimmt man wieder einen Punkt J^ an, der nicht 
auf der Fläche liegt (vgl. jedoch 13), dessen Polarebene 1, also nicht 
durch c7^, aber nach § 68, 13, U durch «7^ und J, geht. Der Schnitt 

64* 
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punkt J4= li X Ij X Ij, dessen Polarebene die Ebene 1^= J^J^J^ ist, 
bildet mit J^^ J^ und J^ ein Poltetraeder. 

10, Gleiohongen in besug auf ein Poltetraeder. Transformiert 
man die Gleichung (1) auf ein neues Koordinatentetraeder JiJfJ^J^f 
60 sind die Bedingungen^ daß in der transformierten Oleichang 
§ 138^ (12) die Produktglieder fehlen, nämlich: 

(20) &23«A.= 0, &„-^3,-.0, ^,-/i,= 0, feu^/'u'^O, 

nach (2) gleichzeitig die Bedingungen, daB die neuen Ecken x^^^\ 
a;^(% x^^^\ ar^W ein Poltetraeder bilden, ^i*) 

Die Gleichung der Fläche Die Gleichung der Fläche evod- 

ztveiter Ordnung erhält immer dann ter Klasse erhäU immer dann und 

und nur dann die rein quadratische nur dann die rein quadratische 

Form: Form: 

(21) f--fny^ + f,,y^+Uyz' i(2r) f - i\,v,' + f,,v,' + f^v,' 

wemi das Koordinatentetraeder, auf^ wenn das Koordinatentetraeder, auf 
das sich die Koordinaten y^. beliehen, das sich die Koordinaten t?^ be- 
ein Poltetraeder ist, ziehen, ein Pdarebenentetraeder ist. 

Die, Determinante der Form (21): 



,6„ 





J„ 
(22) 5 = ■ "«» 









K 


hat die Unterdeterminanten: 





— 6ii ^2« ^3Ä ^44 7 ^kl ^ fkl 7 



(23) ^n — h^hiWly ^2« = ^1^38*44? -^33 = KAt^UJ ^44 "= hl^tiKl 

^28 = ^81 = ^2= ^14= ^24= ^84= ^i 

(24) /Sil = ftjjfcgg, /Sja = Isafen , /Jgg -= bnhtj ßu = ^i^44> 

ßbb ~ ^23^44; P66 "^ ^88^44; 

/3,,»0, A' + i. 

Erhält daher in bezug auf ein Poltetraeder die Form f den Aas- 
druck (21), so werden gleichzeitig nach § 138, (30) die Jcovarianten 
Formen: 



(25) 
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11. 


9> 


6 (! 
1 1 


2 

1 


S*0 


6 6 

4 4. 


A 
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2b,, 






1 

4 



(26) S*F^S*^^A,,u,u,~^B,,v*. 

1 1 L 

II. Folartetraeder der eigentliolien Flächen zweiter Ordnung 
und Blasse. Bei der eigentlichen Fläche ist jedes Poltetraeder zu- 
gleidi Polarebmientetraeder und umgekehrt, da die Erklärungen 8, II 
und ir nach § 78^ 9 dasselbe besagen. Wir nennen das sich selbst 
duale Gebilde ein Polartetraeder und entnehmen aus 8 — 10 die Eigen- 
schaften: 

I. Je zwei Ecken, je zwei Seitenfläcli^n, je zwei Kanten eines Polar- 
tetraeders sind einar^der honjugiert (§ 68, 31). 

IL Jede Ecke ist der Pol der gegenüberliegenden Seitenfläche, jede 
Seitenfläche die Polarebene der gegenüberliegenden Ecke, jede Kante die 
reziproke Polare der gegenüberliegenden Kante (§ 68, 16, I}. 

III. Jede durch eine Ecke eines III'. Durch jede in einer Seiten- 
Polartetraeders gehende Gerade trifft i ebene des Polartetraeders liegende 
die Fläclie in zwei Punkten, die zu Gerade gehen zwei Tangentialebenen, 
der Ecke und dem Schnittpunkt mit die zu der Seitenebene und der Ver- 
der gegenüberliegenden Seitenebene bindungsebene mit der gegomber- 
harmonisch sind, liegenden Ecke h^xrmonisch sind. 

IV. Auf jeder Transversäle von IV. An jeder Transversale von 
zwei Gegenkanten eines Polartetror zwei Gegenkanten eines Polatietra- 
eders sind die Treffpunkte mit diesen eders sind die Verbindungsebenen 
und die Schnittpunkte mit der Fläche mit diesen und die beiden Tangen- 
harmonisdi. tialebenen der Fläche harmonisch. 

Die Polarebene 1^ irgend einer der oo' nicht auf der Fläche lie- 
genden Punkte J^ des Raumes schneidet nach §68, 9; §107, 2; 3 
die Fläche in einem eigentlichen Kegelschnitt, und zu diesem gibt es 
nach § 46, 10, V cx>* Poldreiecke J^J^J^, deren Ecken nicht auf dem 
Kegelschnitt liegen. Aus 8 folgt daher: 

V. Die eigentliche Fläche zweiter Ordnung und Klasse hat oo^ 
Polartetra^der. 

VI. Keine Ecke eines Polartetraeders ist ein Punkt der Fläche, 
keine Kante eine Tangente, keine Seitenebene eine Tangentialebene der 
Fläche (§ 68, 9; 17). 
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Vn. Die Gleichungen (9), (9') und (10), (10') der Flädie in PmÜ- 
und EbenenJcoordinaten, in Strahlen' und Achsenkoordinaten nehmen in 
hezug auf ein Polartetraeder die eusammengehörigen Formen an: 

1 1 

6 6 

(28) 9'=2A*'-** = 0, S*0=2b„,s,»=O. 

1 1 

Da für die eigentliche Fläche nach (22): 

80 folgt mit Rücksicht auf (23) und (24): 

Vin. In aUen Gleichungen (27); (28) kann keiner der KoeffusietUe» 
verschwinden. 

Dies ist zugleich der analytische Ausdruck des Satzes VL 
Denn ^n^/li^O würde bedeuten, daß die Ecke «^ auf der Fläche 
liegt; jBjj -= 0, daB die Ebene 1^ TaDgentialebene; ß^^ « (B^=0), 
daß die Kante i, (tj Tangente der Fläche ist (I § 59, (21)). 

12. Foltetraeder der Kegel. Da beim Kegel nach § 79, 4 die 
Polarebenen aller Punkte, mit Ausnahme der Spitze, durch die Spitze 
gehen, fällt der Punkt J^ in der Konstruktion 9 stets in die Spitze, 
die ihrerseits zu jedem Punkte des Raumes konjugiert ist, also auch 
zu den in 9 benutzten Punkten Jj, Jj, Jg. Die Punkte eT^, J^, J^ 
können als ein Poldreieck der Schnittkurve des Kegels mit einer be- 
liebigen nicht durch die Spitze gehenden Ebene gelten. In jeder der 
oo^ derartigen Ebenen gibt es nach § 4(), 10, V oo* Poldreiecke, also 
folgt: 

I. Der Kegel besitzt oo® Pol- Y. Der Kegelschnitt besitzt oc* 

tetraeder. Polarebenentetrasder. 

n. Die eine Ecke fäUt stets in i U'. Die eine Seitenebene fällt 

die Spitze, die drei andern bilden in die Ebene der Kurve, die drei 
ein Poldreieck der Schnittkurve des andern bilden ein Polarebenendrei" 
Kegels mit einer nicht durch die flach des von einem Punkte außer- 
Spitze gehenden Ebene. halb dieser Ebene über der Kurvt 

errichteten BerUhrungskegels, 

Da J^ auf dem Kegel liegt, yersch windet in (21) b^=^ f^, wäh- 
rend ftjj, 6gj,j ^88 ^^^ ^ verschieden sind, da nicht alle Unterdetermi- 
nanten (23) verschwinden dürfen. 
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III. Die Gleichung des Kegels 
(1) in hezug auf ein Poltetraeder 
lautet: 

(29) f-^h,y^ + hny,' 



Iir. Die Gleichung des Kegel- 
schnittes (r) in b&stig auf ein Polar- 
ebenentdraeder lautet: 

(29-) F^I,,v,^+F„v^ 



Gleichzeitig mit (29) nehmen die Formen (28) und (27) wegen 
hj^^= die Gestalt an: 

(30) 9.-=Airx«+A,V+^r,»=0, 8*F^B^v*~0. 

In (29) nnd (30) verschwindet alsdann kein weiterer Koeffizient. 

13. Poltetraeder der Ebenenpaare. Beim Ebenenpaar geht 
(§ 81, 3) die Polarebene eines außerhalb der Doppellinie liegenden 
Punktes stets durch die Doppellinie, die demnach auch die Schnittlinie 
der beiden Ebenen 1^ und 1, der Konstruktion 9 ist. Die Punkte 
«7^ und J^ liegen daher auf der Doppellinie und haben unbestimmte 
Polarebenen. 

Bei dem Ebenenpaar besteht ein Poltetraeder aus irgend zwei 
Punkten der Achse und zwei Iiannonisctien Polefi, die auf einer nicht 
durch die Achse gehenden Geraden liegen. 

Die Gleichung (21) der Fläche in bezug auf ein solches wird: 

(31) /■-«'uyi*+6«y«'=o, 

wobei nach (28) gleichzeitig: 

(32) ♦ <p = /3,,r,»=0. 

14. Poltetraeder der Doppelebene. Bei der Doppelebene besteht 
ein Poltetraeder aus einem bdi^gen, ihr nicht angehörigen Punkte J[ 
und drei nicht in gerader Linie liegenden Punkten J^^J^y J^ der Fläche 
selbst. Die Gleichung (21) wird: 

(33) /'=-6uyi*=0. 

15. Bang und Quadratdarstellung. Mit Rücksicht auf § 139, 1 
geht aus (27), (29), (31), (33) hervor: 

Der Bang einer Fläcfie zweiter Ordnung ist die Anzahl der nicht 
verschwindenden Quadrate in der auf irgend ein Poltetraeder bezogenen 
GleichungJ^) 

16. Folarsystem in bezog auf ein Folartetraeder. In bezug 
auf die eigentliche Fläche zweiter Ordnung (27)«, (28) lauten die 
Beziehungen (11), (11') zwischen Pol y^ uml Polarebene i\: 

(34) v^'.v^iv^iv^^ 6n y^ : b^y^ : b^^y^ : 6^y^; 
und (12) zwischen zwei reziproken Polaren rj^ und s/: 

(o5) Si is^ : S3 : S4 : ^5 :s^ == p^ r^ : pjj r^ : p^a^s • ßu ^^ • rss ^5 • Pee^e • 
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Zwischen koijjugierten Punkten , Ebenen nnd Geraden besteben 
gleichzeitig nach (13); (14) die Bedingungen: 

4 4 

(36) y} h, y,W y^m » , yiB,, «,« «,W = , 



1 1 

6 G 



(37) 2 Ä* r,^'^ r,(*^ =^> 2 «" «*''' «*'** = ^^ • 

1 1 

In bezug auf die imaginäre Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 ß 

(38) 2y'-^' 2"'-^' ^"-'-^ 

111 
geht das Polarsystem (34), (35) über in (§46, (24))«*): 

(39) Vi : v^ iv^iv^^y^iy^iy^ : y^, 

(^V) Si : Äj : S3 : S4 i $^ • ^e ^^ ''1 • ^2 • *8 • **4 • ''s • ^6 • 



§ 150. Besondere Polartetraeder. 

1. Folartetraeder mit unendlioh femer Seitenebene. Von drei 
konjugierten Durchmessern des EUipsoides oder Hyperboloides ist die 
!^bene je zweier die Polarebene des unendlich fernen Punktes des 
dritten (§ 72. 1, II; 7, II). Zugleich ist die unendlich ferne Ebene 
die Polarebene des Mittelpunktes (§ 68, 11, II). Daher ergibt sich 
aus § 149, 11, II: 

Für das EUipsoid und Hyperboloid bilden die Verbindungsebeneii 
dreier konjugierten Durchmesser und die wiendlich ferne Ebene ein 
Folartetraeder (§ 47, 1). 

Dies ist der Grund dafür, daß die Gleichung § 72, (14) die 
Form § 149, (21) hat. Der Satz § 72, 1, III ist ein SpezialfaU von 
§149,11,11. 

Bei den Paraboloiden ist die unendlich ferne Ebene Tangential- 
ebene (§ 70, 10). Sie kann somit nach § 149, 11, VI nicht Seiten- 
ebene eines Polartetraeders sein. Daher ist es unmöglich y die Fara- 
boloide in gemeinen Koordinaten durch eine Gleichung mit nur Quadraten 
daretisteUen (§ 47, 1). 

Für den imaginären Kugelkreis bilden irgend drei rechtwinklige 
Ebenen (§ 84, 5, I) zusammen mit der unendlich fernen Ebene ein 
Polarebenente traeder im Sinne von § 149, 12, II'. Daher enthält die 
Gleichung § 84, (9') nur die Quadrate dreier Ebenenkoordinaten. 
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2. Die erste Boke eines neiieinzuföhreiideii Polartetraeders. 
Die OleichuDg: 

1 1 

einer Fläche zweiter Ordnung be- 
zieht sich auf ein gegebenes 
Eoordinatentetraeder E^E^E^E^. 
Wir führen ein Polartetraeder 
JiJ^J^J^ ein; das sich möglichst 
an E^E^E^E^ anlehnt. Wir legen j?^ 
zu dem Ende (Kg. 219) die Ecke 
J^ in die Ecke E^, also: 

(2) a?i^'^=l, ^,('^-0, iCgW^O, x^^') 
wobei wir mit: 

(3) a,, + 

Yoraussetzen, daß die Ecke E^ nicht auf der Fläche (1) liegt. Die 
Polarebene Ij des Punktes (2) hat nach § 149, (3) die Koordinaten: 

(4) ,,/i)„/;(i)«a,„ u,('^^U'^^a,,, V^)-/,^^>==a8„ ti,(^)«/;(^)-a« 

und die Gleichung: 

(5) a^^x^ + a^^x^ + a^^x^ + a^^x^ = 0. 

3. Die sweite Ecke. Wir legen die Ecke J^ in den Schnittpunkt 
der Ebene (5) mit der Kante e^=^ ^i^i des alten Tetraeders, nämlich: 



0, 



(6) 



x,W a„, «,W-a„, a:,W=-0, 



«,W 



0, 



der infolge von (3) bestimmt ist. Die Polarebene 1, von Jj hat die 
Koordinaten: 

(7) V«)=./-,(^^0, w,W-/,(^)«-a,ia,, + a,,a,, = «33, 

«/•jO« 031012+ »««11 = - ««8; «//)=/•/«)= - a^^a^^+ a^a^i^a^ 



n. 



.(«) 



und die Gleichung: 

(8) a^x^ — «23X3 + «343:4 = 0. 

Wir setzen mit: 



(9) 



a 



88 



+ 



voraus, daß die Ecke (6) nicht auf ihrer Polarebene (8) liegt. 

4. Die dritte Ecke. Wir legen die dritte Ecke «^3 in den Schnitt- 
punkt der neuen Kante li X 1^ mit der Ebene E^E^E^ des alten Te- 
traeders, för den aus (5) (vgl. /"/«)« in (11)) und (8): 

(10) rr,(«)=(^i3, ^,^''-^S> ^8^*^== «88, ^/^=0, 

und der somit wegen (9) bestimmt ist. 



«n 


«1« 


«1« 


i«u 


«1» 


«IS 


«»»1 


«M 


OjS . 


^*4— «Jl 


«1« 


0.» 


«« 


«4« 


«« 


«>1 


«M 


«M 



846 § 150, 4—6. 

Die PalarebeDe I3 dieses Punktes hat die Koordinaten: 

Da aber 0^^, a^^i <^s die Unterdeterminanten der Elemente letzter 
Zeile in jeder der beiden Determinanten: • 



— -4^4 — 



sind, so bekommt I3 die Koordinaten: 

(11) w,(»)=/;(»)=o, w,(»)= /;(»)=» 0, u,^^)^f^i^)=^A^, w,(»>= /;(»)= ~j^ 

und die Gleichung: 

(12) A^x^—Ä^x^^^'O. 
Wir setzen mit: 

(13) ^^ + 

voraus, daß der Punkt (10) nicht auf seiner Polarebene (12) liegt. 
5. Die vierte Ecke. Die vierte Ecke J^ ist jetzt der Schnitt- 

• 

punkt der drei Ebenen 1^, 1^, I3. Für diesen folgt aus (12) zunächst: 

und dann aus (8): 

x^W = "•> ^« - "»> ^** = N« 4.> - .^lA* (I Anm. 1, III, (1 1)) . 

Da aber Agg, — Agg, Ag^ die Unterdeterminanteu der Elemente erster 
Zeile der Determinante: 

-^22 -^M -^84 

-^32 -^88 -^84 

i -^48 ^48 -^44 



sind, sodaß: 
so wird: 



-^42^6 -^48^65 •" -^44^1 ^^ " ; 



Danach ergibt sich aber aus (5): 
— «11 rr/*) = aji A^^ + a^iA^ + a^^ A^ a^ A^^ (1 Anm. 1, III, (1 7)) . 

Der Punkt J^ erhält also die Koordinaten: 
(14) a;,W = A,, , x,W = A^ , x,W = A,, , x^') = A^, 

seine Polarebene 1^ aber die Koordinaten: 

(15) u,w - /;w = 0, t/,^*) = /iw = 0, W3W = /;(*) = ü, u,w - /;w == ^. 

Sie ist in der Tat die Ebene J^J^J^y die mit der Ebene JBijE'jjEj 
zusammenfällt. Sie ist bestimmt für ^ + 0, unbestimmt für ^ = 0, 
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kann aber anch im letzteren Falle^ wo die Ecke J^ in (14) die Kegel- 
spitze ist (§ 139, (8)), in die Ebene E^E^E^ gelegt werden, da jede 
Ebene Polarebene der Spitze ist. Nach (13) liegt der Punkt J^ 
jedenfalls nicht in der Ebene J^J^J^, 

6. Transformation auf das eingeführte Polartetraeder. Mit 

den Werten (2), (4); (6), (7); (10), (11); (14), (15) wird nun: 

4 4 

(16) /•u-^/;^*'^*^')-«!!, ^,=^/";*>V"=«U«M, 

1 1 

4 4 

1 1 

und folgt nach § 138, (10); (12): 

Die auf ein wrsprünglidies KoordinatefUetraeder E^E^E^E^ he- 
eogene Gleichung (1) geht durch die Substitution (§ 47, (13)): 

^1 = yi - (h%y% + ^iyz+ A^Vi^ 

^8 = «11 y% + «IS Vi + ^4^4; 

^8 == ^83 y» "T Aj4 ^4 ; 

mit der SubstituHonsdeterminante: 

(18) S= «11 «88 ^44 

i'iher in: 

(19) /• =- aii^i^ + «11 «88^8* + «88^44^8* + ^44^y4*= Ö . 

Vorausgesetsft ist dabei, daß: 



(17) 



«11 «1« 



Oji Oj, a^j 



(20) 0,1 + 0, a^= " ", + 0, ^u = . «»I «»1 «»« +0, 



«21 «2« 



«81 «8« «88 



also die Ecke E^ kein Punkt , die Kante E^E^ keine Tangente und die 
Seitenebene E^E^E^ keine Tangentialebene der Flädie (1) ist (§ 149, (10); 
I§59,(21)).^^*) 

Damit ist die Fläche auf eines ihrer oo* Polartetraeder J^J^J^J^^ 
transformiert, das sich tunlichst eng an das alte Tetraeder E^E^E^E^^ 
anlehnt, indem die Ecke E^^J^, die Kante E^E^ = J^J^ und die 
Ebene E^E^E^=^ J^J^J^ erhalten geblieben sind (Fig. 219). 

7. Die erste Ecke eines neueinsufülirenden Polardreieoks der 
ebenen Sohnittkurve. FQr die Schnittkurre der Fläche (1) mit der 
Ebene: 

(21) ''S«*a^*=0 
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führen wir ein neues Eoordinatentetraeder J^J^J^J^ ein (Fig. 220), 
dessen Eoken J^J^J^ ein in der Ebene (21) gelegenes Polardreieck 

der Sclmittkurve bilden. 

Die erste Ecke J^ sei der 
Schnittpunkt der Kante e^^E^E^ 
{x^ = 0, a:^ = 0) des alten Tetra- 
eders mit der Ebene (21) also: 

(22) a;.W = -.«„ a^(''-«„ 

wobei wir voraussetzen^ daß: 

(23) u^ und Ug nicht beide 

sind; also die Ebene (21) nicht 
selbst durch die Kante e, geht 

Die Polarebene 1^ von J^ hat die Koordinaten: 

(24) %W = /;**>=-Ou «*+«««!.- ^ = 1,2,3,4, 
und die Gleichung (§ 138, (3)): 

(25) -/i«8 + r»«i = 0. 

Zugleich wird (§ 138, (6)): 

i 

(26) /"u =2 /■**'' ^*'*^ =-(-«!! «« + «1. «l) «2 

Wir setzen voraus, daß: 

(27) «,"3 + 0, 

also der Punkt e/^ nicht auf f liegt, die Kante ^3 somit keine Trans- 
versale der Schnittkurve ist. 

Die Ebene 1^ liegt alsdann nicht mit der Ecke J^ vereinigt. 
Die Voraussetzung (23) ist nach (26) in (27) mit eingeschlossen. 

8. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J^ sei jetzt der Schnitt- 
punkt der Ebene E^^ E^E^E^{x^=- 0) des alten Tetraeders mit der 
Schnittlinie der Ebenen (21) und (25). Er genügt neben x^^O den 

drei Gleichungen: 

I ötii^r^ + a^^x^ + a^^x^ + Qiiy^ = 0, 

(28) ^ a^^x^ -f a^^x^ -f a^^x^ + Q\t^ = 0, 

l u^x^ + u^x^ + w^arj =0, 

deren beide ersten die Gleichung (25) unter Einschiebung eines Pro- 
portionalitätsfaktors Q ersetzen. 

Hieraus folgt: 

(29) x^: x^\ x^: Q =^ «3^ 



U tt . M 



A 
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wo die Ausdrücke rechts die Unterdeterminanten dritten Grades der 
Matrix (I Anm. 2, III, (14)): 



(30) 



«11 «12 «18 «*1 
«21 «22 «28 **2 



«1 W, 



U, 



bedeuten. Man kann daher setzen: 



(31) 



.(») = 



^i' ' = «jt> ^i' = «s», '»s 



.(») = 



(») 



<, *4<*^ 



0. 



Die Polarebene Ig yon J, hat die Koordinaten: 





«11 


«1» 


«1» 


«1 i 




«u 


»u 


»1« «1 


/4" _ 


«»1 

o«i 




«»8 




-^ = 


a»i 

«41 


«4« 


«« «4 




«1 


M, 


«« 







«1 


«» 


M, 



(32) «/») = /,(») = a,i a,- + a,, <, + a„ <, . 

Nun sind aber die Unterdeterminanten der Matrix (30) zugleich 
die unterdeterminanten der Elemente dritter Zeile der beiden Deter- 
minanten: 



(33) 



sodaß : 

«*i<i + «A2<2 + «u^ü + ^^ifc^^O für Ä-«l, 2; 
(34) -^Ä^ für Ä:=«3; Ä^ für Ä;«4; 

Infolge dessen werden die Koordinaten (32) der Ebene I2: 

(35) v»)-/-,« — <«i, <*)=/;<*) — <«„ 

und ihre Qleichung: 

(36) -- «o"(wia:i + t*,a:j + ttaiTj + u^a:J + ^^"^iTj — Ä^^x^, = 0. 

Sie geht durch J^. Zugleich wird infolge von (31) und (35): 



/■« =2/i^*'^***^ «o"(«i< + «*<2 + «.«3",) + <4«; 



U 

83 



und mit Rücksicht auf (34): 

(37) /i,=«^^;i- 

Wir setzen voraus: 

(38) ^»+0, 

damit J^ nicht auf f und dann mit 1^ vereinigt liege. 

9. Die dritte Ecke. Nunmehr ist J^ als Schnittpunkt der Ebenen 
uj^^\ u^^^ und w^^*) bestimmt, also durch die Gleichungen (25), (36) 
und (21) oder mit einem Faktor q durch: 
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(39) 



(40) 



/ «11*1 + ««^ + «IS*» + «U*4 + ^**1 = ; 

«»1*1 + «Sf*» + «M*« + «U*4+ Q^^ =" ö> 

WiiPi+ W8aS2+ «^*S+ «*4*4 =0, 

-^44*8 — -^44*4 =* ^ • 

Nun ist für die Determinante yt" (§ 140, (5)): 

für fc = 1, 2, 3; - ^" fÖr * = 4; 

Daher wird den Gleichungen (39) genügt durch den Punkt: 

(41) «jW- <. '.(')-= ^«, «,<'>= ^«, «/»^- -^u, (f =- ^«)- 
Die Koordinaten seiner Polarebene 1, sind: 

(42) «,(») - /;w » a,, ^ - + a,,^i + a«^;;, + a^^A^, 
oder nach (40): 

(43) /;(») — «,^;,, /;(»)= -«,^:„ /;(») — «,^:., 

Sie geht durch J^ und nach (34) durch J^, Zugleich wird: 

4 

1 

oder nach (40): 

(44) /jj =— -4.^4-4. . 

Der Punkt Jj kann, falls ^^ = ist, auf der Schnittkurve li^en, 
worauf die Ebene Ij in (21) fällt. 

10. Besnltat der Transformation. Die Ecke J^ ist nun als 
Schnittpunkt der drei Ebenen Uf}'^\ w/*^, u^^^^ bestimmt. Da J^ auf 
der Polarebene (25) von eT^, und Jj auf den Polarebenen (25) und 
(36) von Ji und Jg gewählt ist, bilden J^, eT^, Jj ein Polardreieck, 
in bezug auf das die Gleichung der Schnittkurve die Form § 149, (19) 
erhält; und zwar ergibt sich mit Rücksicht auf (26), (37) und (44): 

Die Gleichung der Schnittkurve der Fläche (1) mü der Ebene (21) 
kann unter den Voraussetzungen: 

(45) «,",+0, ^:,+o 

auf die Form gebracht werden (§47, (15)): 

(46) - <,y,» + a'^Ä'iy,' + A'iA''y,' - 0. 

Damit ist die SchniUkurve auf eines ihrer oo^ Polardreiecke 
JiJ^J^ transformiert, welches sich tunlidist an das aUe Tehwder, 
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E^E^E^E^ anlehfU, indem J^ auf der Kante E^E^ und J, ^^ ^^^ 
Ebene E^E^E^ liegt. 

Far ^"=.0 ist nach (46) die Ecke J, (yi=0, y^-^O, y^« 1) 
Doppelpunkt der Schnittkurve. Ihre alten Koordinaten (41) stimmen 
dann in der Tat mit § 141, (32) überein. 

11. Die erste Ecke eines neueinsufülirenden Polsweieoks des 
Sohnittpnnktpsares. Für das Schnittpanktpaar der Flache (1) mit 
der Geraden q: 



(47) 



^«t**-^' ^<«*-o, 




Fig. 211. 



führen wir ein neues Koordinatentetraeder JiJ^J^J^^ ein (Fig. 221 ), 
dessen Ecken JiJ^ ein auf der Geraden q gelegenes Polzweieck des 
Schnittpunktpaares bilden. 

Die erste Ecke J^ sei 
der Schnittpunkt der Geraden 
q mit der Ebene 

je:, e, e, (X, - 0), 

also (I § 59, (13')): 

(48) x,W-j„ x,W-q„ 

wobei qj^ (k =^ 1,2, . . ., 6) die Achsenkoordinaten der Geraden q sind 
und Yorausgesetzt wird, daß: 

(49). q^, q^, q^ nicht alle 

sind, also q^ nicht in der Ebene x^=^ liegt. 

Die Polarebene des Punktes J^^ hat die Koordinaten: 

(50) u,('^-f,^'^-a,,q,+ a,,q, + a,,q,, *-l,2,3,4, 
und die Gleichung: 

(51) A9i + /;32 + /i3»-0. 
Zugleich wird (§ 146, (5)): 

4 SS 



(52) 



fn-2f^"'^^ 



(1) 




lUtt' 



1 1 1 

Wir setzen voraus: 
(53) ^-'H-O, 

worin zugleich nach (52) die Voraussetzung (49) eingeschlossen isU 
Der Punkt J^ liegt dann nach (52) nicht auf der Fläche (l). 



«52 
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12. Die zweite Ecke. Die zweite Ecke J, ^^^ Polzweiecks ist 
nun der Sclmittpunkt der Geraden q mit der Polarebene (51) Yon J^. 
Die Gleichung (51) ist das Resultat der Elimination von q und q 
aus den drei Gleichungen (§ 140, (15)): 

<54) /;+^«*+9X = 0, i-1,2,3. 

Daher bestimmt sich der Punkt J^ unter Elimination tod g 
und Q aus den fünf Gleichungen: 

»11^1 + «12^8 + «is^« + »14^4 + Q'^i + 9^1 — 0, 
<55) I öjiari + ajjOJj + a^x^ + «54^4 + (»w» + (>'< = 0, 

denen infolge der für die Determinante A*^' (§ 140, (12)) geltenden 
Entwicklungen genügt wird durch die Werte: 



^41 ? ^2 "^ -^48 y ^8 ^ ^43 ^ *4 



■^44 1 



WM' 

46 



= ^"', 



(56) a:,(«)« 

(57) 

Da gleichzeitig: 

(58) o^ ^;»' + a^ ^:«' + a„ A'^' + a^A'i^' + u, A:^,-' + u^'A 
Bo hat die Polarebene des Punktes (56) die Koordinaten: 
<59) /;(») = - («,vl-' + u'.A'W), Ä = 1, 2, 3; 

Danach aber wird mit Rücksicht auf (56) und die beiden letzten 
<jleichungen (55): 

<60) 



fu-2}f>^*W-^'"''^u- 



13. Resultat der Transformation. Da J^ auf der Polarebene 
von Ji liegt, bilden die Punkte J^J^ ein Polzweieck, in bezug auf 
welches das Schnittpunktpaar eine Gleichimg von der Form § 149, (18) 
-erhält; und zwar ergibt sich infolge von (52) und (60): 

Die Gleichung des Sdinittpunktpaares der Fläche (1) mit der Ge- 
raden (47) kann unter der Vorraussetzung: 

(61) <"' + 

auf die Form gebracht werden (§ 47, (32)): 

j(62) A-,;^'y,' + A^j:'Ä--'y,' = 0. 

Damit ist das Schnittpup^ktpaar auf eines seiner cx>* Polzweiecke J^J^ 
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transformiert, welches sich tunlichst an das alte Tetraeder E^E^E^E^ 
anlehnt, indem J^ in der Ebene E^E^E^ liegt. 

Für ^-'=0 fäUt das Punktpaar in der Ecke J^{y^^O, yg«!) 
zusammen. Ihre alten Koordinaten (56) stimmen dann in der Tat 
mit § 142, (29) überein. 

§ 151. Verschiedene Sätze der Polarentheorie. 

1« Besiehung zwischen den Ecken und Seitenebenen sweier 
Polartetraeder. Transformiert man die auf irgend ein Eoordinaten- 
tetraeder E^E^E^E^ bezogene eigentliche Fläche zweiter Ordnung und 
Klasse: 

4 4 4 4 



auf ein Polartetraeder mit den Ecken Xj^^^ und Seitend>enen u^'^^ so 
nehmen ihre Gleichungen nach § 149, (21) die Form an: 

4 4 

(2) f"2'^„^y^> ««^-^^„„«„^ 



1 1 



und bestehen nach § 138, (32) zwischen alten und neuen Koeffizienten 
die Beziehungen: 

4 4 



1 l 

Für ein zweites Polartetraeder mit den Ecken Xj^^^^ und Seiten- 
ebenen w/^"*^ ist ebenso: 

4 & 

Zwisdien den Koordinaten der Ecken und Seitenebenen der beiden 
Polartetraeder bestehen daher die Beziehungen (Ä, i je «= 1, 2, 3, 4) : 

4 4 

1 1 

4 4 

(6) S'»2' £„„a;,('»)a;/"') - S»^^ K»^ ("»^H 

l 1 

2. Flächen durch die Ecken sweier Folartetraeder. Multipli- 
ziert man die Gleichungen (5) mit den Koeffizienten (7^, und die 
Gleichungen (6) mit den Koeffizienten c^., irgend einer Fläche zweiter 
Klasse, bezüglich zweiter Ordnung: 

S tan de, Flftohen «weiter Ordnung. IL 55 
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4 4 4 4 

(7) G^^k^C,,u,u,^0, ^=22^,^*^*-0 

11 11 

und summiert alsdann Qber Tc und l^ so ergibt sich mit Benutzoog 
der Abkürzungen (§ 138, (6)): 

4 4 4 4 

11 11 

und der entsprechenden mit Akzenten zu G^^, u^^\ w/*^; g^^y ^k'^\^i*' 
(§ 48, 2): 

4 4^ 

(9) S'*^& G ^S^^b' G' 

1 1 

4 4 

(10) S'*2^B^„g„^=S*^B:^g;„. 

l 1 

Die Relation (10) ist linear und homogen in den acht Gröfieo 
<7«.«., ^««.» imd keiner der acht Koeffizienten S'*JBL„ und /S*JB'. kann 
▼erschwinden, da /' eine eigentliche Fläche sein sollte (§ 149, lljVlü). 
Das Verschwinden von g^^ aber bedeutet nach (8), daß die Ecke 
:r^/^) auf der Fläche ^ « in (7) liegt. 

Es folgt daher aus (10) und dual aus (9) (§48, 2, I): 

I. Jede Fläche zweiter Ordnung, ! I'. Jede Fläche zweiter Klasse^ 
die durch sieben von den Ecken die sieben von den Seitenebenm 
zweier Polartetraeder einer eigent- zweier Polartetraeder, einer eigent- 
lichen Fläche zweiter Ordnung geht, liehen Fläche zweiter Klasse he- 
geht auch durdi die achte Ecke rührt, berührt auch die achte Seiten- 
fläche''^) 

3. Einbesohriebene Polartetraeder. Eine Fläche ^ ^^^ gehe 
durch die Ecken eines Polartetraeders J^^Jj«^ «^4 der eigentlichen FBche 
f^O. Um ein zweites Polartetraeder JxJ%J^Jl von /* «= zu kon- 
struieren, kann man nach § 149, 9 im Baume eine Ecke J^, alsdann in 
deren Polarebene 1^' eine zweite Ecke J^ und endlich in der Schnitt- 
linie der Polarebenen 1/ und \^ eine dritte Ecke J^ beliebig nehmen, 
worauf Jl bestimmt ist. Wählt man nun aber J( auf ^ =• 0, J,' 
auf der Schnittkurve der Ebene 1/ mit ^ «= und nimmt als J^ einen 
Schnittpunkt der Geraden \^ X Ig' mit ^r = 0, so muß, da Ji, Jg, eT^, J4, 
e/i', J^y Jg' auf ^ =" liegen, nach 2, I auch Jl auf ^ = feilen. 
Ebenso dual, also: 

IL Gibt es ein Polartetraeder der eigentlichen Fläche zweiter Ord- 
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nung /*«= 0, welches der Fläche zweiter Ordnung g ^=0 einr(hesiüglich 
um-Jbeschrieben ist, so gibt es oo* solche Polartetraeder (§ 48, 8). 

4. Polartetraeder mit einer gemeinsamen Ecke. Zwei Polar- 
tetraeder Jit^iJjeT^ und J^J^J^Jl der Fläche (1) mögen die Ecke 
Ji ^ Ji, folglich auch die gegenüberliegende Seitenebene l/= li ge- 
mein haben. Der durch die fünf Kanten cT^eTg, J^J^j «^«'k; «^1*^2'; «^1«^»' 
bestimmte Eegel zweiter Ordnung ist eine Fläche zweiter Ordnung, die 
durch die sieben Ecken e7i-= J/, Jg; <^8» «^; ^%j ^z ^®r beiden Polar- 
tetraeder, also nach 2, I auch durch die Ecke J^ und damit durch die 
Kante J^J^ geht: Es folgt also mit Hinzufüguug des dualen Satzes : 

III. Haben zwei Polartetraeder einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ordnung und Klasse eine Edce, bezüglich eine Seitenebene gemein, 

so geht jeder Kegel zweiter Ordnung, } so berührt jeder Kegelschnitt, der 

der durch fünf von der gemeinsamen i fünf in der gemeinsamen Ebene lie- 

Ecke ausgehende Kanten geht, auch , gende Kanten berührt, auch die 
durch die sechste sechste. 

5. Polardreikante des Kegels. In der gemeinsamen Ebene 
'1^'/ bilden die beiden Dreiecke J^J^J^ und J^J^J^ zwei Polar- 
dreiecke der Schnittkurve der Ebene mit der Fläche /* — 0. Für diese 
Ebene folgt daher (§ 149, 11, VI; § 143, (2), § 141, (20)): 

IV. Jeder Kegelschnitt g der \ IV'. Jeder Kegd zweiter Klasse 
durch fünf von den Ecken zweier^ g der fünf von den Seitenebenen 
Polardreiecke eines eigentlichen Ke- zweier Polardreiflache eines eigent- 
gdschniUes f geht, geht auch durch \ liehen Kegels zweiter Klasse be- 
die sechste Ecke. rührt, berührt auch die sechste. 

Andererseits folgt aber, indem man die Figur des Satzes IV. von 
einem beliebigen Punkte aus projiziert oder die des Satzes IV'. mit 
einer beliebigen Ebene schneidet: 

V. Jeder Kegel zweiter Ord- ' V '. Jede Kurve zweiter Klasse 



nung g, der durch fünf Kanten 
zweier Polardreikante eines eigent- 
lichen Kegels zweiter Ordnung f 



g, die fünf Seiten eines Polar- 
dreiecks eines eigentlichen Kegel- 
schnittes beriävrt, berührt auch die 



geht, geht auch, durch die sechste, sechste. 

Die Sätze IV. und V. sind schon § 48, 2 bewiesen, die Sätze 
IV'. und V. sind die entsprechenden für den Kegel. Zugleich folgt 
aus jenen für den Kegel: 

VI. Gibt es ein Polardreikant des eigentlichen Kegels zweiter Ord- 
nung und Klasse f welches einem Kegd g ein- oder umbeschrieben ist, 
so gibt es unendlich viele solche. 

.55* 
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6. Zwei Systeme konjugierter Durchmeaser. Drei konjugierte 
Darchmesser eines Ellipsoides oder Hyperboloides sind die Kanten 
eines Polardreikants des zugehörigen Asymptotenkegels (§ 84, 3). Da- 
her folgt ans V und IV': 

Vn. Zwei Tripel konjugierter \ VIF. Zwei Tripd konjugierier 
Durchmesser des Ellipsoides oder Diametralehenen des Eüipsoids oder 
Hyperboloides stehen in der Be- Hyperboloides stehen in der Be- 
eiehung^ daß der durch fünf ton siehung, daß der durch fünf von 
ihnen bestimmte Kegd zweiter Ord- ihnen umhüUte Kegel zweiter Klasse 
nung auch durch den sechsten geht, auch die sechste berOhrt. 

Vni. Ist einem Kegd ein Tripd VIII '. Ist einem Kegel ein Tripd 

konjugierter Durchmesser einbeschrie- konjugierter Diametralebenen uwiie- 
ben, so sind ihm cx)^ solche Tripd schrieben, so sind ihm oo^ sdcht 
einbescfirieben, Tripd umbescfirid)en. 

7. Beohtwinklige Systeme. Drei rechtwinklige Achsen oder 
Ebenen bilden ein Tripel konjugierter Durchmesser oder Diametral- 
ebenen einer Kugel (§ 12, l, I) 



IX. Zwei konzentrische Tripel 
rechtwinkliger Achsen liegen stets 
auf einem Kegd zweiter Ordnung. 

X. Enthält ein Kegel ein Tripd 
rechtwinkliger Achsen, so enthält er 
oo* solche. 

Der Kegel ist ein gleidiseitiger. 



IX'. Zwei konzentrische Tripd 
rechtwinkliger Ebenen umhüUen stäs 
einen Kegd zweiter Klasse. 

X'. Wird ein Kegd von einem 
Tripd rechtwinkliger Ebenen berührt, 
wird er von oo^ solchen berührt. 

Der Kegel ist ein dual gleich- 



seUiger (§ 71, 10). 

8. Folarresiproke Tetraeder. Die Pole P^^ der Koordinaten- 
ebenen E^ und die Polarebenen TT;^ der Koordinatenecken E^ in bezug 
auf die Eläche (1) haben nach § 149, (11) die Koordinaten {k « 1, 2, 3, 4): 

(11) rr,(*) : x/^ : x,^') : rc/*) ^ A,,: A,,: A,,: A^,-, 



u 



S'):uß) 



: Wg^*) : fi/*^ = «li •• <hk • ^ 



Sit 



a 



ik' 



(12) 

Sie bilden das dem Koordinatentetraeder E^yEi^ polarreziproke Tdraeder 

Nun lauten (1 § 59, (20'); (20)) die Gleichungen der vier Geraden 
E^Pf. und der vier Geraden E^^ x TT^.: 



•*2 • "^'S • '*'4 



(3) 



^il • -^81 • -^41 f 



X^ * *1 • '^4 — ""82 ' 12 • -18 f 



1 * 2 * 4 "^ 



f • i* • 'y 



A ' A ' A 

-^14 • ^24 • -^34 ? 



(3') 



{U^lU^lU^ 

u^ :u^ : u^ 
Ml : Wj : u^ 



^21 • ^81 • ^41 f 



Wi : u^ : t*8 «- 0^4 : Oj^ : 0,4 
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Nach der Form dieser Oleichungen; in denen A^i^Ajj^, ^ki'^^ik 
ist, liegen (I § 62, (1); (7)) die vier Geraden (3), ebenso wie (3'), hyper- 
boloidisch. Also (§ 48, 6)"»): 

I. Sind zwei Tetraeder in bemg auf eine Fläche zweiter Ordnung 
polarreziprokj so liegen die vier Verbindungslinien entsprechender Ecken 
so wie die vier SchnitÜinien entspreckender Seitenebenen jedesmal hyper- 
holoidisch; und insbesondere (§ 68, 9, III): 

IL Die Verbindungslinien der Ecken eines der Fläche zweiter Ord- 
nung umbeschriebenen Tetraeders mit den Berührungspunkten der gegen- 
überliegenden Seitenebenen, sowie die SchnitÜinien der Seitenebenen eines 
der Fläche , einbeschriebenen Tetraeders mit den Tangentialebenen in den 
gegenüberliegenden Eckpunkten liegen hyperboloidiscli (§ 37, 10). 



§ 152. Die Spezies der Flächen zweiter Ordnung und Klasse. 

1. Die adjungierten Formen bei der Quadratdarstellung. Da in 
bezug auf ein Polartetraeder der Fläche zweiter Ordnung § 149, 10 die 
neuen Koeffizienten der Gleichung /*» den Bedingungen entsprechen: 

so wird gleichzeitig für ihre Determinante und Unterdeterminanten: 
(2) 













B 


hi^nhs^ui 












-B.1 


-6„ 


K 


&u> 


Bgj- 


■K 


l^M^M» -Bjlj 


-K 


6„6^, 


Bu 


-&n 


b„ 


"U) 








B„ 


--B« 


— 


^1» ^14 " 


Su 


= ^n = 


0; 









(4) 



(3)' 

/^ll=^22^M7 ßn^hs^ll7 ßü^^Kihif i544=^1^44» ßd6^^n^U9 ßß6^^Si^Uf 



ßu^ßiz^ßi4r=ßn^ßi6'^ßn'^ßu^ßis^ßu'^ß94r'ßs5"=^ß9B'^ß^^ß4ß^ßM'^ 
Bei Einführung eines Polartetraeders JtJ^J^J^ werden daher die 
zusammengehörigen Gleichungen /'= 0, 9 = 0, <I) = 0, jF=* (§ 138, (30)) 
gleichzeitig in folgender Weise transformiert: 

44 4 

11 1 

6 6 6 

(6) <p =2 ^' a,^j>, =2 ß^,r* = , 

111 

6 6 6 

(7) 'S*<1>-S*22'a„m,=^B,,s/-0, 

11 1 

4 4 4 



(8) s'F=s>2} 2} A,«*«, -2} ^» V = 0- 
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« 

2. Besiehnng swiBohen alten und neuen Koeffizienten. Nach 
§ 138, (23) ist dabei: 

4 4 4 4 

11 11 

6 6 

und aach § 138, (32) : 

4 ( 

(10) S'a,,-2^6„„«,('»)», -g*«„=2"^«-&^'"^*' 

1 1 

4 

1 

(11) S'A^B, 

wo Uj^^^^ das Quadrat von Uj^^^ usw. bedeutet. 

3« Untersoheidiing der eigentlichen Fl&ohen nach dem Voi^ 
seichen von A. Wir setzen die Koeffizienten a^, der Gleichung /"^O 
und die Koeffizienten Xj^^'^ der Substitution § 138, (10) reell voraus. 
Dann sind auch die Koeffizienten (9) reelL 

Wie nun auch das Polartetraeder JiJ^J^J^, gewählt werden mag^ 
muß bei einer eigentlichen Flache f nach (2) und (11) stets sein: 

(12) b,,b„b^b^~S'Ä. 

I. Bei positivem A muß daher die Anzahl der negativen unter den 
Koefftssienten b^^, b^^y 6,8; ^44 9<^(^^, bei negativem A ungerade sein. 

Die Vorzeichen von b^^, fcg^, 633, b^ sind also abgesehen von der 
Reihenfolge für: 

(13) A>0:I. ±±±± oder II. + + ; ^<0: III. ±±±T- 

Zwei übereinanderstehende Vorzeichensysteme rechnen wir nur für 
eines, da die Gleichung /* = mit — 1 multipliziert werden kann. 

4. Die drei Spezies der eigentliohen Flächen. Eine g^ebene 
Fläche /* = muß nach (13), auf welches ihrer 00^ Polartetraeder sie 
auch bezogen wird, immer entweder die Vorzeichen L, IL oder die 
Vorzeichen III. liefern. Aber auch für -4 > kann sie immer nur 
entweder auf I. oder 11. führen. 

Nehmen wir nämlich an, daß schon das alte Tetraeder E^E^E^E^^ 
ein Polartetraeder war, so daß die Fläche von einem bestimmten Polar- 
tetraeder auf ein beliebiges anderes J^J^Jz^^ transformiert wird, so 
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gelten die Formeln (9) mit a^, = o^i = 0^2 = a^^ =- a^^ «- öTj^ = und 
geben: 



Waren also alle vier a^j^ Ton einerlei Vorzeichen, so sind es auch alle 
vier h^^f und nach (10) auch umgekehrt. Hat also eine Fläche auch 
nur für ein Polartetraeder die Vorzeichen L, so muß sie diese f&r alle 
Polartetraeder haben. Dieselbe Fläche kann also nicht von I. zu IL 
oder umgekehrt übergehen. 

n. Jede eigentliche Fläche zweiter Ordnuntj gehört stets zu einer 
und nur eu einer der drei yßpessiesf^y die durch die Vorzeichenverbin- 
dungen L, II. u>nd III. in (13) gekennzeichnet sind,^^^) 

III. Auch als Fläche zweiter Klasse geHört sie nach (8) jedesmal 
der gleichen Spezies an. 

5. Die deflniten Formen. Im Falle I. heißt die Form eine de- 
finite Form von vier Variabein, da sie wie ihre Darstellung durch 
die Koordinaten y^^ in (5) zeigt, für alle reellen Werte derselben ent- 
weder immer positiv oder immer negativ bleibt. I}ie entspredtende 
Fläche /*= hat keinen reellen Punkt, da für einen solchen ^1,^2,^8,^4 
niemals alle verschwinden (I § 57, 1) und daher f nicht Null werden 
kann. Sie hat nach (7) und (8) auch keine reellen Tangenten oder 
Tangentialebenen (§ 49, 3). 

6. Notwendige und hinreichende Bedingungen der deflniten 
Form. Wenn alle vier 6^^ von einerlei Vorzeichen sind {f definit 
ist), so sind nach (3) auch alle JS^^ von einerlei Vorzeichen {F de- 
finit) und nach (4) alle /3^^ positiv (9 positiv definit). Da nun die 
sechs q^^^ {m = 1, 2, 3, 4, 5, 6) als Elemente einer Reihe der Deter- 
minante S^^\qj^^y^ und ebenso die vier ti/"*) oder Xj^^^ (m= 1,2, 3,4) 
als Elemente einer Reihe der Determinante S^ =» • Uj^^^ \ oder S = | Xj^^'^ \ 
nicht gleichzeitig verschwinden können (§ 138, (16) und I. Anm. 1, III. 
(7); (13)), so folgt aus (10): 

Ist f =0 eine imaginäre eigentliche Fläche, so sind notwendig alle 
secJis aj^i^ positiv und alle acht a^^* ***wi -4^^* ^^^ einerlei Vorzeichen, und 
kann keiner dieser vierzehn Hauptkoeffizienten verschwinden, in Formeln: 

(14) ^>0; a,,>0; a„„^„>0, 

/r = 1, . . ., 6; w, n = 1, 2, 3, 4. 

Die Bedingungen (14) sind aber auch hinreichend, da schon drei 
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von ihnen^ wie: 

(15) Ä>0, «,8>0, an^44>0, 

nach § 150; (19) znr Folge haben, daß die Fonn f definit ist 

7. Bedingungen der drei Spezies. Aus der Verbindung von 

(13) und (14) ergibt sich schließlich (§ 49, 4): 

Die eigentliche Fläche zweite Ordnung und Klasse gehört zur L 
Spezies: ±±±±, tvenn: 

(14) ^>0; a,,aUe>0', a^^A,, aUe > 0-, 
zur IL Spezies: +H ; wenn: 

(16) Ä>0] «t^t, a^^^A^^ nicht die >0', 
zur III. Spezies: ±±±T, nenn: 

(17) Ä<0. 

8. Verhalten gegen ein Polartetraeder. Bezeichnen wir die po- 
sitiven 6^^ mit ßf^^, die negativen mit — ß^^, so werden die ßleichungen 
der drei Spezies in bezug auf ein Polartetraeder: 

(18) I. ß,'y,» + A»y,* + ßtW + ß.'yj - , 

(19) IL ftVi* + ß,W - ß,W - ßJy.' - 0, 

(20) m. A«y.« + ß,'y^ + A'y,* - ß,W = . 

Indem man hier eine oder zwei der Koordinaten y^ Null setzt und 
die übrig bleibenden Vorzeichen betrachtet, ergibt sich (§ 49, 6) **): 

I. Die Flächen der II. Spezies schneiden stets alle vier Ebenen eines 
Polartetraeders in reellen Kegelschnitten, die der III. Spezies jedesmd 
nur drei Ebenen. 

II. Die Flächen der IL Spezies schneiden stets vier, die der III. 
Spezies stets drei Kanten eines Polartetraeders in redien Punktepaarei^. 

Ebenso folgt aus den entsprechenden Gleichungen in Ebenen- 
koordinaten Vj^ in (8): 

r. An die FläcJicn der II. Spezies gehen von aJlen vier Edet^ 
eines Polartetraeders reelle BerührungsJcegd, an die Flächen der III. 
Spezies nur von drei Ecken, 

II'. An die Flächen der II. Spezies gehen stets durch vier, an die 
der III. Spezies durch drei Kanten eines Polartetraeders reelle TangenHaL- 
ebenenpaare. 

Beispiele für diese Sätze bieten die Beziehungen der Hauptachsen 
und konjugierten Durchmesser, sowie der betreffenden Haupt- und 
Diametralebenen § 72, 11. Das EUipsoid und das zweischalige Hyper- 
boloid gehören (§ 150, 1) zur IH., das einsdiaiige Hyperboloid zur IL 
Spezies. 
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9. FlSIAen mit oder ohne reelle Gerade. Auf den Flächen der 
III. Spezies können keine reellen Geraden liegen, da sie in der Ebene 
y^^O nach (20) überhaupt keine reellen Punkte haben , während 
doch jede reelle Gerade diese Ebene auch in einem reeUen Punkte 
schneiden müßte (§ 63, 1). 

Dagegen genügen alle Punkte der durch die beiden Gleichungen: 

KAy« + fty») + ^(ß,y, + Bß,y,) ^ 0, 
^ ^ l(/J4y4-«^iyi) + A(Ay,- /J«y3) = 0, 

bei beliebigem Parameter l und mit e = + l oder — 1, dargestellten 
geraden Linie der Gleichung (19) (§ 63, (22)). 

III. Der Unterschied der beiden redien Spezies besteht also darin, 
daß die Flächen der Spezies IL zwei Scharen redler gerader Linieny 
die der Spezies III. aber Jceine redien geraden Linien enthalten. 

Das dliptische Paraboloid gehört daher (§ 65, 1) zur lU., das 
hyperbolische Paraboloid zur IL Spezies. 

10. Die Arten der Kegelfläohen. Die Gleichung des Kegeis 
nimmt in bezug auf ein Polartetraeder, dessen Ecke x^^'^^ die Spitze 
des Kegels ist, nach § 149, (29), die Form an: 

4 4 

(22) /•= 22''«*<^**' - ^ii^i* + *«y«* + »»y.* = 0- 

1 1 

Die Gleichungen in Ebenen- und Linienkoordinaten § 143, (8); 
§ 144, (13) werden, da 6^ = ist, nach (3); (8) und (4); (6): 

(23) 5« V = 0, 

(24) • Air,» + /J„r,» + ß„r,* = 0. 

Je nachdem in (22) die Vorzeichen der Koeffizienten von der Be- 
schaffenheit: 

(25) L ± ± ± oder U. ± ± =F 

sind, ist der Kegel ein ima>ginärer oder redler. 

Der imaginäre Kegel hat nach (22) außer der Spitze y^ =^ 0, 
j/j «= 0, ^8 = keinen reellen Punkt und nach (24) und (4) außer 
den Spitzenstrahlen r^ ==0, r, =- 0, r^ = (I § 59, (10)) keine reellen 
Tangenten. Dagegen hat er, ebenso wie der reelle Kegel, nach (23) 
aUe Spitzenebenen v^=- als Tangentialebenen. 

11. Die Diagonalkoefflsienten beim imaginftren Kegel. Die 
Gleichungen (10) lauten mit b^^ =» 0: 

(26) S\, - b,,u,w> + &„«,(»)« + &„«,(»)', 

(27) S*a,, - ß,,q,W' + /?„«»(«)» + ß,,q,(«^\ 

(28) S^A,, = B«x,W». 
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Nimmt man also b^^, h^^, b^^ von einerlei Vorzeichen an, so folgt 
mit Rücksicht auf (3) und (4): 

L Ist die Fläche f ein imaginärer Kegd, so sind die seAs Koeff^ 
eienten Uj^j^, soweit sie nicht verschwindeny positiv und die achl Koeffi- 
zienten a^ti^ ^kk9 so^^t sie nicht verschunnden, von einerlei Vorgeidien, 

Aus (28) folgt^ daß beim Kegel (22) nicht alle yier Ä^^ ver- 
schwinden können. In der Tat würden mit Ä^^ = 0, i « 1, 2, 3, 4, 
aUe A^, = 0, *, i - 1, 2, 3, 4 (§ 139, (29)) sein (AI, = ^,,4, 
I Anm. 1, ni, (21)). Ist etwa A^ + 0, so ist die Ebene E^ des ur- 
sprünglichen Koordinatentetraeders nach (8) keine Spitzenebene (Tan- 
gentialebene). Dann geht auch keine der in ihr liegenden Kanten 
e^, e^y e^ durch die Spitze und fäUt keine der in ihr liegenden 
Ecken E^^ E^, E^ in die Spitze. Daher sind beim imaginären Eegel 
«1, 6j, «3 keine Tangenten^ so daß nach (6) 0^ + 0, cc^ + 0, «,8+0; 
und E^, E^, E^ keine Punkte des Kegels, so daß nach (5) 0^1+ 0, 

^8 + O7 ^8 "^ ^- ^^ ^^^^ ^^^ ^117 ^ss7 ^88 ^^ Unterdeterminanten der 
Diagonalglieder o,^i,a^^^a^^ in der Determinante A^^. So folgt allge- 
mein (I § 63, Fig. 319): 

n. Beim Kegd überhaupt ist wenigstens eine der vier Hauptunter- 
determinanten ^^^ von verschieden. Beim imaginären Kegel sifid not- 
wendig in jeder nicht verschwindenden Hauptunterdeterminante driUea 
Grades Aj^j^ ihre drei Hauptunterdeterminanten zweiten Grades a^^ 
und ihre drei Hauptelemente a^^t ^on verschieden. 

Es handelt sich hier bei A^^ um a^^, 0:55, «««; ^; ^sy ^m? ^ 
A^^ um cfgj, Äßg, «44, a^,, a^, a^^; bei A^ um «35, a^, «55, o^, a^^ a^^; 
bei A^ um a^, a^, «33, a^, «„, a^^. 

12« Die Kriterien des imaginären und reellen Kegels. Ist nun 

etwa die Unterdeterminante -4^4 + und sind ihre Unterdeterminanten 
^117 ^S7 %8 positiv und ihre Elemente a^^, a^^, a^ Ton gleichem 
Vorzeichen wie A^, also unter anderen: 

(29) «33 >0, a,,A^>0, 

so kann die Gleichung: 

4 4 

1 1 
des Kegels nach § 150, (19) auf die Form gebracht werden: 

(31) /•= a^^y,^ + a^^a^^y^^ +«88^44^8* = 0, 

wo nach (29) alle Koeffizienten einerlei Vorzeichen haben. Die Be- 
dingungen (29) sind also neben A=^ für den imaginären Kegel 
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hinreichend, Sie haben aber wegen der Gleichungen: 

«BÄÖaS = «13+ «^11 ; ««»«11 ^ «Sl + «»S> «11 «22 "= «« + ^; 
«22«8B ^ «23 + «11^447 «8««11 = «81 + «22^44* «11 «22 " «« + «58^44 

(§ 19, (21); (6)) immer zur Folge: 

«22 > 0, 0^2^44 > 0, a,3-444 > 0, a^ > 0. 

Wir sagen daher allgemein: 

III. Die Fläche (30) ist ein Kegd, wenn -4 = 0, aber nidit dUe 
Hauptunterdeterminanten dritten Grades A^^ verschwinden. 

IV. Sind dann alle ünterdetenninanten a^^, soweit sie nicht verschmn- 
den, positiv und haben alle ünterdetenninanten Ai^^ und alle Elemente a^^, 
soweit sie nicht verschwinden, einerlei VoreeicJien, sind femer innerhalb 
jeder nicht verschwindendeti Unterdeterminante A^^j^ die drei Unter- 
determinanten Uj^^ und die drei Elemente a^j^ von verschieden, so ist 
der Kegel imaginär, 

V. Sind diese Bedingungen nicht aUe erfüllt, so ist de}' Kegel reeU, 

13. Die Ebenenpaare. Die Gleichung des Ebenenpaares lautet 
nach § 149, (31) in bezug auf ein Polartetraeder: 

(32) f - KVi' + i»y,'- 

Mit ^33 =« 0, fc^4 = verschwinden nach (3) alle B^, und nach (4) 
aUe /3^j bis auf: 

(33) /J33 = &ii &,j . 

Die Gleichung in Linienkoordinaten § 144, (18) wird daher: 

(34) S = 6i,&,,V = 0. 

4 

Je nachdem b^^ und b^g gleiches oder yerschiedenes Vorzeichen haben, 
ist das Ebenenpaar (32) imaginär oder redl. 

Das Ebenenpaar überhaupt hat nach (34) keine andern Tangenten 
als die Transversalen rg = der Achse i^ = J^J^ (I § 60, (11)); das 
imaginäre nach (32) keine andern reellen Punkte als die Punkte y^ = 0, 
f/g = der Achse. 

Die Formeln (10) werden: 

(35) S»a„ = hn u,m^ + &„«,<*>*, S*a,, = ^„g,«")». 

Für das imaginäre Ebenenpaar sind daher notwendig alle a^;^, soweit 
sie nicht verschwinden, von einerlei Vorzeichen und alle a^^^, soweit 
sie nicht verschwinden, positiv. Für das reelle Ebenenpaar sind alle 
^kk> soweit sie nicht verschwinden, negativ. Da nicht alle sechs q^^^^^ 
verschwinden, können nach (35) auch nicht alle a^;^ Nall sein oder 
nicht alle sechs Kanten des Koordinatentetraeders Tangenten sein. 
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In der Tat würden sonst überhaupt alle a^t, (§ 139, (29)) verschwinden 

(afi =- ^kk^iij I Anm. 1, III, (22)). 

I. Das Ebeneiipaar (30), für das J. = 0, aUe A^j^ = 0, aber tUdit 
alle a^^ = 0, ist imaginär oder reeU^ je nachdem die nickt verschunn- 
denden Hauptunterdeterminanten zweiten Grades aj^j^ sämtlich positiv 
oder sämtlich negativ sind. 

Bei der Doppelebene dürfen alsdann nach (10) nicht alle a^^ ver- 
schwinden. In der Tat würden sonst überhaupt alle a^^, (§ 139, (29)) 
verschwinden (a*, =» a^^* ^w 1 Anm. 1, III, (23)). 

14. Einteilung der Flächen zweiter Ordnung nach Bang und 
Spezies. Unter Benutzung der § 49, (17) eingeführten Bezeichnung er- 
halten wir schließlich folgende Einteilung der Flächen zweiter Ordnung: 



(36) 
^ = 0, 



il > 0, a^^ > 0!, aj^f^Afi > 0!: L Imi^. eigentl. Flachen, 

J.>0, a^j, a^4.4„J>0l: 11. Geradlinige eigentl. Fl., 

U < : in. Nichigeradl. eigentl. FL ; 

^44 + 0: a^^>0!, a„^^A^>OU IV. Imag. eigenÜ. Kegel, 

^44 + 0: «^^, a^„^^>0!: V. Reeller eigentl. Kegel; 

J. = 0, Aj^=^0\la^i^ (soweit +0)>0!: VI. Imag. Ebenenpaar, 

^** + 0'l^** (soweit +0)<0!: VII. Reelles Ebenenpaar-, 

-4 = 0, -4jfc4 = ! , «44 = 0!, «44 + ! : VIII. Doppelebene. 

Die Indizes k gehen bei a^^^ von 1 bis 6, die Indizes k und / bei 
a^f., Aji von 1 bis 4. Bei IV und V ist beispielsweise A^ als das 
von Null verschiedene A^j^ genommen (12, IV) und geht m nur von 
1 bis 3. 

§ 153. Die Spezies der ebenen Solmitte. 

1. Die BUBammengehörigen Quadratdarstellungen. Bei Ein- 
führung eines Polardreieckes J^J^J^ in der schneidenden Ebene wird 
für § 141, (7) infolge der Bedingungen (§ 149, 7): 

a) &23=-0, &«=0, 6,, = 

zunächst: 

(2) ßn = ^22*887 A« = ^88^1^ ^8 = ^l^M? As ^ ftl = As = 0; 

(3) ^44=^l&22^8; 

und femer nach § 141, (17); (19): 

(4) - ^« « ^^ = feiifcjgftjj, 

(5) - < = ß,,x^^^^ + A,a:,(»« + ß^x^, 

(6) - S*<, = h.^qr^ + &„r/,(^)^ + h^q^^\ 
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Danach wird die Gleichung der Schnittkurve § 141, (1); (2) in 
Punkikoordinaien : 

CO ^1^1* + &«»,' + ftwy.* - 0, »« = 

und werden die Gleichungen in Ebenen- und StraMenkoordinaien nach 
§ 148, (3); (11); § 140, (23); (38) und § 141, (15); (16): 



r. 



(9) 



1 1 




Jfig. 289. 



Die Gleichung (8) stellt in ihrer zweiten Form (nach I § 57, 16, 
rechts) die Schnittkurve sowohl in laufenden Tetraederkoordinaten 
t;/, v^, v^j v^ der Ebene im Räume, als auch in laufenden Dreiecks- 
koordinaten v^, v^j v^ des Strah- 
les in der Ebene J^J^J^ dar; 
ebenso stellt die Gleichung (9) 
1 1 § 59, 9; 10, rechts) die 
Schnittkurre sowohl in laufen- 
den Tetraederkoordinaten r/, 

'^2} h\ ^/> ^b7 U ^^s Strahles 
im Baume, als auch in lau- 
fenden Dreieckskoordinaten r/, c{< 
r^', Tg' des Punktes in der Ebene 
J^J^eTs übereinstimmend mit (7), 
zugleich aber den aus J^ über der Schnittkurve errichteten Kegel in 
laufenden Dreiflachskoordinaten r^\ r^, r^ (= 5/, s,', S3') des Strahles 
im Bündel dar (Fig. 222). 

2. Die Spezies der eigentUohen Sohnittkurven. Ist nun zuerst 
^11 + ^j ^22 + ^9 ^33 + ^j *'^^ nach (4): 

(10) - ^" + 0, 

so ist die Kurve (7) ein eigentlicher Kegelschnitt (§ 141, (20)). Dieser 
aber ist imaginär oder redl, je nachdem die Vorzeichen der Koeffi- 
zienten &11, fcgj, ftjg sind:^^^) 

(11) I. ±±± oder IL ±± + . 

3. Notwendige Bedingungen der imaginären eigentlichen 
Sohnittkurve. Bei gleichen Vorzeichen von b^i, h^^y h^ sind nach 
(2) fti, /Jjj, /Jgj aUe drei positiv, so daß aus (4), (5), (6) folgt: 

I. I^ die Schnittkurve ein imaginärer eigenüicher Kegelschnitt, so 
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sind die ünterdeterminanten Ä^^.j soweit sie nicht verschwinden^ negatk 
und haben die ünterdeterminanten a^^, soweit sie nicht verschwinden, 
dasselbe Vorzeichen wie die Determinante Ä\ 

Die Kurve hat nach (8) außer ihrer eigenen Ebene EQ(vif v^\ 
v^j r/ == 0, 0, 0, 1) keine reellen Tangentialebenen und nach (9) außer 
den in Eq liegenden Geraden e^ (r/, r^, r^ == 0, 0, 0) keine reellen Treff- 
geraden. 

4. Das Versohwinden der Hauptonterdeterminanten bei ima- 
ginärer Sohnittknrve. Wenn ^]^^ verschwindet, ist nach (8) die 
Ebene Ej(E, : m/, üj', u^, u^ = 1, 0, 0, 0; . . .) Tangentialebene der Schnitt- 
kurve; wenn «"^ verschwindet, ist nach (9) die Kante ej^{e^:p^,i\, 
Ps) Pi) Pb7 Pe =* 1, 0, 0, 0, 0, 0; . . .) TreflFgerade der Schnittkurve. 

Da nun die imi^inäre Schnittkurve nur eine reelle Tangential- 
ebene Eq und außer den in ihr liegenden Strahlen e^ keine reellen 
Treffgeraden hat, so können für sie höchstens ein A^^ und höchstens 
drei «"^^ verschwinden. Dies folgt auch aus (5) und (6). Denn bei 
positiven /Ju, ß^, ß^^ kann Ä]^^ nur dadurch werden, daß x^^^\ x^^, x/^ 
alle drei sind. Dies ist aber für zwei von den Werten /:== 1,2,3,4 
nicht möglich, ohne daß 8 == | a:/^ | in § 138, (16) verschwindet. Aus 
demselben Grunde können von den a"^ in (6) nicht vier verschwinden, 
ohne daß S» « q,^') \ (§ 152, 6) verschwindet. 

Eine reelle Ebene, die nicht die Tangentialebene E^ ist, enthält 
nur eine reelle Treffgerade, ihre Schnittlinie mit der Ebene Eq. Ver- 
schwindet daher etwa A^^ nicht, so daß die Koordinatenebene E^ keine 
Tangentialebene ist, so kann von den in ihr liegenden Kanten e^, e^, t^ 
höchstens eine in Eq liegen, also Treffgerade sein. Daher kann auch 
höchstens eine von den drei Unterdeterminanten aii, ah, «Ss ^^^' 
schwinden. 

n. Ist die Schniäkurve ein imaginärer eigentlicher Kegdsdinitt, so 
versclnvindet von den vier Hauptunterdetermina/nten ^"^ höchstens mne 
und in jeder nicht verschtvindenden Unterdeterminante -4J^ von Äff» 
Hauptunterdeterminanten a"^ hödistens eine 

5. Die Untersoheidung der Spezies. Ist nun Al^ eine nicht 
verschwindende unter den A^^. und a^, eine darin enthaltene nicht 
verschwindende Unterdeterminante und ist: 

(12) Al<0, Ä"cq,>0, 

80 kann die Schnittkurve nach § 150, (46) in der Form: 

(13) - «;,y» + a'„Älyl + ^^-y» = 

dargestellt werden und ist somit imaginär. Die Bedingungen (12) 
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sind also für diese hinreichend. Die notwendigen Bedingungen 3, I 
und 4, II sind also auf jeden Fall hinreichend. 

in. Sind neben (10) die ünterdetenninanten A^^, soweit sie nicht 
verschwinden^ negativ und haben die Unterdeterminanten a^^, soweit sie 
nickt verschwindenj das Vorzeichen von J."; sind femer wenigstens drei 
Unterdeterminanten A^j^ von verschieden und innerhalb jeder solchen 
wenigstens zwei Unterdeterminanten a"^ von verschieden^ so ist die 
Schnittkwrve ein imaginärer eigentlicher Kegelschnitt. 

IV. Sind neben (10) diese Bedingungen nicht alle erfüllt, ist die 
Schnitfkurve ein reeller eigentlicher Kegelschnitt. 

6. Spezies der Linienpaare. Ist nunmehr in der Gleichung (7) 
^11 4" 0, b^ + 0, b^=^ 0, so daß sie auf: 

(14) Ky,' + &„y,» - 
zurückkommt; so wird zugleich nach (2); (4) — (6): 

(15) ^m = 6u6m+0; 

(16) ^--0, -^?,-^„x/)», - S«<, = 6„g,(*)» + fe„g,W». 

Die Gleichungen der Schnittkurve in Ebenen- und Strahleukoordinaten 
werden dabei: 

(17) - ^*2 ^"' "*'"'' "" ^»''»'* " ^ 5 

1 1 

(18) - ^*2'"'"' ^*'^'' " '^*^'*"''*'* + *"*'»'*^ = ^- 

1 1 

Das Linienpaar (14) ist imaginär oder reell, je nachdem ß^>0 
oder < 0. Nach (16) ist aber, da a:^^») nicht für jedes i «= 1, 2, 3, 4 
verschwinden kann^ wenigstens ein ^*^ nicht (§ 141, (21)) und sind 
alle nicht verschwindenden A^^ von entgegengesetztem Vorzeichen 
wie ß^y Daher folgt: 

V. Die Schnitfkurve ist ein Linienpaar, wenn A"* == 0, aber nicht 
alle A^j^ verschwinden. Das Linienpaar ist imaginär oder reell , je 
nachdem die nicht verschwindenden Unterdeterminanten A^j^ negativ oder 
positiv sind. 

Ist auch noch \^ = 0, also die Schnittkurve (14) eine Doppd- 
linie, so verschwinden nach (16) aUe A^^, aber nicht alle aj^. 

7. AiissohluB reeller Sohnittkurven bei imaginären Flächen. 

Nach § 141, 7 — 11 ist der Rang der Schnittkurve in gewissem Um- 
fange von dem der Fläche abhängig. Gleiches gilt auch in bezug 
auf die Spezies. 
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Ist eine eigentliche Fläche^ ein Kegel oder ein Ebenenpaar imagimfj 
so können als SchnittJcurven keine reellen eigenäidien KegelschmUe und 
keine reellen Linienpaare vorkommen (a). 

In der Tat sind für die genannten Flächen nach § 152, (10) in 
jedem Eoordinatentetraeder alle a^^^ soweit sie nicht verschwinden, 
positiv. Es müssen also auch in dem für die Schnittknrve ein- 
geführten Tetraeder JiJ^J^Ji^ die alsdann mit ß^^ bezeichneten 
(Jrößen (§ 141, (9)) positiv sein, was bei reellen Kurven (7) und (14) 
nach (2) und (15) nicht der Fall ist. 

8. AiiSBOhlnß imaginärer Eegelsohnitte und länienpaare. Da 
die eigentlichen Linienflächen und reellen Kegel unendlich viele reelle 
gerade Linien haben, die nicht in einer Ebene liegen, so muß jede 
Ebene des Raumes reelle Punkte der Fläche enthalten. 

II. Daher können bei den eigenüichen Linienflächen und den redlm 

<21) 



Eigentliche Flächen 2. 0. 



^>0,^;fc*a„>0! 
I. Imag. Flächen 



A<0 



n. GeradHnige Fl. \ JSL Nicht^endLR.] 



Eigenil. 
Äurf.en 2. 0. 



AU AU^U 

falls +0,>0! 

1. Imag. eigentl. 
Kurven 



yf+yl+yi+yJ=o 



ju AU„u 

falls 4=0, >0! 

2. Beeile eigentl. 
Kurven 



i)= 



A" « 0, 
^?. + 0! 

Getrennte 
Xinienpaare 



AU 

falls 4=0, >0! 

3. Imag. Linien- 

paare 

AU 

falls 4=0, <0! 

4. Reelle Linien- 

paare 



(«) 



m 



yl+yl+9\-fA 



?* 



=:•• 



(y) 



yl+yl-yl—yl^o 

y4«=o 



yl+yl+yl-fi 



^Q 



(y) 



^« = 0, 2l?,«0!«?,4=0! 
6. Doppellinien 



(«) 



yl+yl—yl 
y« 



yl+yt+vl-ii- 



yI=o 
y4=o 



W 















^« = 0, ^S*,^0! ai', = 0! 
6. Unbestimmt 















§ 168, 8. 
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Kegdn keine eigentlichen imaginären Kegdschnüte ah SchniWcurüen 
vorJcomfnen (ß). 

Das reelle Ebenenpaar wird Ton jeder Ebene entweder in einem 
reellen Linienpaar oder einer Doppellinie oder unbestimmt geschnitten. 

ni. Daher können bei dem reellen Ebenenpaar keine imaginären 
Linienpaare als SchniUkurven vorkommen (ß). 

In der Tat ist bei dem Ebenenpaar nach § 139^ (21): 

(19) S*a„ = ß„q,\o 
und daher ^ wie § 143, (14): 

(20) - S*A',, - ß„ («,•«, - g,»«, + q<>u,y, ..., 

also Ä^j^ von entgegengesetztem Vorzeichen wie ß^^ und ß^ von 
gleichem wie a^j^. Je nachdem daher die a^^ positiv oder negativ 
sind (§ 162, 18, I), sind in 6, V die Ä*^^ negativ oder positiv. 



Kegel 


^ = 0, J.,,^0!, a,, + 0! 
Ebenenpaare 


4-0, 


faUs +0, >0! 
lY. Imag. Kegel 

yl + vl+yl-0 
y4 = o 


. 1 

falls +0, >0! 
y. Reelle Kegel 


falla =f 0, >0! 
VI Imag.Eb.-P. 


falls »f 0, <0! 
V 11. Reelle Eb.-P. 


«M + 0! 
VIII. DppL-Eb. 


1 

y! + y?-yi-o 

Vt-O 


1 

1 

1 

1 

j 

1 


1 


1 




(«) 




1 


»! + yl + yJ = o 
y.-o 


1 

yl + yl-yl'='0 ; 


y\ + yi-o 
y»-o 

r 

(«) 


(ß) 

y! — y? — 


1 

1 




(«) 


1 

yl + yl-vl-o 
yi-o 




1 


1 


yl + yj-yl-o 

^1—^8 = 1 


y! + y|-o 


y!-yI = o 


yI = o 
yt = o 





1 



!i 


w 


y|-y!-o 

y, — y, _ 


y!-o 

1 



Stande, FIftchen «weiter Ordnung. II. 
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870 § IM, 9— ii. 

9. AuBsohlaß imagm&rer oder reeller Linienpaare bei eigent- 
lichen Flftohen. Da fttr J." = die fünf Unterdefcerminanten J^^, Ä^ 
Ä^^j Ä^y A nach § 141 (38) dasselbe Yorzeiclien haben, so hiimm 
hei den heiden Spezies A>0 der eigenüichen Flächen keine inmginären 
Linienpaare {A^^ < 0) und bei der Spezies A <0 keine reuen Linien- 
paare {A^j^ > 0) vorkommen (y). 

10. AuBsohlnB von Doppellinien. Da der imaginäre Kegel nur 
einen reellen Pnnkt und das imaginäre Ebenenpaar nur eine reelle 
Gerade hat^ können dort keine redien DoppeUinien und hier keine un- 
bestimmten Kurven (ganze Ebene) als Schnittkurven vorkommen {6). 

11. Übersicht der möglichen Sohnittkorven. Danach bleiben 
für die Spezies der Schnittkurve bei gegebener Spezies der Fläche 
von Yomherein diejenigen Kombinationen ausgeschlossen, die in der 
vorstehenden Tabelle*^*) entsprechend § 141, 7 — 11 mit oder dea 
vorstehenden Sätzen 7 — 10 entsprechend mit (a), {ß\ (y\ (ß) be- 
zeichnet sind. 

Daß die alsdann noch möglidien Kombinationen der Tabelle auch 
ivirldich vorkommen, zeigen die eingetn^enen Beispiele, die in der 
ersten Zeile die Gleichung einer Fläche von der Spezies der betreffen- 
den Kolonne angeben, und in der zweiten Zeile die Gleichung einer 
Ebene, welche mit der Fläche eine Schnittkurve von der Spezies der 
betreffenden Zeile liefert. Die Gleichungen: (y^ — y^)(3li + Vz) "* ^y 
y, — y^ » stellen dabei ersichtlich stets ein reelles, die Gleichungen 
iVi — iy%){yi + iys) = O, y, — 2/4— O ein imaginäres Linienpaar, die 
Gleichungen yi*=-0, y2 — y3=»0 eine DoppeHinie dar. 

Die Abkürzungen: 

(22) «,,>0! a,,>0!... 

bedeuten: „aZfe a^^. > 0", „nicht alle «^.^^ > 0", . . .; „falls + 0" steht 
der Kürze wegen für „soweit sie nicht sind". Die Bedingungen 
der Kolonnen IV und Y und der Zeilen 1 und 2 sind abgekürzt an- 
gegeben und im Sinne von § 152, 12, IV, V und § 153, 5, III, IV 
zu ergänzen. 

Die Tabelle (21) gibt die Bedingungen der Spezies der Fläche 
und ihrer ebenen Schnitte in aufgelöster Form an, während sie iu 
§ 155, (41) und § 156, (38) noch einmal in geschlossener Form er- 
scheinen werden. 
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§ 154. Die Spezies der Sclmittpnnktpaare. 

1. Die Quadratdarstellüng. Bei Einführung eines Polzweiecks 
J^J^ auf der schneidenden Geraden wird infolge der Bedingung: 

(1) 6„=/« = 

die Gleichung § 142^ (7) des SchniUpunktp<Mres der Fläche f mit der 
Geraden u^xu^ in Pimktkoordinaten: 

(2) 6nyx* + M,*-0. 
Zugleich wird nach § 142, (8): 

(3) ßti = 6,1 6m 
und nach § 142, (14); (16): 

(4) ^»"•->S%6,„ 

(5) <»'= S*(6„:c,W«+ fen«,«»), Ä = 1, 2, 3, 4, 

endüch nach § 148, (13), § 140, (43) und § 142, (13) die Gleichung 
des Schnittpunktpaares in laufenden Ebenenkoordinaten: 

(6) 22^!ll"«-S'(P„<'*+h.<'), 

1 1 

Übereinstimmend mit (2) (I § 58, (5')). 

2. Untersoheidnng der Spezies. Aus (4) ergibt sich sofort: 
Das Scknittpunktpaar der Fläche zweiter Ordnung: 

4 4 

(7) /• -2^' «*'***» -^^ 

1 l 

mit der Schnittlinie der beiden Ebenen u^ und^ u^ ist ein imaginäres 
oder reelles eigentliches Punktepa>ar, je nachdem^^^): 

(8) ^""'>0 oder ^««'<0. 

Bei dem imaginären eigentlichen Punktepaar sind nach (5) die 
Unterdeterminanten A^f, soweit sie nicht verschwinden, von einerlei Vor- 
zeichen; verschwinden können dann nach (5) höchstens zwei von ihnen. 
Denn bestanden die Gleichungen Xjj^^^ = 0, xj^'^^ == für drei Werte 
von ky so würde die Substitutionsdeterminante S = rc^^'^ verschwinden. 
Ist etwa ^jf;*'4=0, so kann die Gleichung §150,(62) hergestellt 
werden. 

Das Schnittpunktpaar (2) ist ein Doppelpunkt, wenn ^n+O, 
ft,, — 0, also nach (4) und (5) : 

(9) ^"«' = 0, A'if nicht alle 0, 

66* 
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und ist tAfibestimmty wenn mit in =» 0, ftj, = 0: 

(10) ^««'=-0, ^»«' aUe 0. 

Im letzteren Falle gehört die Schnittlinie u^^xu^' der Fläche ganz 
an^ ist eine Erzeugende. 

3. Ausschluß bestimniter Spezies des Sohnittpunktepaares bei 
gegebener Spezies der Fläche. Da die imaginäre eigentliche Fläche 
kernen^ der imaginäre Kegel nur einen reellen Punkt besitzt 
(§ 152 y 5; 10); sind bei diesem getrennte reelle Punktepaare und 
reelle Erzeugende^ bei jener außerdem Doppelpunkte ausgeschlossen. 

Da das imaginäre Ebenenpaar nur eine reelle Gerade enthalt^ 
sind getrennte reelle Punktepaare unmöglich. 

Da das reelle Ebenenpaar von jeder Geraden reell geschnitten 
wird, sind imaginäre Punktepaare ausgeschlossen. 

Endlich haben die Flächen der III. Spezies nach § 152, 9 keine 
reellen Erzeugenden. 

Man könnte danach eine entsprechende Tabelle wie § 153, (21) 
aufstellen. 

4. Duale Sätze. Entsprechend dem Satze 2 gilt auch der 
duale Satz: 

Das Tcmgentlalebenenpaar der Fläche zweiter Klasse: 

4 4 

(7-) i^ =2 2* «*>*«' =0 

I 1 

durch die Verbindungslinie der beiden FimUe Xj^ und x^ ist ein itnagi- 
näres oder reeUes eigentliches Ebenenpaa/r, je nachdetn: 

(8') ^'"'>0 od&r ^''*'<0. 

Dabei ist A'"^^ die mit den Koordinaten der Punkte Xj^j x^ geränderte 
Determinante der <, (§ 140, (12)). 

5. Andere Formen der Bedingung. Sind jp^ und g^ » 6pi die 
Strahlen- und Achsenkoordinaten der Schnittlinie Uj^ x u^ und 
Pk ^ '^^i ^°^ ?*' diejenigen der Verbindungslinie Xj^x^, so ist nach 
§ 140, (20) und (17), und dual: 

C 



(11) A"'-^ -= öV = «y« T» >J««PtPM 



1 1 

6 6 



I 1 
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(12) 



(120 



AA""' = <t> ^yi y} \,q,q„ 



.^r • .^^ f 

1 1 



6 



A'A'^^ - 




'Kivivi 



Damit treten in die Bedingungen (8) und (8') die Strahlen- und 
Achsenkoordinaten der Geraden Uj^ x u/ und x^pc^ ein. 

6« Die eigentlichen Fläohen zweiter Ordnuig und sweiter 
Elasse. Indem wir die Flächen (7) und (7') als eigentliche voraus- 
setzen^ betrachten wir gleichzeitig beide als identisch^ so daß (I Anm. 1^ 

III, (4); (12); (8); (7)). 



(13) 



a 



kl 



-^*n ^ki'~'^kt7 ^ki''^ ^kif Ki"^ "^ ^kn ^ —Ä. 



Wir nehmen femer auch die Geraden u^ x u^ und x^Xj^ als identisch 
an^ so daß: 

(14) Pk-Pk7 <lk 

Dann wird aus (11') und (12'): 



& 



T = - 



6 



6 



A'^''^ 




' KAk<ii 







6 



6 



rt; 



A'^^^A^Ji ^«,,PaP, « Aif 



1 1 



(§ 138,(27)) und daher nach (11) oder (12): 
(15) ey«^''*'«^^"»' 

oder ausführlicher geschrieben ^^^): 



(16) ö« 
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A 
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W3 
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tt. 
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Sind (l)und(T) die Gleichungen einer eigentlichen Fläche zweiter 
Ord/nung in Punkt- und Ehenenkoordinaten (a^j = Aj^^ und sind Xj^j x^ 
zwei Punkte und w^, w/ zwei Ebenen derselben geraden Linie pj^, 
& = <spi; so bestehen die Gleichungen (15); (16). 

7« Folgerung über reelle Tangentialebenen. Nach (15) haben 
A"^' und A''^ bei positivem A gleiches, bei negativem A verschie- 
denes Vorzeichen. Sehen wir daher von den imaginären Flächen, für 
die A>0 und 9? > (§ 152, 6), also auch O > ist, ab, so folgt 
aus (8), (8') (§ 152, 9): 
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Bei den etgenÜichen Linienflächen g^ien durch jede Gerade, die in 
0wei reellen Punkten schneidet, stets auch zwei reelle Tangenticdd^enm 
und umgekehrt. 

Bei den eigentlichen Flächen ohne geradelAnien gelten durch eine Gerade^ 
die in zwei reeUen Funkten schneidet , keine reellen Tangential€i>eneny und 
schneidet eine Gerade, durch die zwei reelle Tangentialebenen gehen, nicht 
in redien PunJcten. 

Eine Tangente (fp » 0) tragt in beiden Fallen zwei zusammen- 
fallende reelle Schnittpunkte und zwei zusammenfallende reelle Tan- 
gentialebenen. 

§ 155. Orthogonale Transformation der Fl&ehe zweiter Ordnung. 

1« Orthogonale lineare Substitationen. Die lineare Substitution: 

(1) a;,=-^".c,„^„, * = 1,2,3,4 

1 

heißt eine orthogonale, wenn durch sie identisch die Gleichung besteht: 

(2) X,' + X,' + x,^ + X,' ^ z,' + z,^ + V + V • 

Um eine solche Substitution zu erhalten, wählt man irgendein 
(reelles) Polartetra^der J^ «= x^^'^\ k, m =^ l, 2, S, 4, der imaginären 
eigentlichen Fläche zweiter Ordnung: 

4 

(3) ^»2x,» = 0. 

1 

Durch Transformation auf dieses mittels der Substitution: 

4 



(4) X, '•^x^'")y 

erhält man nach § 149, (21) : 



m 



(5) 9-2r^^^y^' 

1 

Hier sind die Koeffizienten: ^ 

(6) «r». =2 **'"''' 

1 

positiv und von verschieden. Setzt man daher: 

SO wird nach (5): ^ 

(8) /7=^'^,*. 



§ 166, 1-8. 875 

Somit ist: 

(9) ^.-2r-f^ ^rn 

1 V9mm 

eine (reelle) orthogonale Substitution. 

Entsprechend den oo* (reellen) Polartetraedem der Fläche (3) 
(§ 149, 11, V) gibt es oo* orthogonale lineare Substitutionen (§ 50, 1). 

i 

3. Quadratdaratellung durch orthogonale Substitution. Die 
Frage, ob eine beliebige Fläche zweiter Ordnung: 

(10) /'-^-S'«*»**^«"^ 

durch orthogonale Substitution auf die QuadratdarsteUang § 149, (21) 
gebracht werden kann, kommt auf die« Frage nach einem gemeinsamen 
(reellen) Polartetraeder der beiden Flächen (10) und (3) zurück. ^^•) 

Ist nämlich J^ == Xj^^"^^ ein solches, so werden durch die Sub- 
stitution (4) gleichzeitig die Darstellungen (5) und: 

4 



(11) f-Sf^ 



tum ^tn 



herbeigeführt und dann mit (7) die Darstellungen (8) und: 



(12) /•=^J""•-^^ 

Hat also die Fläche (10) mü der Fläche (3) ein (reelles) Polar- 
tetraeder J^ = x^"^^ gemein ^ so kann sie durch die orthogonale lineare 
Substitution (9) auf die Quadratdarstellung (12) gebracht werden. 

Es soll untersucht werden, ob ein gemeinsames (reelles) Polar- 
tetraeder der Flächen (10) und (3) vorhanden ist. 

3« Funkte gleicher Folarebene. Jede Ecke eines Polartetraeders 
einer einzelnen Fläche zweiter Ordnung hat (§ 149, 8, II) die gegen- 
überliegende Seitenfläche als Polarebene. Jede Ecke eines gemein-' 
Samen Polartetraeders muß also in bezug auf beide Flächen dieselbe 
Polarebene haben oder ein Punkt gleicher Polarebene in bezug auf 
beide sein. Wir fragen daher zuerst nach solchen Punkten. 

Die Polarebenen eines Punktes x^^ in bezug auf die beiden 
Flächen (10) und (3) sind nach § 149,(6): 

4 4 

(13) 2/i"^* = 0> ^ar^o^i-O. 

.1 1 • 



L 
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Siß fallen immer dann und nar dann zusammen, wenn mit einem 
Faktor A: 

(14) /i« == ^ V 7 f^- 1, 2, 3, 4. 

Jeder Punkt gleidier Polar Aene x^ genügt also den Glekhungepi: 

(a,i - A)rc, + a^^x^ + a^^^x^ + a^^x^ = 0, 

^1 ^1 + («W — ^) ^2 + «M ^8 + <*i4^4 = ö> 
«81^1 + «82^2 + («88 - ^)^ + «84^4 = 0, 
«41 ^1 + «42 ^2 + «48 ^8 + («44 — A) ^4 = 0, 

timf jecZer (^ie^en Gleichungen genügende Punkt ist ein Punkt gleicher 
Polarebene (§ 50, 3) . 

4« Die biquadratiflclie Gleiohiing des Problems. Diese Glei- 
chungen können nur bestehen, wenn der Faktor X eine Wurzel der 
hiqmdratischen Gleichung ist®^): 



(15) 



an — A a^ «13 


«14 


«21 «22 ^ «28 


«24 


«81 «82 «88 - 


-^ «84 


«41 «42 «48 


«44-^ 



I 



(16) J{X) = •' " ~ , " I = 0. 



5. Die einer Wursel entsprechenden Punkte gleicher Polar- 
ebene. Ist X^ (i =■ 1, 2, 3, 4) eine Wurzel der Gleichung (16), so gibt 
es ein oder mehr Punkte Xj^^^, die den mit A = A^ gebildeten Glei- 
chungen (15) entsprechen. In der Tat stellen diese Gleichungen yier 
Ebenen dar, die infolge der Voraussetzung ^(Aj = jedenfalls einen 
Punkt gemein haben, möglicherweise auch mehr. Wenn nämlich f&r 
die Wurzel A = A^ alle Unterdeterminanten dritten Grades z/^^, (A) von 
^(A) verschwinden, gehen die drei Ebenen durch eine Gerade; wenn 
alle Unterdeterminanten zweiten Grades ^^^(A) verschwinden, fiftllen sie 
alle in eine Ebene zusammen; wenn alle Elemente von ^{l) ver- 
schwinden, werden sie vöUig unbestimmt (I § 61, 3 — 5). 

Zu einer Wurzel A = A^ der Gleichung (16) gehören ein Punkty 
oder oo^ oder oo' oder oo' Punkte gleicher Polarebene. 

Q. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun Aj und Aj zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (16), so ge- 
nügen die entsprechenden Punkte gleicher Polarebene x^^^ und x^^ 
nach (14) den Gleichungen: 

(17) /iW = iA<^ t^'-K^^^^ A = l,2,3,4, 

gleic d oh zu jeder der "beiden Wurzeln ein oder mehr solche Punkte 
gehören. 
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Wenn o;/'^ » Xfj^^^ sein sollte; würde aus den beiden alsdann in 
/]^(*) und — x^^^^ linearen und homogenen Gleichungen (17) mit der 
Determinante ij - X^ + folgen, daß /i^*^ « und x^^^^^O, Die 
letztere Gleichung kann aber nicht für alle Werte ron Je bestehen. 
Also: 

I. 2!wei zu verschiedenen Wwrzdn gehörige Tunkte gleicher Polar- 
ebene können niemals zusammenfoüen. 

Multipliziert man die Gleichungen (17) bezüglich mit a:^^') und 
x^^^^ und summiert über k, so erhält man: 

oder (§ 138, (6)): 

fu ~ ^i9itt /« "" *i?j« • 

Daraus aber sclüießt man, da A, 4* ^ ist: 

(18) /l^^O, g,,=^0. 

II. Zwei Punkte gleicher Pdarebene, x^^^ und Xf^^^\ die zu ver- 
schiedenen Wurzeln l^ und A, gehören, sind stets harmonische Pole in 
hezug auf jede der beiden Flächen (10) und (3) (§ 149, (2)). 

7. Die Bealität der Warsein. Sind X^ und X^ zwei (einfache 
oder zweifache) konjugiert komplexe, also verschiedene Wurzeln, so ist 
nach 6, I auch jeder der einen entsprechende Punkt x^^^^ gleicher 
Polarebene von jedem der andern entsprechenden Punkte x^^^^^ verschieden. 
Entspricht aber vermöge (15) der komplexen Wurzel X^ ein Punkt 
^k^^^ "^ Vk + ^Vk'} SO entspricht der konjugierten Wurzel A, jedenfalls 
der Punkt Xj^^^ = y^ — iy^\ wo y^' nicht für jedes k verschwinden 
kann, da sonst x^'^^ « x^^^ wäre. 

Damit ist nach (18): 



und damit für jedes A; : y/ =» , y/' = , was für y^" nicht möglich. 
Daher sind konjugiert komplexe Wurzeln nicht möglich oder: 

Die biquadratiscfie Gleichung ^(A) =- hat nur reelle Wurzeln 
(§ 50, 7). 

8« Entwicklung der Determinante d{X). Die Differential- 
quotienten der Determinante (16) nach X sind: 

l -A J"'(X) -= (aii - A) + (a„ - A) + (o,, - A) + («,, - X) . 



(19) 
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Daher ist mit den § 79, (5) — (7) eingeführten Abkürzungen: 

(20) ^(A) « A* - ^'"X» + A''X^-A'X+A, 
und für die vier Wurzeln: 

(21) Ai+X, + A3+A,=^'", l^X,+X^k^ + k^X, + k,X^+k^X^+k^l^^Ä\ 

9. Multiplizitäten der Linearfaktoren der Determinante. Ent- 
hält die ganze Funktion G(X) den Faktor l — Iq gerade Imsly so ent- 
hält der DiflFerentialquotient G'(^) ^^^ § ^0, (22) denselben Faktor 
gerade: 

(22) r = /-i 

mal. 

Sei nun (A — A,) • die höchste Potenz von k — A^, die in ^{l) 
vorkommt; ferner (>L — l^)i die höchste, die gleichzeitig in aUen Unter- 
determinonten dritten Grades ^j^j{X)] (A — AJ» die höchste, die in 
aZfe» Unterdeterminanten zweiten Grades ^^^(A); (A — ^J» die höchste, 
die in allen Elementen der Determinante ^(A) vorkommt. Es sind 
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulässig die 
Werte: 
(23) ;,« 1,2,3,4; ^,' = 0,1,2,3; ^'«0,1,2; ^ = 0,1. 

Infolge von (19) enthält nun -^'(A) den Faktor A — A-, da er in 
allen /J^^ (A) wenigstens l{ mal vorkommt, auch wenigstens // mal. Da- 
her ist nach (22): 

?,. — !> Z/ oder : If < Z,. 

mit Ausschluß der Gleichheit. 

Der Differentialquotient irgendeiner Unterdeterminante dritten 
Grades: 

^üw — *u(^) - «J« w - «33«, ^.;w = ««w - ««(A), . . . 

enthält den Faktor A — A,., da er in jedem d^tiW wenigstens Z/'mal 
vorkommt, auch wenigstens Z/'mal. Da aber unter den Determinanten 
^kiW wenigstens eine ihn nicht mehr als Z/mal und daher der ent- 
sprechende Differentialquotient ^/j(^) ^^^ ^^^^ (^2) nicht mehr als 
Z/ — l mal enthält, so kann Z/' nicht größer sein als Z/ — 1 : 

Z/' < Z/ — 1 oder: Z/' < Z/. 

Der Differentialquotient irgend einer Unterdeterminante zweiten 
Grades: 

*ii W = - (S^ti - ^) - («88 — -^); *i2(^) == «12; • • 
enthält den Faktor A — A^, da er in jedem Elemente wenigstens Z/" 
mal vorkommt, auch wenigstens //"mal. Da aber unter denDetermi- 



(25) 
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nanten dj^^^l) wenigetens eine ihn nicht mehr als l{'mal und daher der 
entsprechende Differentialquotient ^/,(>l) ihn nach (22) nicht mehr 
als ly — 1 mal enthält^ so kann l^" nicht größer sein als Z/' — 1 : 

ir<ir-l oder: V"<//'. 

Zwischen den MvitiplmiMen besteht daher mit Ausschluß der 
GUichlieit die Ungleichung: 

(24) l, > l! > i- > i;'\ 

10« Die ESlementarteilerezponenten. Die für die Determinante 
^ in § 79, (10); § 81, (17); (24) abgeleiteten Identitäten geben mit 

a^,- Jl för a,^ und mit - zf (A), f ^"(>^)> - T^'"(>^) f^r ^i ^", -4'" 
(§ 79, (ö)— (7)) die in X idepUischen Gleichungen^): 

d'\k) - d{k)^'\i) - ^A W + ^Ä W + • • • + 

+ 2^/3(A) + 2^3«(A) + ..., 

f zr'«(x) + 2j{x) - M'W^'"(^) - *i*i W + */.a) + • • • 

+ 2*/3(i) + 2*3^^) + • • •, 
^z^'"»(X) - z/"(A) = («xi - A)« + (a,3 - X)» + . . . 

+ 2a/3 + 2a3», + .... 

Während daher för eine einfache Wurzel X ^ X^ (l^ « 1) von 
z/(A) =. nach (23) und (24) stets i; - ist, folgt aus (25), da alle 
Wurzeln reeil sind: För eine Doppel wurzel X = A,. (Z^='2) ver- 
schwinden mit ^{Xi) und J'iX^ auch alle z^^,(>L^), so daß 1/ + 0, 
also nach (23) und (24) Z/= 1 ist. Für eine dreifache Wurzel 
il = A^(Z^«3) verschwinden mit -^(AJ, ^\X^ und ^\X^ auch alle 
*;t/X,), so daß V' + O, also nach (23) und (24) II' ^1, //=2 ist. 
Für eine vierfache Wurzel A = X^(Z^«*=4) verschwinden mit ^(X^), 
^'(X,.), ^"(A.) iii^d ^'"('^•) auch alle Elemente von ^{X), so daß 
Z;" + 0, also nach (23) und (24) Z/"- 1, Z/'«2, Z/=3 ist. 

Danach bestimmt der Wert von Z^ stets die Werte von Z/, Z,'', Z/" 
'in folgender Weise: 

(26) l„ i;, i;', ir - 1, 0, 0, 0; 2, 1, 0, 0; 3, 2, 1, 0; 4, 3, 2, 1. 
Innerhalb des einer Z^-fachen Wurzel X^ entsprechenden Teilers von 

(27) (X - A,/' « (X - X,)''"''(A - A,)'' -'•• (X - X,)'* "''• (X - X,)'' '"^ 

heißen die Faktoren rechts, soweit ihre Exponenten von verschieden 
sind, die der Wurzel X. entsprechenden Elementarteiler der Determinante 
J{xy^) Alsdann besagt der Satz (26): 

Äüe Elementarteilerexponenten einer jeden Wurzel haben je den 
Wert 1. 
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11. Die zu einer Wtmel gehörigen Punkte gleicher Folarebene. 

Da für eine einfache Wurzel X^ X^ nach (26) nicht alle ^n{X) Ter- 
schwinden, so liefern für X = X^ die Gleichungen (15) mit £ = 1^2,3 
oder 4 (§ 139, (8)): 

(28) x,^0 : x^i) : ^^(0 : a;/) « J,^{X,) : ^,,{X,)]: J,,{X^ : ^,,(X,) . 

Zu einer einfallen Wurael X^ X^ gehört stets ein eimiger bestimmter 
Funkt gleicher Polarebene. 

Man kann statt (2^) mit einem Faktor q auch schreiben ^^^): 

(29) px,«a;,»-^„(^J, 

und hiernach wird mit Rücksicht auf (19) und (6): 

(30) Qg„^-J\X^). 

Da für eine zweifache Wurzel X = X^ nach (26) alle ^^^{X), aber 
nicht alle d^X^) verschwinden, so genügen für X = X^ den Gleichungen 
(16) die Punkte der Geraden (§ 139,(16)): 

A =- 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Zu einer zweifachen Wurzel X = X^ gehören stets cx)* Punkte gleicher 
PotarebenCj die eine Gerade erfüllen. 

Da für eine dreifache Wurzel X « X^ nach (26) aUe tfjti(^); *^^ 
nicht aUe Elemente von ^{X) verschwinden, so genügen [für X » A, 
den Gleichungen (15) die Punkte der Ebene (§ 139, (24)): 

(32) ti/») : Wg^'>:wg(^:w/^ « (^n~-K ' (^i9'(^it'^ii=^si'0'%2-k'^'<hA =••• = •••. 

Zu einer dreifachen Wurzel X = X- gehören stets oo^ Punkte gleidter 
Polarebeiie, die eine Ebene erfüüen. 

Da für eine vierfache Wurzel X = X^ nach (26) alle Elemente 
von J(X) verschwinden, so sind für eine solche die Gleichungen (15) 
identisch erfüllt. AUe Punkte des Raumes sind Punkte gleicher 
Polarebene. 

12. Verschwindende Wurzeln. Unter den Wurzeln der Glei- 
chung (16) findet sich nach (20) die Wurzel X=^0 nicht, wenn J. + 0; 
die Wurzel A = einfach, wenn Ä^O, -4' + 0; zweifach, wenn Ä = 0, 
.4'«0, X"+0; dreifach, wenn A^O, A'^0, ^"=0, ^'"+0; 
vierfach, wenn ^ = 0, ^' = 0, -4" = 0, -4'" — 0. 

Die Gleichungen (15), die mit X = die zur Wurzel A = ge- 
hörigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in 
diesem Falle mit denjenigen (§ 139, (6)), die die Doppelpunkte der 
Fläche (10) liefern. 

Die der Wurzel A «- entsprechenden Punkte gleicher Polarebene 
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in heeug auf die Flächen f und g decken sich mit den Doppelpunkten 
der Fläclie f. 

Dies erklärt sich daraus^ daß ein Doppelpunkt der Fläche f als 
Polarebene in bezag auf f jede Ebene des Raumes hat (§ 149^ 5), 
also auch diejenige Ebene, die seine Polarebene in bezug auf g ist. 

Da nun nach 11 aus der Multiplizität einer Wurzel die Anzahl 
der entsprechenden Punkte gleicher Polarebene folgt, so ergibt sich: 

Die Fläche f hat keinen Doppelpunkt für -4. + 0, einen Doppel- 
punkt für A=^0, -4' + 0j eine Doppelgerade für A^O, ^' = 0, Ä'^O, 
eine Doppelebene für ^ « 0, Ä^O, J."= 0, ^'"+ 0. 

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits § 139, (30) abgeleiteten 
Bedingungen für den Rang der Fläche f 

13. Niohtversohwindende Wurzeln. Da nach (17) für jede 
einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht verschwindende 
Wurzel X^ und einen zugehörigen Punkt gleicher Polarebene x 



k 



W: 




oder: 

(33) fii = ^i9ii, 

so folgt: 

Ein einer nidUverschwindenden Wurzel k^ entsprechender Punkt 
gleicher Polarebene Xj^^ liegt eninjoeder auf keiner oder auf jeder der 
beiden Flächen f und g. 

Da im letzteren Falle die gemeinsame Polarebene gemeinsame 
Tangentialebene wird, so berühren sidi die beiden Flächen im Punkte xj^*\ 

14. Der einer einfachen Wursel entsprechende Punkt. Der 
einer einfachen Wurzel X^ entsprechende Punkt gleicher Polarebene 
(28) kann als reeller Punkt nicht auf der Fläche g, also auch nicht 
mit seiner gemeinsamen Polarebene in bezug auf f und g vereinigt 
liegen. FaUs X.'^Oy liegt er nach 13 auch nicht auf f] falls >l,=='0, 
ist er nach 12 die Spitze des Kegels f. 

15« Fall von vier einfachen Wurzeln. Hat die Gleichung (16) 
vier einfache Wurzeln X,. (i =» 1, 2, 3, 4), so gehört nach 11 zu jeder 
ein einziger Punkt gleicher Polarebene a:/\ der nach 14 nicht mit 
dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 6, II jeder der vier Punkte 
o;/) harmonischer Pol jedes der drei andern in bezug auf beide 
Flächen f und g, 

I. Wenn die biquadratische Gleichung vier verschiedene Wwrzdn Juit, 
haben die beiden Flächen f und g stets ein einziges gemeinsames Polar- 
tetraeder. 
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Seine reellen Ecken ar^W sind die den Werten i = 1, 2, 3, 4 ent- 
sprechenden Punkte (28). Für die orthogonale Substitution (9), welche 
die Form (12) von f herbeifahrt, ist nach (29), (30) "i): 

(34) ._ - = __^.^^^-. 

16. Die einer Doppelwurzel entsprechenden Funkte. Einer 
Doppeliimrzcl i,. entspricht eine reelle Gerade (31), deren jeder Punkt 
ein Punkt gleicher Polarebene ist. Ist X^ 4" ^9 ^^ ^^^^ ^^^ beiden 
Punkte S^ und S^, in denen die Gerade die eine Fläche schneidet, 
nach 13 Berührungspunkte beider Flächen. Sie sind als Schnittpunkte 
einer reellen Geraden (31) mit der imaginären eigentlichen Fläche g 
konjugiert komplex und daher zwei getrennte Punkte (§ 154, 3). Ist 
X^ — 0, so ist die Gerade (31) die Achse des Ebenenpaares f und 
schneidet wie vorhin die Fläche g in zwei getrennten Punkten S^ und S^. 

17« Fall von ein oder zwei Doppelwnrzeln. Wählt man auf 
der Geraden (31), die der Doppelwurzel X^ = X^ entspricht, irgend ein 
Paar harmonischer Punkte Xj^^"^ und Xj^^^ zu den beiden getrennten 
Schnittpunkten S^ und S^ mijt der Fläche g, so sind diese harmonische 
Pole in bezug auf beide Flächen f und g. 

Sind nun die beiden andern Wurzeln X^ und X^ einfache, so sind 
die ihnen nach 14 entsprechenden Punkte gleicher Polarebene Xj^^^ 
und x^^^ nach 6 sowohl unter sich als auch je zu jedem Punkte der 
Geraden (31) harmonische Pole in bezug auf beide Flächen f und g. 
Die vier Punkte a?/^, i = 1, 2, 3, 4 bilden also ein gemeinsames Polar- 
tetraeder. Für Xj^'^\ Xj^^^ stehen dabei die 00* zu Sy, S^ harmonischen 
Punktepaare zur Verfügung (§ 149, 6). 

Ist aber auch X^ = X^ eine Doppelwurzel, so wählt man auch 
auf der ihr entsprechenden Geraden zwei harmonische Punkte Xi^^^\ x^^^ 
zu den getrennten Schnittpunkten S3, S^ der Geraden mit der Fläche g. 
Jeder Punkt der zu X^ =» X^ gehörigen Geraden ist aber nach 6, U 
zu jedem Punkte der zu X^ = JI4 gehörigen Geraden harmonischer Pol 
in bezug auf beide Flächen. Die vier Punkte Xj^^ bilden also wieder 
ein Polartetraeder. 

II. Wenn die hiquadratische Gleichung eine zweifache und jswei ein- 
fache oder 0wci zweifache Wurzeln hat, haben die beiden Flächen f 
und g oo\ bezüglich 00' gemeinsame Polartetraeder. 

18. Fall einer dreifachen Wurzel. Einer dreifachen Wurzel 
^1 = X^= X^ entspricht eine reelle Ebene (32), deren jeder Punkt ein 
Punkt gleicher Polarebene ist. Ist >li + 0, so ist der Kegelschnitt^ 
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I 

in dem die Ebene die eine Fläche schneidet^ nach 13 BeriihrungsJcurve 
beider Flächen. 

Er ist nach § 153, (21) als Schnittkurye einer reellen Ebene mit 
der imaginären eigentlichen Fläche y notwendig ein eigentlicher ima- 
ginärer Kegelschnitt. Ist X^ — 0, so fällt f selbst als Doppelebene in 
die Ebene (32) hinein und schneidet g wie vorhin in einem eigent- 
lichen imaginären Kegelschnitt. 

Ein eigentlicher Kegelschnitt hat oo^ reelle Polardreiecke (§46, 10). 
Ist nun XjP'\ Xj^^j Xj^^^ ein solches Polardreieck imd x^^^^ der der ein- 
fachen Wurzel k^ entsprechende Punkt gleicher Polarebene, so ist 
dieser nach 6, II zu jedem Punkte der Ebene (32) harmonischer Pol. 
Die vier Punkte 3?^^') bilden also ein Polartetraeder. 

IIL Wenn die biquadratische Gleichung eine dreifache und eine eith 
fache Wurzel hat, haben die beiden Flächen f und g oo* geineinsame 
Polartetraeder. 

IV. Bei einer vierfachen Wurzel fallen f und g überhaupt zusammen. 

19. Die Quadratdarstellang und ihre KoefOsienten. Da somit 
stets ein oder mehr gemeinsame Polartetraeder der beiden Flächen f 
und g vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Überführung in die 
Formen (8) und (12) stets möglich. Zugleich erhält die Darstellung 
(12) nach (33) die Form: 

(35) f == X,0,> -f- X,e,^ + J^z^^ + 1, V - 0. 

Die Gleichung (10) Icann also stets durch orthogonale Substitution 
auf die Form (35) gdyraM werden, wobei >tj, Aj, ig? ^4 ^^ Wurzeln 
der biquadratischen Gleichung (16) sind. 

Das neue Koordinatentetraeder, auf das sich die Koordinaten z^ 
beziehen, ist das Polartetraeder, das die Fläche (10) mit der Fläche 
(3) gemein hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (16) 
vier einfache Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder zweifach oder 
dreifach unbestimmt, wenn sie zwei einfache und eine zweifache oder 
zwei zweifache oder eine einfache und eine dreifache Wurzel hat. 

20« Unterscheidung der Vorzeichen. Aus der Gleichung (35) 
kann nun sowohl der Rang (§ 149, 15) als die Spezies (§ 152, 4) so- 
fort entnommen werden. Sind nämlich mit -4 + die vier Wurzeln 
Aj, ^2, A3, A4 nach (21) alle von verschieden, so sind ihre Vor- 
zeichen nach (21), abgesehen von der Beihenfolge, für: 

(36) ^>0:±± + ± oder + + ; ^<0:±±±:f . 

Nach der Regel von Descartes^**) hat aber die Gleichung (20) soviel 
positive Wurzeln als Zeichen Wechsel in ^{l), und soviel negative, 
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als Zeichenwechsel in -si(— A) vorkommen. Daher sind die Vorzeichen 
der Wurzeln für: 

^>0, ^'>0, ^">0, ^'">0:+ + + + , 
^ > 0, ^' < 0, .r > 0, A" < : , 

-oder zusammengefaßt^ für: 

(37) ^ > 0, A" > 0, A'Ä"'> : ±±±±. 

Nach (36) und (37) sind sie dann för: 
<38) ^ > 0, A", A'A'" nicht beide > : + + . 

Ist femer mit ^ = 0, A' + etwa A^— 0, so sind ili, A,, A, die 
Wurzeln der kubischen Gleichung: 

l'-A"'X'+A"3i-A'-0. 

Die Vorzeichen sind dann nach § 50, 19 fär: 

( 39) A" > 0, A'A'" > : ± ± ±; 

A", A'A'" nicht beide > : ± ± T . 

Ist weiter mit ^ = 0, A'=0, ^" + ©twa X^ = 0, il^=0, so 
sind A^ und A, die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

A»-^"'A + ^"=0. 
Ihre Vorzeichen sind gleich oder verschieden, je nachdem: 

(40) A" > oder A"<0. 

•Schließlich ist mit ^ = 0, A'=0, A"=0, A"'-JrO nur noch eine 
Wurzel Aj von verschieden. 

21. Merkmale der Spezies der Fl&che zweiter Ordnung. Be- 
zeichnet man daher allgemein die Wurzel A^ mit a/ oder — a,*, je 
nachdem sie positiv oder negativ ist, so erhält man an Stelle von 
§ 152, (36) folgende Merkmale für die Speeies der Fläche (10): 

^ > 0, A" > 0, A'A'" > 0: 

I. /■ = a,W + <h' + «.*««' + ««*V = 0; 
<41) ^ + j ^ > 0, A", A'A'" nicht beide > 0: 

n. /• = a,W + «,« V - V*«* - a*W - 0; 

f A" > 0, A'A'" > 0: 

IV. f = a^^Zy" + «,««,» + «,«*,« - 0; 

A", A'A'" nicht beide >0: 

V. /•= ai»Äi«+ VV- ««V= 0- 
A">0: VI. f = «i»j»i* + a,*^,» = 0; 
A" < 0: VII. f = «r,*«,* - «x, V - 0. 
^ =- 0, ^'- 0, A"'" 0, A"'Jr 0: VIU. f= a*z^* - 0. 



^ = 0, ^'+0 



A^O, Ä~Q, Ä'^Q j 



(42) 
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Dabei ist (§ 138, (8); (9)); 

A' = ^11 + Ä^+ A^+ A^y A"' — a^i + a„ + a»« + a^, 

^" •= «^11 + öf» + «83+ «44+ «66+ «66- 



Diese Merkmale gelten für jedes Koordinatentetraedery auf das 
sich die gegebene Gleichung (10) gerade bezieht. Sie können un- 
mittelbar als Kolonnenüberschrifien in die Tabelle § 153, (21) ein- 
getragen werden. '*) 

22. Übergang auf gemeine Koordinaten. Sie gelten insbesondere 
für scfiief' und rechtwinklige gemeine Koordinaten (I § 57, (1)) und 
können in diesem Sinne als Kolonnenüberschriften in der Tabelle 
§ 99, (31) benutzt werden. 

Die dort für rechtwinklige Koordinaten abgeleiteten Merkmale 
der Spezies weichen von denen in (41) für die vier ersten Spezies 
insofern ab, als dort an Stelle von A" und A"' die verkürzten Summen: 

^44 == «11 + «» + «88; ^il = «11 + ÖT« + «88 

stehen. 

Diese Abweichuug ist darin begründet, daß überhaupt, bei gleidi 
bleifjenden notwendigen Bedingungen, die hinreichenden Bedingungen 
entsprechend der verschiedenen Wahl des Polartetraeders für die 
Quadratdarstellung verschieden ausfallen. In der Tat ist für die 
Spezies I nach § 152, (14) notwendig, daß neben A> alle a^j^ und 
alle aj^i^Ajj positiv seien, hinreichend aber schon, daß ^ > 0, cc^^^O, 
«ii^u>0. 

23. InvariantesL der Fläche bei orthogonaler Transformation. 

Wird durch irgend eine orthogonale Substitution (9), die also (3) in 
(8) verwandelt, aber f nicht gerade in die Quadratdarstellung (12) 
tiberführt, sondern etwa in: 

4 4 

(43) /•-5S&m.*m^»» 



SO wird durch sie nach (8) und (43) identisch in X (§ 50, 20) 
(44j f-kg = (6,,- A)V+ • ■' + 2h,,z,z,+ ' • • 

und daher nach § 138, (17): 

ftji — X b^2 ' ' ' i ^11 — ^ ^12 ■ * ' 

(45) b,, 6«->l--l = «*;a« «M-A--.;- 
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Da aber diese Gleicliung identisch in A gilt, so folgt nach (20) 
durch Gleichsetzen der Koeffizienten: 

(46) B^S^Ä, B'^S^A, B"^S^Ä', -B'"=S«^'"' 

oder: 

Die Koeffizienten der Fotenssen von X in der Determinante (16), 
also: Ay A\ A'\ A'\ sind gegen jede orüiogondle Transformation in- 
variant?^^) 

Da nach § 140, (9) und (14) die Gleichung (45) auch för die 
einfach oder zweifach geränderten Determinanten der Fläche (44) be- 
steht, so sind auch die Koeffizienten der Potensfeti von X in den ge- 
ränderten Determinanten § 166, (18) und § 157, (5), oUso die Ausdrücke 
A% A^, A"% Q^ in § 156, (26) und -4«"', A^^\ Q^ m % 157, (12), 
gegen jede orthogonale Transformation invariant (§ 149, (38)). 



§ 156. Orthogonale Transformation der Schnittkurve. 

1« Gleiohzeitige Quadratdarstellnng Eweier Sobnittkurven. Be- 
zogen auf ein Tetraeder E^E^E^E^ seien zwei Flächen: 

(1) /•=2^«*,«*^.= 0, (2^ ^=^a:,»=0 

11 1 

und eine reelle Ebene: 

4 

(3) u=2t«ta;i=0 

1 

gegeben. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder JiJ^J^J^f 
dessen Ebene J^J^J^ mit der Ebene (3) zusammenfällt, nehmen fy g 
und u im allgemeinen die Form an (§ 141, 1): 

4 4 4 4 

(4) f^^^frnnymVn-Oy (5) g ^^^^ g^n^n^Vn^^ ^ y 

(6) ' ' u==Sy,= 0, 

und erhalten die Schnittkurven der beiden Flächen mii der Ebene in 
laufenden, auf das Dreieck J^J^J^ bezogenen Koordinaten die Form 
(§ 141, (7)): 

8 3 8 8 

(7) S'Sfmnymyn-O, (8) 2^2^'»«^'»«'»'= ^ " 

11 11 

Ist im Besonderen J^J^J^ ein gemeinsames Poldreieck der beiden 
Kegelschnitte (7) und (8), so werden diese Gleichungen (§ 149, (19)): 
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8 3 



(9) 2^/™«y4 = o, (10) ^«'»„y^-o, 

1 1 

oder mit: 

(11) Vff^mym-^fn' 

s s 

(12) 2^fc*« = 0, (13) 2*^4 = 0. 



. jm m 



Die Schnittkurve ^ X u ist nach § 153; (21) stets ein imaginärer 
eigenÜicher Kegelschnitt, während zugleich die Wurzel in (11) bei 
reellen Punkten J^ reell ist (§ 155, (6)). 

Die Schnittkurven einer beliebigen Fläciie (1) und der imaginären 
eigentlichen Fläche (2) mit einer reellen Ebene (3) können also bei 
Einführung eines gemeinsamen Poldreiecks auf die Form (12) und (13) 
gäyracht werden. 

Es handelt sich noch um die Ermittlung eines gemeinsamen 
Poldreiecks. 

2« Funkte gleioher Polare. Die Pcla/rebenen eines Punktes x^ 
im Baume in bezug auf die Flächen (1) und (2) sind: 

4 4 

(14) 2/*°^*-^' (15) 2V»*=0. 

1 1 

Liegt der Punkt x^ in der Ebene (3), so wird diese von den Ebenen 

(14) und (15) in den Polaren des Punktes in bezug auf die Kegel- 
schnitte fxu und gxu geschnitten (§ 68, 8; § 11, 7). 

Diese Polaren fallen zusammen, wenn die drei Ebenen (3), (14 ), 

(15) eine Achse gemein haben, also (I § 51, (7)): 

(16) /;» - A V + QU, = 0. 

Jeder Punkt x^ gleicher Polare in bezug auf die beiden Kegd- 
schnitte genügt daher den fünf Gleichungen: 

(«11 — ^)^l + ^1%^% + «IS^S + «14^4 + 9^1 — , 

(17) { a^^x^+ a^^x^ + {a^^ - X)x^ + a^^x^ + p^s == , 

«41^1 + «43^2 + 0^48^8 + (^^44— ^)^4 + 9^4 "^ ^ , 
U^X^ + WgOTj, + Mj^s + U^X^ « , 

und jeder diesen Gleidiungen genügende Punkt ist ein Punkt gleicher 
Polare, 

3. Die kubische Gleichung des Problems. Die Qleiehungen (17) 
können nur bestehen, wenn k eine Wurzel der kubischen Gleichung ist^'*): 

67* 
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4. Die einer WnrBel entsprechenden Punkte gleicher Polare. 

Ist A *» l^{i -= 1, 2, 3) eine Wurzel der GleichuDg (18), so gibt es 
ein oder mehr Punkte x^\ die den mit k = X^ gebildeten Gleichungen 
(17) unter Elimination von q genügen. Nach solcher Elimination 
stellen die Gleichungen (§ 107^ 1) vier Ebenen dar, die wegen 
-^C^») "^ ^ durch einen Punkt gehen. Wenn jedoch neben ^(Ji) auch 
noch die sechzehn Unterdeterminanten ^^^(l)y k^ 1=1,2,3,4 für 
X « A| verschwinclen, gehen die vier Ebenen durch eine Achse, und 
wenn auch die 36 Unterdeterminanten ^^^{l), 4, i = 1,2,3,4,5,6 ver- 
schwinden, faUen sie zusammen (§ 107, 7; 9). 

Zu einer Wured X^k^ der Gleichung (18) gehören ein PunM 
oder oo^ oder cx)* Punkte gleicher Polare (§ 50, 6). 

5. Zwei 8u verschiedenen Wurseln gehörige Punkte. Sind 
nun Aj und ^j zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung (18), so ge- 
nügen die entsprechenden Punkte gleicher Polare rr4^^^ und x^^^ nach 
(16) den Gleichungen: 

(19) /;^'>--lia;;«+p,«, = 0, /;(»>- i,x/»)+p,«,=-0, 

4 4 

(20) 2"*^**''=^' 2«*«*^*'=0, 

1 1 

gleichviel ob zu jeder der beiden Wurzeln ein oder mehr Punkte x^^^ 
gehören. 

Wäre nun x^.^^^ = Xf.^^\ so würde aus (19) folgen: 

- (h-^W^ + (Pi- (>»)%- 0, fc- 1, 2, 3, 4, 

und hieraus, da l^ + k^ ist: 

a:/*^ : x^^^^ : x^^'^^ : x^^^^ = u^ :u^:u^:u^ oder a:/^) = 6u^ , 

und damit aus (20): 

4 

1 
was für die reelle Ebene (3) nicht möglich ist. 

I. Zwei m verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte gleicher Polare 
können niemals zusammenfallen. 



§ 166, 6—8. 



889 



Multipliziert man die Gleichungen (19) mit a;/*^ und x^.^^^ und 
summiert über k, so folgt mit Rücksicht auf (20): 

(21) /i, - A, ^u - , /ii - Aj, fl'ai - 0, 
und da A^ + A, ist: 

(22) /;,«0, (/,s = 0. 

n. Ztre» Punkte gleicher Pdare, x^^^ und x^^\ die m verschiedenen 
Wwredn k^ und X^ gekoren, sind stets harmimische Pole in hessug auf 
jede der beiden Flächen f und g, sowie jeden der beiden KegeUdmitte 
fxu und gx u. 

6« Die Bealität der Woneln. Mit Rücksicht auf 5, I und auf 

(22) überträgt sich der in § löö^ 7 gegebene Beweis auch auf den 
vorliegenden Fall, also: 

Die kubische Gleichung zl{X) — in (18) hat nur redle Wuredn. 

?• Entwicklung der Determinante ^{X). Die Differentialquo- 
tienten der Determinanten ^{X) sind: 

(23) j I d"{X) - 8,,{k) + 8„{X) + S^{)) + 8^{k) + *„(A) + 8^{X), 

(A)-«i» + V+V+V, 
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Daher ist mit den Abkürzungen (§ 107, (22); (23)): 

^ = Al + -^ +^88 + A4? 
\ A = «11 + «„ + «88 + «44 + «55 + «66? 

Q^^u^^+u^^+u^^+u^^^ 
für die Entwicklung von ^{X): 

(26) J{X) - e»A» + ^"- A« - ^'" A + ^", 

und für die drei Wurzeln: 

(27) 



Ai + Aj + Ajj ^ n« ? ^s A3 + Aj Ai + Aj Ag = ^j , 



Ai Aj Ag = -^ • 

8. Die Moltiplisitäten der Linearfaktoren der Determinanten. 

Sei nun (A — A^)'* die höchste Potenz von A — A^, die in -^(A) vor- 
kommt; femer (A — A^)'< die höchste, die gleichzeitig in allen Unter- 
determinanten -^^,(A)(Ä;,Z=1, 2,3,4) und (A — A^)/ die höchste, die in 
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allen Unterdeterminanten ^^{(A) Torkommt {k,l==l,2,...&). Es sind 
dann nach dem Grade der einzelnen Determinanten nur zulässig die 
Werte: 

(28) Z,= l, 2, 3; ^=0, 1, 2; ^'=0,1. 

Nach der ersten Gleichung (23) folgt dann ebenso, wie in § 155, 9, daB: 
und da: 

so folgt ebenfalls, wie dort: 

V' < In- 
zwischen den MuUiplißüäien besteht daher mit Ausschluß der Gleidt- 
heit die Ungleichung: 

(29) z, > i; > l!\ 

9. Die Elementarteilerezponenten. Die für die Determinante 
Ä" in §107,(25); (43) abgeleiteten Identitäten geben mit a^^ — A 
für a^^ und mit - J\X), i^"(A) für ^'^ A"" die in k identischen 
Gleichungen®®): 

(30) J'*{X) = ^,» (A) + J^{X) + ^l {l) + ^^(A) + 2J^{X) + 2z/,\(i) 

+ 2^,* (A) + 2^A W + 2-^/«« + 2^iiW + i^(A)^"(i), 
i^"«(A) = d.« (i) + Ä,* (A) + . . . + d,« (A) + 2d,» (^) + • • • 

+ 2*,*(A) + 2^'We 

Während daher für eine einfache Wurzel k=^X^(l^^V) von z/(A) 

nach (28) und (29) stets //= ist, folgt aus (30), da alle Wurzehi 

reell sind: Für eine Doppel wurzel A = >l|(Z^=2) verschwinden mit 

/l{X^ und d\X^ auch alle J^ii^^j so daß ^4=0, also nach (28); 

(29) i/«=l ist. Für eine dreifache Wurzel A"">L^.(Z,. = 3) verschwinden 
mit ^(A^), J'{X^ und z/"(>t..) auch alle S^^^iX^, so daß V' + O, also 
nach (28), (29) !/'= 1, ^/= 2 ist. 

Danach bestimmt der Wert von Z,. stets die Werte von Z/, l!' in 
folgender Weise: 

(31) Z„V,r=l,0,0;2, 1,0;3,2, 1. 

-4^6 Elementarteilerexponenten einer jeden Wurzel haben je d&i 
Wert 1. 

10. Die zu einer Wurzel gehörigen Funkte gleicher Polare. 
Da für eine einfache Wurzel A «= A^ nach (31) nicht alle ^ti(X) ver- 
schwinden, so liefern für diese die Gleichungen (17) mit k =^ 1, 2 
oder 3 (§ 107, (17)): 

32) a:,(') : x,^^^ : a:«^ : a;,^^ - z/,,(A,) : ^,,{Xd : ^.«(A,) : ^,,(A,) . 
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Zu einer einfachen Wurzel A -» A^ geMrt stets ein einziger be- 
stimmter Punkt gleicher Pciare. 

Da für eine zweifaclie Wurzel A == A^ nach (31) auch alle ^^iW? 
aber nicht alle dj^^{l) yersch winden, so genügen für diese den Glei- 
chungen (17) die Punkte der Geraden (§ 107,(31)): 
(33) g^W : ^^(0 : q^ü) : qm .. g^(0 : ^^(0 

= Sn(^i) ' ^*(K) : 8,M : (J,,(A,) : d,,{X,) : d,,{X,), 
Ä; = l, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Zu einer zweifachen Wurzel A = A,- gehören stets <x>^ Punkte gleicher 
Polare, die eine Gerade erfüllen. 

Da für eine dreifache Wurzel A = A^ nach (31) auch alle tf^,(A) 
yerschwindeu, so sind für eine solche die Gleichungen (17) durch 
aUe Punkte der Ebene (3) erfüllt (§ 107, 9). 

11. Versoh winden de Wurzeln. Unter den Wurzeln der Gleichung 
(18) findet sich nach (26) die Wurzel A =» nicht , wenn Ä^ + 0, die 
Wurzel A = einfcuih, wenn Ä*=^0, Ä'** + 0, zweifacfi, wenn -4" = 0, 
^'•'-O, ^"«+0, und dreifach, wenn ^" = 0, ^'" = 0, ^"" = 0. 

Die Gleichungen (17), die mit A = die zur Wurzel A = ge- 
hörigen Punkte gleicher Polarebene bestimmen, decken sich aber in 
diesem Falle mit denjenigen (§ 141, (31)), welche die Doppelpunkte 
der Schnittkurve fxu liefern. 

Die der Wurzel A = entsprechenden Punkte gleicher Polare in 
bezug auf die Kegelschnitte fxu und gxu decken sich mit den Doppel- 
punkten des Kegelschnittes fxu. 

Da nun nach 10 aus der Multiplizität einer Wurzel die Anzahl 
der entsprechenden Punkte gleicher Polare folgt, so ergibt sich: 

Die Kurve fxu hat keinen Doppelpunkt für -4."+0, einen für 
^"=0, X"+0, eine Doppelgerade für ^"=0, ^'"-0, ^"" + 
und ivvrd unbestimmt für J.**= 0, ^"*= 0, -4.'"*= 0. 

Wir erhalten damit aufs Neue die bereits in § 141, (24) ab- 
geleiteten Bedingungen für den Rang der Schnittkurve fx,u, 

12. Nicht verschwindende Wurzeln. Da nach (19) und (20) 
für jede einfache oder mehrfache, verschwindende oder nicht ver- 
schwindende Wurzel A^ und einen zugehörigen Punkt x^!^^ gleicher 
Polare: 4 4 




1 1 



oder: 
so folgt: 
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Ein einer nüht verschwindenden Wurzd X^ entsprechender Funkt 
gleicher Polare x^^ liegt entweder auf Jceinem oder auf jedem der beiden 
Kegdschniüe fxu und gxu. 

Da im letzteren Fall die gemeinsame Polare gemeinsame Tan- 
gente wird, so berühren sich die beiden Kurven im Punkte Xj^^. 

13. Fall von drei verschiedenen Wurzeln. Der einer einfachen 
Wurzel >l| entsprechende Punkt gleicher Polare (32) kann als reeüer 
Punkt nicht auf der Kurve g xu, also auch nicht mit seiner gemein- 
samen Polare in bezug auf fxu und g xu vereinigt liegen. Falls 
k. + 0, liegt er nach 12 auch nicht auf fxu\ falls A,- = 0, ist er 
nach 11 der Doppelpunkt des Linienpaares fxu. 

Hat nun die Gleichung (18) drei einfache Wurzeln k^ (t« 1,2,3), 
so gehört nach 10 zu jeder ein einziger Punkt gleicher Polare x^^, 
der nicht mit dieser vereinigt liegt. Zugleich ist nach 5, II jeder 
der drei Punkte x^^ harmonischer Pol jedes anderen. 

I. Wenn die hubische Gleichung zi(A) == drei verschiedene Wurzdn 
hat, haben die beiden Kegelschnitte fxg stets ein einziges gemeinsames 
Polardrei^k. 

14. FaU einer Doppelwursel. Einer Boppdwured k^ entspricht 
eine reelle Gerade (33), deren jeder Punkt ein Punkt gleicher Polare 
ist. Ist Aj + 0, so sind die beiden Punkte S^ und S^j in denen die 
Gerade den einen Kegelschnitt trifft, Berührungspunkte beider Kegel- 
schnitte. Sie sind als Schnittpunkte einer reellen Geraden mit dem 
imaginären eigentlichen Kegelschnitt g xu zwei getrennte imaginäre 
Punkte. Ist X^ = 0, so fällt die Gerade (33) mit der Doppellinie 
fx:u zudammen und schneidet wie vorhin die Kurve ^ x m in zwei 
getrennten Punkten 8^ und *%. 

Wählt man auf der Geraden (33), die der Doppelwurzel k^^ l^ 
entspricht, irgendein Paar harmonischer Punkte x^^^ und a:/*^ zu den 
getrennten Schnittpunkten S^ und S^ mit der Kurve g xu^ so sind 
diese harmonische Pole in bezug auf beide Kegelschnitte. Sie sind 
aber nach 6, II auch harmonische Pole zu dem Punkte gleicher 
Polare x^^\ der der einfachen Wurzel k^ entspricht. 

II. Wenn die kubische Gleichung eine zweifache und eine einfädle 
Wurzel hat, so haben die beiden Kegelschnitte fxu und gxu ^ 
gemeinsame Polardreiecke. 

15. Fall einer dreifachen Wurzel. Bei einer dreifachen Wurzel 
sind alle Punkte der Ebene (3) Punkte gleicher Polare;, die beiden 
Kegelschnitte fallen zusammen und haben daher alle ihre Polardreiecke 
gemein. 
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16. Die Quadraidarsfelliing und ihre Koefflaienten. Da Bomit 
stets ein oder mehr gemeinsame Polardreiecke der beiden Kegel- 
schnitte fxu und gxu vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige 
Überfahrung in die Darstellungen (12) und (13) stets möglich. Zu- 
gleich erhält die Darstellung (12) nach (34) die Form : 

(35) A,^,«+ V2'+ V.'«0. 

Die Gleichung der Schnütkurve der Fläche (1) mit der Ebene (3) 
kann (üso stets durch orthogonale Transformation auf die Form (35) 
gebracht werden ^ wo i^j l^y Ji-s die Wurzeln der Jcuinschen Gleichung 
(18) sind. 

Das Dreieck, auf das sich die Koordinaten e^j z^j z^ beziehen, ist 
das Polardreieck, das die Kurve (1), (3) mit der Kurve (2), (3) gemein 
hat. Es ist eindeutig bestimmt, wenn die Gleichung (18) drei einfache 
Wurzeln hat, ist dagegen einfach oder dreifach unbestimmt, wenn eine 
doppelte oder eine dreifache Wurzel vorhanden ist. 

17, Unterscheidung der Vorseiohen. Aus der Gleichung (35) 
kann nun sowohl der Rang (§ 46, 13) als die Spezies (§ 51, (35)) der 
Schnittkurve sofort entnommen werden. Sind nämlich mit A* ^0 
die drei Wurzeln A^, A^, Aj nach (27) alle von verschieden, so sind 
ihre Vorzeichen nach der Regel des Döscartes **^), wie in § 89, (40) för: 



also für: 
(36) 



Ä-'KO, A"'<0, Ä'<0: + + +, 
A"'>0, Ä'KO, ^">0: , 



- Ä" > 0, A'A'" > 0: ± ± ±, 

- A'% A'A'" nicht beide > 0: ± ± q: • 

Ist ferner mit ^" — 0, ^'" + etwa X, = 0, so sind die Vor- 
zeichen von ilj, Aj nach (27) für: 

(-^'">0: ++; 

(3^) |_^'.<0:±^. 

Endlich ist mit -4." «= 0, -4'" = 0, ^"^ + nur noch eine Wurzel von 
verschieden. 

18. Merkmale der Spezies der Schnittkurve mit einer beliebigen 
Ebene. Mit der zu § 155, (41) eingeführten Bezeichnung der Wurzeln 
erhält man daher an Stelle von § 153, (21) folgende Tabelle für die 
Merkmale der Spezies der Schnittkurve der Fläche (1) mit der 
Ebene (3): 



(38)^*+o[ 



i-A' 

0' ^" + o{_^„ 
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A" > 0, A'A'" > 0: 1. «1»«,*+ «, V+ «»*V = 0, 
A", 4M"" nicht beide >0: 2.aiV+aiV-«.V = 0: 

4'« > 0: 3. «,»«1* + a,*ier,» = 0, 
< 0: 4. «1»^!» - a^W = 0; 
4» - 0, A" = 0, A"" + 0: 5. ai»V = 0; 
A" - 0, 4'" = 0, A"" =. 0: 6. UnbeBtimmt. 

Dabei ist neben § 140, (5) zur Abkürzung gesetzt : 

(39) A = A^^ + A„ + 4jj + A^^, 

^ =" «11 + «22 + «33 + «44 + «65 + «66 • 

Die Merkmale (38) gelten für jedes System von Tetraederhkordi- 
natefij auf das sich die Gleichungen (1) und (3) gerade beziehen, und 
können unmittelbar als Zeilenvorschriften in die Tabdle § 153, (21) 
eingetragen werden. 

Sie gelten insbesondere für schief- und rechtwinklige gemeine 
Koordinaten. Für letztere sind sie schon in der TabelU § 114, (20) 
als Kolonnenüherschriften enthalten bis auf Abweichungen in den beiden 
ersten Kolonnen, die sich wie § 155, 22 erklären. 

Id.Schnittkarve mit einer Eoordinatenebene. Nehmen wir für die 
bisher beliebige Ebene % die Ebene a;^» des Koordinatentetraeders, 
so wird Wi =» 0, «g == 0, Wg = 0, t*^ = 1. Infolgedessen gehen die mit 
Mjt geränderte Determinante § 140, (5) und die Unterdeterminanten 
§ 140, (21); (35) auf Unterdeterminanten von Ä selbst (§ 138, (9)) 
zurück, und zwar wird: 

(40) 





^ "" -^44? 


^11 «11? 


-^22 «227 -^88 «337 


-^23 ~ «237 


-^31 «817 -^12 «127 




A" /l " A^ • 
^24 — ^34 — ^44 — ^ J 


«44 «lU 


M ^ U ^ 

«55 ^227 ^66 "«87 


u 
«56 """"«28? 


«64 «817 «451 «127 



alle übrigen a^^ = ; 

und damit im Sinne von § 89, (5): 

(41) — J. = A^, — A = A^, —A = A^ . 

Für die Spezies der Schnittkurve der Fläche (1) mü der Koordi- 
natenebene x^ = gelten die folgenden MerJcniale: 



(42) ^44+0 {;^t 
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A^ > 0, -^44-^44 > Ö" 1- Iiiiag- ©ig- Kegelschn., 
^4, -4-44-4^ nicht beide >0: 2. ReelL eig. Kegelschn.; 



A'>0 



3. Imag. getr. Linienp., 

4. Reell, getr. Linienp.; 

5. Doppellinie; 

6. Unbestimmt. 



^44-0, Ai,^o, ^;;+0: 

Dies gilt für jedes hdiebige System von Tetraederioordinaten, auf das 
sich die Gleichung (1) bezieht. 

20, Speiies der unendlioli fernen Kurve der Fläohe. In bezug 
auf jedes System, für das x^=^ die unendlich ferne Ebene ist^ also 
insbesondere für das schief- oder rechtwinklige gemeine KoordinaUen- 
System gibt die Tabelle (42) die Merkmale für die Spejsies der unend- 
lich fernen Kurve der Fläche (l), wie sie bereits in der Tabelle 
§ 99; (31) als Zeilenyorschriften auftreten. 

21* Die Klassifikation der Flächen Eweiter Ordnung. Die Ta- 
belle § 99; (31) für die Klassifikation beruht hiemach und nach 
§ 155, 22 lediglich auf der Verbindung der Spezies der Fläche selbst 
und der ihrer unendlich fernen Ku/rve, So ist beispielsweise das 
hyperbolische Paraboloid diejenige Linienflache (Spezies 11), welche 
die unendlich ferne Ebene in einem reellen Linienpaar (Spezies 4) 
schneidet; der reelle elliptische Zylinder diejenige reelle Eegelfläche 
(Spezies Y), welche die unendlich ferne Ebene in einem imaginären 
Linienpaar (Spezies 3) schneidet. 

§ 157. Orthogonale Transformation des Schnittpunktpaares. 

1. Gleichzeitige Quadratdarstellung Eweier Schnittpunktpaare. 

Wir gehen wieder von den beiden Flachen f und 5^ in § 156, (1);(2) 
aus. Durch Transformation auf ein neues Tetraeder JiJ^J^J^i, dessen 
Kante J^J^ in die Schnittlinie q^ der beiden Ebenen: 

4 4 

(1) „=2«Ä-o, «'=2«>*=^ 

1 1 

fällt und dessen Ecken J^J^ ein gemeinsames Folzweieck der Schnitt- 
pimTäpaare fxuxu und gxuxu sind, erhalten diese den Ent- 
wicklungen von § 156; 1 entsprechend die Gleichungen: 

Es bleibt nur die Bestimmung des gemeinsamen Polzweiecks übrig. 
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2. Punkte gleichen Poles. Die Polarebenen des Punktes x^ im 
Räume in bezug auf die Flächen f und g haben die Gleichungen 
§ 156, (14); (15). Liegt der Punkt x^ auf der Geraden j = ttx«', 
so wird diese von jenen Ebenen in den Polen des Punktes x^ in be- 
zug auf die Punktepaare fxuxu^ und gxuxu geschnitten. 
(Diese Pole fallen zusammen, wenn die vier Ebenen (1) und § 156, 

(14); (15) aUe durch einen Punkt gehen, also (I § 51, (16)): 

(3) ft'-^^k' + 9^k + Q<-0, 

Jeder Punkt a:^® gleichen Poles in hessug auf die beiden PunJäe- 
paare genügt daJier den sechs Gleichungen: 

(a, j — X)x^ + a^^x^ + a^^x^ + a^^x^ + qu^ + qu{ = , 

^21^1 + (0^28 — ^)^% + «28^8 + ^24^4 + 9^^ + Q ^t =" ^ , 
«81 ^l + «82^2 + («38 — ^)^8 + «34^4 + Q^ + Q^h — , 
«41 ^1 + «42^2 + «48^3 + («U ^ ^)^4. + 9«4 + Q ^l == ^ , 

«*1^1+ «*2^2 + **3^8 + «*4^4 =0, . 

"l'^l + "2'^2 + ^s'^S + "4'^4 "= , 

um^ jeder diesen Gleichungen genügende Punkt i^ ein Punkt gleichen 
Poles. 

3. Die quadratisohe Gleichung des Problems. Die Gleichungen 

(4) können nur bestehen, wenn A eine Wurzel der qfwdraHsCheii 
Gleichung ist***): 



^4) 



a.^ — X a 



■^11 



12 



a 



13 



a 



14 



Wt u. 



«21 



«22 ^ «28 



a 



24 



(5) ^(A) = 



a 



31 



a, 



'89 



«83 ^ «84 



W« 



U. 



U, 



U, 



a 



41 



a 



w. 



Wi 



42 



a 



u* 



43 
2i. 



tt* 



«44 — A W^ Ü^ 



= 0. 



W. 



Wi 













'2 '*3 '*4 

Zu jeder Wurzel A =* A^ dieser Gleichung gehört vermöge (4) 
ein Punkt gleichen Poles, eventuell auch cx)^ Punkte. 

4. Zwei zu verschiedenen Wurzeln gehörige Punkte. Sind 
nun die beiden Wurzeln A^ und A^ der Gleichung (5) verschieden, so 
genügen die entsprechenden Punkte gleichen Poles a:/*^ und x^^^^ den 
Gleichungen: 

4 4 4 4 



(7) 2«*^**''-<^' 2«>*''^=ö' 2«***^'^-^' 2«*v=ö- 
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Wäre nun x^^'^^x^^\ so würde aus (6) folgen: 
oder, da ^^ — Aj + ist: 

I 

, wo 6 und <;' nicht beide sein können. Damit wird aber aus (7): 

I 4 4 4 4 



11 11 

was nur möglich^ wenn die Determinante (§ 140, (15)): 

4 4 / 4 \2 6 

1 1 \ 1 / 1 

dies ist aber für die reelle Gerade q^^ ausgeschlossen. 

I. Zwei zu verschiedenen Wurgdn gehörige Funkte gleichen Poles 
hönnen niemals zusammenfallen. 

Durch Multiplikation mit a;^^*) und a;^^^^ folgt dann aus (6) mit 
Rücksicht auf (7), ebenso wie § 156, 6 : 

(8) A,-0, g,,^0. 

n. Zwei zu verschiedenen Wurzeln l^ und iL, gehörende Punkte 
gleichen Poles sind stets harmonische Pole in bezug auf jede der beiden 
Flächen f und g, sowie jedes der beiden Punktepaare fxuxu und 
gxux Vi. 

6. Die Realitöt der Wurzeln. Wie in § 155, 7 folgt auch hier: 
Die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung (5) sind stets reell. 

6. Entwicklung der Determinante. Die Differentialquotienten 
der Determinante ^(A) sind: 

^^^ \ \J"{X) = q* + ft« + q* + q* + &« + «,» = Q\ 

wo: 



(10) ^uW= «4, 



**8 *• "jS 




a»4 Wi 


<l 


öj» "s« - 


-A 


«M «J 


< 


a« a« 




a^4 — il u^ 


< 


«2 «8 




u^ 





V w,' 




«; 






Daher ist mit der Abkürzung (§ 142, (22)): 

(11) A'^*^' « A--' + A^-' + A--' + A--' 

die Entwicklung von -^(A): 
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(12) J{X) = QH^- Ä'^^'X + >"', 

und für die Wurzeln: 

(13) ^1 + ^2 =■ ~Ö*~ ' ^1 ^ ~ n* * 

7. Die Multiplizitäten der Liniearfaktoren der Determinante. 
*Sei nun (A — Jl,y< die höchste Potenz von l — X^, die in z/(Jl) vor- 
kommt und (>L — Aj'« die höchste, die gleichzeitig in aUen Unter- 
determinanten ^ii(X) vorkommt (Je, Z = 1, 2, 3, 4). Dann ist nach 
dem Grade der Determinanten zulässig: 

(14) ',»1,2; //==0,1. 

und ist nach (9), wie in § 156, 8: 

(15) i; < i,. 

8. Die Elementarteilerexponenten. Die für die zwei&ch ge- 
ränderte Determinante § 140, (12) abgeleitete Gleichung § 142, (23) 
gibt mit a^t— A für a^^ und mit - J'{X) für Ä^""' die in X iden- 
tische Gleichung^): 

(16) J'\X) = Jh{X) + Jh{X) + Jh{X) + Jl{X) + 2^|,(A) + • • . 

+ 2Jh{X)+2^{X)Q\ 

Während daher für eine einfache Wurzel X^ X^ (i,. — 1) von 
J{X) nach (14) und (15) stets i / = sein muß, verschwinden für 
eine Doppelwurzel X^ X^ {l^ = 2) mit ^(A,) und ^'{X^ nach (16) 
auch alle ^j,(A,.), so daß Z/ + 0, also nach (14) l^ ^ 1 ist. 

Danach ist stets: 

(17) Z,= l, i/-0 oder Z, = 2, ^=1. 

9« Der zu einer Wurzel gehörige Punkt gleiohen Poles. Da 
für eine einfache Wurzel X^X^ nicht sämtliche Unterdeterminanten 
^4,(A) verschwinden, liefern die Gleichungen (4) (§ 142, (29)): 

(18) x,(0 : a;,C) : ^3^'^ : ^^"^ = ^u W : ^«(^.O = ^*8 W : ^^^^i) • 

Zu einer einfachen Wurzel X =^ X^ gehört daher stets ein dneiger 
bestimmter Punkt gleichen Poles. Da für eine zweifache Wurzel X = i,- 
alle ^i^i{X) verschwinden, wird der zugehörige Punkt gleichen Poles 
ganz unbestimmt (§ 142, 9). 

10. Verschwindende und nicht verschwindende Wuneln. 

Unter den Wurzeln der Gleichung (6) findet sich nach (12) die 
Wurzel A = nicht, wenn J.""'+ 0, die Wurzel A « einfach, wenn 
^"«'-0, ^'"«'+0, und zweifach, wenn A'^'^'^O, JL'«"'— 0. 

Entsprechend § 156, 11 ergibt sich daher, wie in § 142, (24): 
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Das SchniUpunktp<mr fxuxu' ist getrennt /wr-4"«'+0, eu- 
sammenfaUend für Ä^^'^0, ^'"«'+0, unbestimmt für ^"«*'=0, 
^'-«' = 0. 

Für jede Wurzel A^ und einen zugehörigen Punkt gleichen Poles 
XjW ist nach (6) und (7): 

4 4 

1 1 

oder: 

(19) fii - ^i9ii- 

Ein einer nicht verschwindenden Wurzel X^ entsprechender Punkt 
gleichen Poles x^^ gehört entweder keinem oder jedem der beiden Punkte- 
paare fx uxu' und gxuxu' an. 

11« Fall von zwei venohiedenen Wurseln. Der einer ein- 
fachen Wurzel X^ entsprechende Punkt gleichen Poles (18) kann als 
reeller Punkt nicht dem Punktepaar gxiuxiu angehören^ also auch 
nicht mit seinem gemeinsamen Pol in bezug auf fxuxu' und 
^f X u X t*' vereinigt liegen, Falls A^ + ist, gehört er nach 10 auch 
nicht dem Punktpaar fx.ux^u an; falls A^- = 0, ist er nach 10 der 
Doppelpunkt fxuxiu. 

Hat nun die Gleichung (5) zwei einfache Wurzeln X^ und X^, so 
gehört zu jeder ein einziger Punkt gleichen Poles Xjj^^^ und x^^\ der 
nicht mit diesem Pol zusammenfällt. Zugleich ist nach 4, II jeder 
der beiden Punkte harmonischer Pol des andern. 

Wenn die quadratische Gleichung zf (A) = zwei verschiedene 
Wurzeln hat, haben die beiden PunTdepaare fxiux^u und gxuxu 
stets ein einziges gemeinsames reelles Polzweieck. 

12. Fall einer Doppelwurzel. Für eine Doppelwurzel X^ =» X^ 
sind alle Punkte der Geraden uxu' Punkte gleichen Poles; die 
beiden Schnittpunktpaare haben aOe ihre Polzweiecke gemein und 
fallen zusammen. 

13. Die Quadratdarstellung und ihre EoefiOzienten. Da somit 
stets ein oder oo^ gemeinsame Polzweiecke der beiden Punktepaare 
vorhanden sind, so ist deren gleichzeitige Überführung in die Dar- 
stellung (2) stets möglich. Zugleich erhält die erste Darstellung (2) 
nach (19) die Form: 

(20) AiV+^«V=0. 

Die Gleichung des Schnittpunktpaares der Fläche /"= in § 156, (1) 
mit der Schnitüinie der beiden Ebenen (1) kann also stets durch Ortho- 



(21) ^"«' + 
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gondle Transformatmi auf die Form (20) gebracht werden, la) X^ und 
X^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung (5) sind. 

Das Zweieck, auf das sich die Koordinaten s^^, z^ beziehen, ist 
<las Polzweiecky welches das Punktepaar fxuXu mit dem imagi- 
nären eigentlichen Punktepaar gxuxu' gemein hat. Es ist ein- 
deutig für >li + ^2? einfach unbestimmt fdr A^^Xj. 

14. Merkmale der Spesies des Sohnittpunktpaares der Flache 
mit einer beliebigen Geraden. Für die Spezies des SdiniUpunktpaares 
der Fläche § 156, (1) mit der Schnittlinie der beiden Ebenen u und u 
in (1) geÜen nach (20) und (13) folgende Merkmale (§ 51, (35)): 

Ä""' > 0: 1. Imag. eigeutl. Pünktepaar, 

^««' < 0: 2. Reell, eigentl. Punktepaar; 

yl**«' « 0, ^'"«' + 0: 3. ZusammenfaU. Punktepaar; 

Ä""*' = 0, Ä'""*' - 0: 4. ünbest. Punktepaar. 

15. Sohnittpunktepaar eines ebenen Sohnittes der .Fläche mit 
einer Koordinatenebene. Die Gerade uxu fällt in eine Seiienebene 
^^ = des Koordinatentetraeders, wenn u^' = 0, tij' « 0, u^' « 0, u^' = 1. 
In diesem Falle wird aber nach § 140, (12) im Sinne von § 140,(21); (35): 

(22) ^'"'' = - A^: 

und im Sinne von § 109, (10): 

124) ^'""' A\l. 

Für die Spezies des Schnittpunktpa^ares, in dem die Schnittkurve 
der Fläche § 156, (1) mit der Ebene u in § 156, (3) die Koordinaie»- 
ebene x^^O schneidet, gdten die Merkmale: 

— A^^ > 0: 1. Imag. eig. Punktepaar, 

— A^^ < 0: 2. Reell, eig. Punktepaar; 
A*l^ = 0, A^ + 0: 3. Zusammenfall. Punktepaar; 
-4"^ = 0, A'^^ = 0: 4. Unbest. Punktep^kar. 

Dies gilt für jedes beliebige System von Tetraederkoordinaien, auf 
-das sich die Gleichung § 156, (1) gerade bezieht. 

16. Unendlich fernes Pünktepaar eines ebenen Schnittea. In 

bezug auf jedes System, für das x^=^0 die unendlich ferne Ebene 
ist, also insbesondere für das schief- oder reddwinklige gemeine Koor- 
dinatensystem gibt die Tabelle (25) die Merkmale für die Spezies des 
unendlich fernen Punktepaares eines ebenen Schnittes, wie sie bereits 
in der Tabelle § 114, (20) als Zeilenmerkmale auftreten. 



<25) AI + 



§ 168, 1—2. 
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§ 158. Polarberühnmgstetraeder und Erzeugung durch reziproke Bündel. 

1. Begriff des Folarberührungstetraeders. Während bei einem 
Polartetraeder JiJ^J^^i einer Fläche zweiter Ordnung und Klasse je 
zwei verschiedene Ecken, also J^fJ^] ^zy^x\ «^u «^5 «^? «^5 «^> «^? «^sj «^ 
harmonische Pole sind^ soll als Polarberührungstetraeder ein solches 
bezeichnet werden^ bei dem (§ 68,9,11): 

(1) ef,, Ji; Jg, e/j; Jj, J^] efj, J^] e7^ , J^] J^, J^] J^, J^, 

je zwei harmonische Pole sind, während es J[,Ji nicht sind.^**) 

Man wählt, um ein solches Tetraeder zu erhalten, als Eckao J^ 
und «7^ irgend zwei getrennte Punkte der Fläche selbst (oo*, oo'), 
deren Verbindungslinie nicht gerade Erzeugende der Fläche ist, und 
nimmt alsdann auf der reziproken Polare dieser Verbindungslinie 
(§ 68, 15, III) irgend zwei harmonische Pole (c»^) der Fläche als 
Ecken J^ und J^, worauf die Bedingungen (1) erfüllt sind. 

Es gibt hiemach cx>^ (reelle) Polarberührungstetraeder einer 
(reellen) Fläche zweiter Ordnung und Klasse. 

2. Gleichungsform der Fläche. Den analytischen Ausdruck der 
Definition (1) eines Polarberührungstetraeders der Fläche (§ 143, (1), (2)): 

4 4 4 4 

(2) /'-'S^«*.***.-o, (3) F=yiy!A„u,u,^o 



(4) 



11 11 

bilden die Gleichungen: 

( /•,!= 0, /U- (§ 138, (13)); /;,+ (§ 146, (7)); 
l /is = 0, /•„ = 0, /•„ - 0, /i, = 0, f^ = (§ 149, (6)). 
Die Gleichung (2) erhalt also immer und nur in hezug auf, ein 
Polarberührungstetraeder die Form (§ 138, (12)): 

(5) ^stVi' + Ky»' + 26uyiy4== 0. 

Die Determinante der Gleichung (5) ist: 

6. 



(6) 



B = 



b„ 







'41 



h 




8S 




'14 







^M"$»'*14' 



Die Gleichung der Fläche in Ebenen- und Strahlenkoordinaten 
(§ 143, (2); § 144, (2)) werden daher nach § 138, (30): 



(7) 
(8) 






'p — '^iw. 



&»J ^88 



A, ^^*^ _ 2^8 ^6 
^f^4 ^88^4 



1 



Stande, Flftohen zweiter Ordnung. IL 



0. 

68 
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3* Dualität des Beriihrungstetraeders. Nach der Form der 
Gleichnngen (5) und (7) ist ein Polarberübrangstetraeder sich sdbst 
dtud. 

Die beiden Ecken J^ und J^ sind Punkte (ßeriihrungspunJäe) der 
Fläche^ die Seitenebenen 1^ und 1^ sind Berührungsebenen. Die Eeken- 
paare e7^, e7^; <^,«^; <^ij<^5 «^>«^5 ^zf^i ^^^^ harmonische Pole und 
die Seitenebenenpaare Ij, Ij; 's? 'i? 'i? '2 5 '2? U"? 's? L hamnonische Polar- 
ebenen. J^ und 14, J^ und' l^, J^ und 1,, e7^ und I3 sind je Pol und 
Pola/rebene. Die Kanten e7'ie7^= Ig X Ig und e72e^=lixl4 sind rezi- 
proke Polaren, die Kanten J^J^ und J^J^, sowie «7^,^ und «T^eT^ 
(I § 63, Fig. 319) konjugierte Tangenten (§ 68, 16). 

4« Spezies der Fläche. Eine imaginäre Fläche kann die Glei- 
chung (5) nicht darstellen, da die ihr genügenden Ecken J^ und J^ 
reell angenommen sind. Dagegen folgt aus (6) mit Rücksicht auf 
§152,7; 9: 

Die auf ein Polarberührungstetraeder bezogene Gleichung (5) sMU 
stets eine reelle geradlinige oder nicht geradlinige Fläche dar, je fwcÄ- 
dem die Koeffizienten b^^ und b^ verschiedenes oder gleiches Vorzeigen 
haben. 

6. BeispieL Unter die Form (5) fäUt die in § 73, (8) an- 
gegebene Gleichung des Paraboloides. Dort sind der Anfangspunkt 
Sl als J^ und der unendlich ferne Punkt der ^- Achse als J^ Punkte 
der Fläche. Ihre Tangentialebenen, die i;g- Ebene und die unendlich 
ferne Ebene, schneiden sich in der unendlich fernen Geraden der 
lyg-Ebene, die somit reziproke Polare der |-Achse ist. Die iy- und 
g- Achse sind konjugierte Tangenten, also ihre unendlich fernen 
Punkte als J^ und Jj harmonische Pole (§ 68, 16; 16, III). 

Setzt man insbesondere: 
h%yK> ^4 = p, ^7 1; Vip Vty yz7 Va--'^^ Vy ^y ^5 ^1? ^%y ^y ^4=-«*, t?, W,S\ 

^17 ^2J ^8? ^4? ^6? ^6 '^ P297 Psif Pia Pil) PU} P^y 

SO erhält man aus (5), (7), (8) wieder die Gleichungen § 70, (24), 
(32), (41) mit a - 0. 

6. Darstellung reziproker Bündel in Dreikantskoordinaten. 

In einem Bündel mit dem Mittelpunkte E seien, in bezug auf ein 
beliebiges Koordinatendreikant, iCj, x^, x^ die Koordinaten des laufen- 
den Strahles und u^, u^, u^ die Koordinaten der laufenden Ebene. 
In einem zweiten Bündel mit dem Mittelpunkt JE" mögen x^, x^, x^ 
und Wi', Ug', u^' die entsprechende Bedeutung haben (Fig. 223). 



J 
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Dann werden die beiden Bündel reziprok aufeinander bezogen 
durch die vier Systeme von Gleichungen (I § 67, 7): 

3 S 

(9) W-^c^x,, ■ (10) Ca;,-2^*«V5 

1 1 

8 3 



(11) Cx:^2c,,u,, (12) «,-2 



Die Gleichungen (9) enthalten, da es überall nur auf die Ver- 
hältnisse der Koordinaten ankommt, die acht unabhängigen Verhält- 
nisse der neun Konstanten c^^, deren 
Determinante: 

(13) C7=ic„ 





nicht sei. Mit C^, sind deren ünter- 
determinanten bezeichnet. 

Die Gleichungen (9) und (10), 
die Auflösungen voneinander sind, be- '"^"^ ^^ 

stimmen zu einem Strahl x^ des ersten 

Bündels die entsprechende Ebene u^ des zweiten und umgekehrt; die 
Gleichungen (11) und (12) zu einer Ebene u^ des ersten Bündels den ent- 
sprechenden Strahl a;/ des zweiten und umgekehrt (§ 18, (16) — (19)). 

7. Darstellung reziproker Bündel in Baumkoordinaten. Um 
die beiden Bündel im Räume darzustellen, wo sie eine beliebige Lage 
gegeneinander haben, nehmen wir die Mittelpunkte JE und J5' als 
Ecken J^ und J^ eines Koordinatentetraeders und lassen die Kanten 
der beiderseitigen Koordinatendreikante der Bündel in die von e7^, 
bezüglich J^ ausgehenden Kanten des Tetraeders fallen. 

Sind dann in laufenden Punktkoordinaten y^, y^, j/3, y^ des 
Raumes : 

■ • 

(14) yi .- yg : y« - ^ • 1^ -• ^; (15) <^iyi + ^ay« + t^ay» - o 

die Gleichungen eines Strahles (I § 59, (20')) und einer Ebene (I § 58, (4)) 
des Bündels J^ und: 

(16) Vi^ys-yi-^': .tt' : V, (17) Vs'yjj + v^'y^ + v^y^ = 

die Gleichungen eines Strahles und einer Ebene des Bündels J^, so 
sind A, ft, v; A', ft', v\ v^, Vg, 'o^ und v^', t7j', v^ bezüglich zugleich die 

in 6 mit x^jX^yX^\ ^i'j ^2? ^8? %; ^2; ^ ^^^ '-^i; ^2» ^s' bezeichneten 
Koordinaten (I § 57, 15, vorletzter Absatz links; I § 57, 16, Satz 

rechts). Daher entspricht (Pig. 224): 

68* 
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die 



dem Strald s: 

(18) yi • y» • y» =* ^ • f* = V 

des Bündels J^ nadi (9) 
Ebene S: 

(20) (qi^ + Ci,|ü + Ci8i/)y8 
d^ Bündds J^. 



dem Strahl s: 

(19) y> • ya : y* = ^' : /*' • v' 

(je$ Bündels J^ nach (12) die 
Ebene E: 

(21) (CiiA'+c,,/i'+C3,i;')yi 

+ ipit^' + ^«f*' + ^2v')y2 

J6S Bündds J^. 



^•A,pLy 




lsLJ'^''u' 



fiy 




Fig. SS4. 



Fi«, sas. 



8. Die dem Verbindungsstrahl der Mittelpunkte entspreohenden 
Ebenen. Der Verbindungsstrahl der beiden Mittelpunkte J^ und J^ 
(Fig. 225) hat als Strahl (18) und (19) bezüglich die Parameter: 

A=l, /i«=0, v = 05 r=0, /i'=0, v'-l, 

und daher nach (20) und (21) als entsprechende Ebenen: 

(22) Ciiyj+c,iy3+C8iy^=0; (23) c^^y^^ c^^y^ + c^y^^O. 

Nehmen wir diese beiden Ebenen als Eoordinatenebenen J^J^J^ 

(^4=0) und ef,/g Ji(yj = 0), so sind: 

^11 ^^ ^} ^1 ^^ ^j ^i ^^ ^} ^8 ^^ ^* 

Andern wir dann die Bezeichnung der andern Konstanten, indem 
wir setzen: 

^12 ~ ^22 > ^18 = <^> ^2 ~ ^J ^28 '^ ^88? ^81 ~ ^^14> 

80 findet die reziproke Beziehung der beiden Bündel nunmehr den 
Ausdruck: 



§ 158, 8—10. 
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Dem Strahl s': 

(25) yj-ys^yi^^'-^'-^' 

des Bündels J^ entspricht die 
Ebene H: 

(27) 26,yy, + (6„r+rf*')y2 
des Bündels J^. 



Dem Strahl s: 

(24) yi:y2:ys=A:/i:v 

des Bündels J^ entspricht die 
Ebene H: 

(26) (6,2/* + <yv)y2 + (T/A + 6Mv)y3 

+ 2Myi=-o 

des Bündeis J^. 

9. Strahlen, die mit ihrer Ebene vereinigt liegen. Der Strahl 
5 liegt nach (24); (26) in der Ebene Z\ bezüglich s' nach (25); 

(27) in Z*; wenn identisch in y^ und y^: 

{b^ili + <^v)f*yi + (tii + b^^v)vy^ ^hy^Vi + {\^^' + tr/tiO^'y* 

+ 2b,^X^y^^ 0, + {pX'+ b^fi'yy^^ 0, 

also: 

(28) A = 0, b,,ii'+(ö + r)iiv 

+ b,,v^^O. 



(29) 



b^X'' + (6 + r)r(i' 

+ fc„ft'«=0, i;'=^0. 

In jedem der beiden Bündel gibt es also ein l?aar von Strahlen, 
die je mit ihrer entsprechenden Ebene vereinigt liegen. 

Die Gleichungen dieser Strahlenpaare lauten nach (28) und (24), 
bezüglich (29) und (25): 



yi = 0, \^y^^+{ö + x)y^y^ 



^2y2*+ (<^ + ^)y2y8 + ^»y3*= o, 

yi«o. 



Sie sind also die Verbindungslinien der Mittelpunkte J^ und J^ 
der beiden Büttel mit dem auf der Kante J^J.^ gelegenen Punktepa^xr: 

(30) b^y^^+{fS + x)y^y^+b^^y^^^O, y^^O, y^=0. 

Die erste dieser Gleichungen stellt zugleich die beiden Ebenen 
dar, die mit ihren entsprechenden Strahlen vereinigt liegen. 

10. Definitive Wahl des Koordinatentetraeders. Nach der 
unter 8 getroffenen Verfügung sind die Ecken J^ und J^ und die 
Ebenen J^J^^i ^^^ J^^z^i des Eoordinatentetraeders und damit auch 
die Kante J^J^ bestimmt, die Ecken J^ und J^ aber auf dieser noch 
beliebig. Wir verfügen nunmehr über sie, indem wir sie als zwei 
zu dem Punktepaar Q^Q^ in (30) harmonische Punkte annehmen 
(Fig. 225). Dazu muß: 

(31) (T + r = 

genommen werden, so daß die Gleichungen (30) werden: 

(32) 6„y,* +&„?,*= 0, yi = 0, y,= 0. 
Damit folgt dann: 



906 § 168, 10—11. 

Für zwei beli^ige reziproke Bündel sei ein Koordinatenteiraeder 
eingeführt, dessen Ecken J^ und J^ die Mittelpufücte der beiden Bündd 
sind und dessen Ecken J^ und J^ auf der ScknitÜinie der dem Ver- 
hindungsstrahl J^J^ entsprechenden Ebenen liegen und harmonisch sind 
zu den beiden Punkten Q^, Qz, in denen diese Schnittlinie van den mit 
ihren entsprechenden Ebenen vereinigt liegenden StraMen beider Bündd 
getroffen wird. In bezug auf ein solches Tetraeder stdU sich die rezi- 
proke Beziehung derart dar, daß: 

dem Strahle s: ' dem StraJUe s: 

(33) yi'Vi'y^^ ^'(^'V j(34) y, :y$:y4=-i'-f*'=«'' 

des Bündels J^ die Ebene E': 
(35) (6,j|[t + isv)y^ 

+ (- (T/i + hzv)y^ + 2b^^ky^ = 
des Bündels J^ entspricht. 



des Bündels J^ die Ebene 27; 

(36) 26,yy, + (6„r-(y/)y, 

des Bündds J^ entspricht. 






*M 


ff 





— 6 


*$» 


26.. 


, 






Hier sind b^^, b^^, \^ und 6 beliebige Eonstanten und muß nur 
die Detei^inante: 



==2&,,(6,,6„+0 



von Null verschieden sein. 

Den in der Ebene t/i = liegenden Strahlen (33) und den in 
der Ebene ^4 = liegenden Strahlen (^34) entsprechen nach (35) mit 
^ = und (36) mit v'=0 die Ebenen durch die Kante J^J^, die 
beiden Bündeln angehören. 

11. Ort der Schnittpunkte entspreohender Elemente. Jeder 
Strahl des einen Bündels schneidet die ihm entsprechende Ebene des 
andern, falls er nicht ganz in ihr liegt, in einem Punkte P (Pig. 224). 
Den Ort solcher Schnittpunkte erhält man durch Elimination der 
Parameter X: ^: v aus (33) und (35) oder der Parameter i/, (i\ v 
aus (34) und (36). Beides führt zu derselben Gleichung: 

(37) &2j,y2* + h^y^^+ ^b^^y^y^-^O, 

Daraus aber folgt mit Rücksicht auf (5): 

I. Der Ort der Schnittpunkte entsprechender StraJilen und Ebenen 
zweier reziproker Bändet ist eine Fläche zweiter Ordnung,^^) 

Das für die beiden Bündel unter 10 eingeführte Tetraeder ist 
ein Polarberührungstetraeder der Fläche. Im besonderen liegen die 
Mittelpunkte der Bündel auf der Fläche und die ihrem Verbindungs- 
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strahl entsprechenden Ebenen sind Tangentialebenen der Fläche in 
jenen Punkten. Mit Rücksicht auf (32) und 4 folgt zugleich: 

n. Je nachdem die mit ihren entsprechenden Ebenen vereinigt 
liegenden Sirahlen der beiden Bündel reeU oder nicht reell sind, ist die 
Fläche eine geradlinige oder nickt geradlinige. 

Dual gilt in gleicher Weise der Satz: 

r. Die Verbindungsebenen entsprechender Strahlen und Punkte 
zweier reziproker Ebenen im Baume umhüllen eine Fläche zweiter Klasse. 

12. Brseugong einer gegebenen Fläche duroh remproke Bündel. 

Ist umgekehrt die auf eines ihrer oo^ Polarberührungstetraeder be- 
zogene Fläche (37) gegeben^ so sind damit auch die reziproken Bündel 
(33) — (36) bis auf die willkürlich bleibende Eonstante 6 bestimmt, 
in. Jede gegebene reelle Fläche zweiter Ordnung kann durch rezi- 
proke Bündel erzeugt werden. Zu jedem der oo* Polarberührungs- 
tetraeder der Fläche gehören oo' solche Erzeugungen. 

13. Farameterdarstellung der Flfiche. Bezeichnet man in (33) 
und (35) die Verhältnisse jli : A, v i X kurz mit /it, v, setzt also A = 1, 
und nimmt die Konstanten in die Koordinaten auf (I § 57^ 6)^ setzt 
also 6,2— 1, 683=* f = ± 1; 2fci4= — 1, wählt endlich <y = 0, so er- 
gibt sich aus (33) sofort (§ 52, (9); (9')); 

Die Koordinaten des laufenden Punktes der Fläche: 

(»8) y,'+«y5*-y,y4=o 

stellen sich durch die Parameter ii, v des Strahles s in folgender 
Weise dar: 

(39) Vi 'Vi 'Vi' ^4= l:(i:v:(i^ + ev^. 

Da ferner die Tangentialebene der Fläche im Punkte y^ die 
Koordinaten hat (§ 143, (5)): 

Vi : 1?, : Vj : t;^ = y^ : — 2y^ : — 26^3 : ^i, 

so lautet die zugehörige Paraineterdarstellung der laufenden Tangential- 
ebene: 

(40) v^ : t7g : Vj : i;^ = ur + bv^ : — 2ft : — 2bv : 1 . 

§ 159. Schmiegnngstetraeder nnd Erzeugung durch projektive Büschel. 

1. Begriff des Schmiegungstetraeders. Bei einer Linienfläche 
zweiter Ordnung bestimmen irgend zwei Erzeugende der einen Schar 
mit irgend zwei Erzeugenden der andern Schar ein Schmiegungs- 
tetraeder. Die vier Ecken J^, efj, J^, J^ (Fig. 226) eines solchen ge- 
hören, als Schnittpunkte der vier Erzeugenden, der Fläche selbst an. 
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Die in die vier Erzeugenden fallenden Kanten J^J^y J^J^j «^«^4^ «'iJj 
bilden ein auf der Fläche liegendes windschiefes Yierseit. Die Tier 

Seitenebenen e/^J^efg; e/^J^eT^^ e7^ «7^ c/^y J4J2^ ^^^ die Tangentialebenen 

j fy^Qj der FU^he bezüglich in den 

Ecken «^i, e/^, e^, J^, da sie 
zwei durch die Ecke gehende 
Erzeugende verbinden. Die 
beiden Kanten J^J^ und J^J^ 
liegen nicht auf der Fläche 
'^''^'^^ und sind reziproke Polaren, 
dajede von beiden die Schnitt- 
linie der Tangentialebenen in 




^fu^^o) 



Fig. 226. 



den Schnittpunkten der Fläche 
mit der andern ist (§ 68, 15, V). 

Das Schmiegungstetraeder ist sich selbst dual^^). 

2. Form der Gleichung in bessug auf ein Schmiegungstetraeder. 

Die Bedingungen für ein Schmiegungstetraeder der Fläche: 



(1) /'-S2«*.**«.= o» 



1 1 



(2) 



4 4 
1 1 




lauten nach seiner Definition (§ 146, (7)): 

(3) Ai = 0, fi2 = 0, /•„ = 0, /l, = 0; /•„ = 0, /ij = 0, f,^ = 0, /« = 0. 
Die Gleichung der Fläche erhält daher immer und nur in hesug 
auf ein Schmiegungstetraeder die Form (§ 62, (7)): 

(4) /■= ^KViV» + 26uyiy4= o. 

Die Determinante dieser Gleichung ist: 

6, 



(5) 



B = 



Daher wird: 








'14 

6„ 



\% 









-KK- 



•^28 — "z% — ^28^U> 



^14 = ^41 = ^3^4? 



ßn = — ^28? /^44 = Mj ß%h = ßbi = ^28^4? Aö = /^BS = — *23*14> 

während die übrigen J5^., und ß^.^ alle verschwinden. 

Die Gleichung der Fläche in Ebenen- und SträMenkoordinaten 
(§ 143, (2); § 144, (2)) wird dann nach § 138, (30): 

(6) S'F=b(2-1^' + 2^)^0', 

(7) -q> = 6j|rj« + ^r^' - 26„6i^(rjr5 - r^rg) = . 



I 
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3. Die linearen Komplexe der firzengenden. Die sechs line- 
aren Komplexe einer Regelschar der Fläche (4) sind nach § 147^ 
(17); (18): 

9^4. &,*,ri, prj >= 6„6i4r5, pr, = - hnb^^r^, pr, 6,» r^, 

WO p = ]/5 = tju^i^ oder p = — y JB == — 62« ^i4- Setzt man diese 
Werte ein, so ergebeD sich als Gleichungen der drei Komplexe, durch 
welche die beiden Scharen der Erzeugenden bestimmt werden: 

(8) &28^i + 6u^4=0, ^3=0, re=0 

und bezüglich: 

4. Beseitigung der Konstanten. Da die Tetraederkoordinaten Vjt 
bei festbleibendem Eoordinatentetraeder um beliebige Faktoren ge- 
ändert werden können (I § 57, 6), darf in (4) — (7) ohne Beschränkung 
623 = 1 , &j^ =- — 1 gesetzt werden. 

Jede Linienfläche kann daher in bezug auf ein Schmiegungstetraeder 
in Punkt' y Ebenen- und Linienkoordinaten durch die zusammengehörigen 
Gleichungen: 

(9) yiyz'-yiy4. = ^y (lo) v^v^-v^v^^^o, 

(11) r,« + r,^ + 2(r,r,-r3re) = 
dargestellt werden. 

Die beiden Regelscharen der Fläche sind dann die gemeinsamen 
Strahlen je dreier Komplexe: 

(12) r,-r, = 0, rs-O, re = 0; (12') r^ +r, = 0, r^^O, r^ ^0. 

Diese Strahlen genügen als Tangenten auch der Gleichung (11), 
die man mit Rücksicht auf die Identität: 

in den beiden Formen schreiben kann: 

(14) (r, - rj» - 4r,rg = (14') (r, + rj» + 4r,rj = 0. 

5. Braeugung der Fläche durch projektive Sbenenbüschel 
oder Pmiktreihen. Die Gleichung (9) ist das Resultat der Elimination 
Ton A, bezüglich l' aus dem einen oder andern der beiden Gleichungen- 
paare (§ 63, (^22); % 82, (30); (30')): 






(15) 

die Gleichung (10) ebenso aus: 

(16) |f^ + ''*=='' (16') 



. A'p, + »4= 0. 
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Die Gleichungen (15) stellen aber zwei projektive EbenenbQscliel 
mit den Achsen JjJ^ und J^J^, die Gleichungen (15') zwei andere 
mit den Achsen J^eT^ und J^J^ dar. Ebenso hat man in (16) und 
(16') je zwei projektive Punktreihen mit den Achsen JiJ^ und J^J^, 
bezüglich J^J^ und e^jeT^."^) 

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden projektiven 
Ebenenbüschel (15) oder (15'), sowie die Verbindungslinien entsprechetider 
Punkte der beiden Punktreihen (16) oder (16') liegen demnach auf der 
Fläche (9); (lOy^^) 

6. Erzeugung der einseinen Soharen. Die Linien (15) und (16) 
haben beide dieselben Strahlenkoordinaten (I § 59, 1): 

(17) ri : rj : rj : r^ : rj : r^ = A : — A* : : >l : 1 : 0, 

sind also für jedes A identisch. Ebenso die Linien (15') und (16*), 
deren Strahlenkoordinaten sind*®^): 

(17') r^ : r, : rj : r^ : /-g : rg = — A' : : >l'* : X' : : 1 . 

Durch Elimination von A aus der mit Rücksicht auf (13) för 
vier unabhängige Gleichungen zählenden Proportion (17) erhält man 
die Gleichungen (12), aus (17') entsprechend die Gleichungen (12'). 

Daher erzeugen die beiden Ebenenbüschel (15) und die beiden 
Punktreihen (16) die eine Regelschar (12), dagegen die Ebenenbüschel (lö^ 
und die Punktreihen {W) die andere Regelschar (12') der Fläche (9), (10). 

7. Lineare Komplexe der beiden Soharen. Sollen die beiden 
Scharen (17) und (17') beide zugleich einem und demselben linearen 
Komplex (1 § 60, (12)): 

(18) c^r^ + c^r^ + c^r^ + c^r^ + c^r^ + c^r^ = 

angehören, so muß identisch in X und A' sein: 

(19) -c,X^+{c,+ c,)X + c,= 0, 
(19') c,l''-{c,-c^l'+c,^0, 

was nur möglich ist, wenn Cg = 0, Cj ^ 0, c^ = 0, c^ =0, 0^+ c^^^ 0, 
Ci — c^= 0, also aUe sechs Koeffizienten c^ von (18) verschwinden. 

I. Es gibt daher keinen linearen Komplex^ dem gleichzeitig beide 
Regelscharen einer Fläche zweiter Ordnung angehören. 

SoU dagegen nur die Schar (17) dem Komplex (18) und die 
Schar (17') dem Komplex: 

(18') c/r^ + c^'r^ + c^'r^ + c^r^ + c^Wr^ + c^r^ = 

angehören, muß nach (19) und, mit c/ für c^., nach (19') sein: 

(20) ^2 = 0, c, + c, = 0, C5 = 0; (20') Cs'^O, q'-^/^O; V = 0. 
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IL Jede der beiden Begelscharen (17) und (17') gehört somit oo* 
linearen Komplexen^ einem „dreigliedrigen linearen System^^ an^ welches 
bezüglich durch die Gleichung: 

(21) c,(r,-r^) + c^r^ + c,r,^0', (21') c,\r,+rj + c,\ + c,'r,^0 

mit bdiebigeyi Verhaltnissen c^ : c, : c^ und c^ : c^ : c^' dargestellt ist 
(vgl. (12); (12';). "8) 

8. Involutorisohe Lage der beiden linearen Systeme. Man 
nennt die beiden linearen Komplexe (18) und (18') in Involution lie- 
gend, wenn zwischen ihren Koeffizienten die Bedingung besteht: 

(22) q c/ + CjCj' + CjCß' + c^c/ + c^c^' + c^c^ «= . 

Zu dem Komplexe (21) oder (21') liegen daher alle Komplexe 
(18') oder (18) in Involution, für die bezüglich: 

(23) -q(c/-c;) + CeV+^^6=0; (23') <(c, + c,) + c,'c5+ ^^=0. 

Die erste Bedingung ist unabhängig von c^ : Cj : c^ erfüllt für 
(20'), die zweite unabhängig von c/ : c,' : c,' für (20), oder: 

ni. Das lineare System (21') umfaßt gerade aUe linearen Komplexe, 
die m jedem Komplex des Systems (21) in Involution liegen, das System 
(21) umfaßt alle linearen Komplexe, die zu jedem Komplex des Systems 
(21') in Involution liegen. 

9. Spesielle Komplexe der beiden linearen Systeme. Unter den 
oo« linearen Komplexen (21) oder (21') sind nach § 86, 4 (I § 60, (13)) 
diejenigen cx>^ Komplexe speziell, für die: 

(24) -c,*+c,ce=0, (24') q'»+VV=0, 
die also durch die Gleichungen dargestellt sind: 

(:r,-r,) + l^r, + 'fr,^0; (r, + rj - ^ r, + ^r, = 

oder mit den Abkürzimgen X' = Cg : q — q : c, und >l = — C5' : c^' = c/ : c^ 
durch : 

(25) r(r,-r,) + r3 + rVe = 0; (250 X(r, + r,) + r,-Pr,^0. 

Die Achse des speziellen linearen Komplexes (25) hat aber nach 
§ 86, (16) (I § 60, 6) die Strahlenkoordinaten (17') und die Achse von 
(25') ebenso die Strahlenkoordinaten (17). Damit ergibt sich: 

IV. Die Achsen der speziellen Komplexe der dreigliedrigen Systeme 
(21) und (21') sind bezüglicti die beiden Begelscharen (17') und (17). 

10. Farameterdarstellung der Fläche. Die Koordinaten y^ des 
Schnittpunktes der beiden ungleichnamigen Erzeugenden X und l' 
sind nach (15) und (15') (§63, (26)): 

(26) yi'yt'^yf,'y^--Xk':l':k\l 






(28) 



912 § 1Ö9. 10-12. 

und die Koordinaten Vj^ der Yerbindungsebene nach (16) und {16') 

(§ 82, (33)): 

(27) t?! : Vg : i?3 : v^ « 1 : — A : — X' : AT. 

Die Gleichungen (26) und (27) enthaUenJdie Darstellung der Punkte 
und Tangentialebenen der Fläche (9), (10) durch die Parameter der 
beiden Erzeugenden, die durch den Punkt gehen y bezüglich in der gur 
gehörigen Tangential^>ene liegen,^^^) 

11. Verbindungsebenen sweier festen Eneugenden mit einer 
laufenden. Die Verbindungsebenen zweier festen Erzeugenden i^ and 
Aj der einen Schar mit einer laufenden k' der andern haben (I § 58,(3)) 
nach (27) die Gleichungen (§ 82, (35)): 

< 

die Schnittpunkte derselben festen Erzeigenden X^ und A, mit der- 
selben laufenden A' ebenso nach (26) die Gleichungen: 

fX'(Ai», + «j) + (Ai», +»4)-0, 

■ 

Aus der Form dieser Gleichungen folgt unmittelbar (I § 66, 4): 

Die Verbindungsebenen oder Schnittpunkte irgend zweier festen Er- 
zeugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden der andern 
bilden zwei projektive Ebenenbüschel, bezüglich Punktreihen, 

12. Doppelverhältnis von vier Erzeugenden. Die Verbindungs- 
ebenen oder Schnittpunkte einer laufenden Erzeugenden k mit vier 
festen Erzeugenden k! (i = 1, 2, 3, 4) haben nach (28) und (29) die 
Gleichungen: 

(30) {y, - Ay,) - A/(y, - AyJ = , 

(31) A/(A»i + «,) + (Ar, + O - 

und daher (I § 42, (27); I § 46, (13); I § 58, 8) das Doppelverhatnis: 

/«JON i O l — ^» ) ( ^1 — ^4 ) 

^ -' '^-(ÄT^-VÜV^V)* 

Die vier Verbindungsebenen sowohl wie die vier Schnittpunkte von 
vier festen Erzeugenden der einen Schar mit der laufenden Erzeugenden 
der anderen haben ein von k unabhängiges und zwar dasselbe Doppd- 
verhältnis,^^) Es heißt das Doppelverhältnis der vier Erzeugenden 
(§ 52, 7). 



(29) 
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§ 160. Das Pasoalsclie nnd Brianchonsolie Sechsselt im Baume. 

1. Begriff des Fasoalsohen und Brianohonsohen Seohsseits. Ein 

unebenes Sechsseit (Fig. 227) mit den Seiten g^g^yg^jQ^, 9f,,9^ Hat 
drei Paare von Gegenseiten, g^ und g^^, g^ und 
g^j gfj und g^j ferner drei Paare von Gegen- 
ebenen und drei Pawre von Gegenecken: 



<i) 



■12 



-46 



5^45^5 ; 



•84 



iE. 



(10 



gig%y 
56 "^ gh9^7 ^8 '^ 9%gz 1 

E^-g^xgt, ^4&-gixg5] 




indem g^^g^ die Verbindungsebene und gj^ x g^ den Schnittpunkt der 
Geraden g^ und g^ bezeichnet (§ 37, 1). 

Es heißt ein Pascalsches, wenn ' Es heißt ein Brianchonsches, 



die drei Schnitäinienje zweier Gegen- 
ebenen: 



Eij X E45 



wenn die drei Verbindungslinien je 
zweier Gegenecken: 

t 



(2) 



^66 X EfJ = '«S 





E^^E^ ' 


« fti, 


(2') 


1^84^61 


-Ä,, • 




l^5g-Ejg 




durch 


einen Punkt, 


den Brianchon- 


punktj gehen. 





in einer Ebene, der Pascalebene, 
liegen. 

2. Andere notwendige und hinreiahende Eigenschaften. Da 

bei dem Brianchonschen Sechsseit die Verbindungslinien E^^E^^ und 
-^66-^28 durch einen Punkt gehen, also in einer Ebene liegen, so be- 
finden sich auch die vier Ecken E^^, E^^, E^^, E^^ und damit die 
Gegenseiten g^ « E^^E^^ und g^ =» ^M^ei ^ dieser Ebene. Mit Hin- 
zufügung des dualen Satzes folgt also: 



Bei einem Pascalschen Sechs- 
seit gehen je zwei Gegenseiten durch 
einen Punkt. 



Bei einem Brianchonschen Sechst 
seit liegen je zwei Gegenseiten in 
einer Ebene, 



Liegen umgekehrt bei einem unebenen Sechsseit je zwei Gegen- 
seiten g^ und g^, g^ und g^, g^ und g^ in einer Ebene £^4, E^g, Egg, 
so schneiden sich diese drei Ebenen in einem Punkte P == E^^ x E35 x Egg. 
Da nun die Gerade k^^E^^E^ die Geraden g^, g^, sowie g^, g^ 
schneidet, also in den Ebenen E^^, sowie Egg liegt, geht sie ebenfalls 
durch P. Dasselbe gilt von k^ =• -^34^61 ^^^ K "^ -^se-^ss- 
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Gehen je zwei Gegenseiten eines Liegen je zwei Gegenseiten eines 

unebenen Sechsseits durch einenPunkty unebenen Secfisseits in einer Ebene, 
so ist es ein Pascaisches, so ist es ein Brianchonsches. 

Jedes unebene Pascalsche Sechsseit ist daher auch ein Brianchonsches 
und umgekehrt.^^) 

3. Seohsseite auf den Linienflftohen sweiter Ordnung. Die 

Seite g^ eines Briancbonscben Sechsseits schneidet die anschließenden 
Seiten g^ und g^ und nach 2 auch die Gegenseite g^] ebenso schneiden 
die Seiten g^ und g^ je die Seiten g^, g^, g^. Daher gehören (§ 74,6) 
9i9 9ii ffb ^^^ durch g^, g^, g^ bestimmten Linienfläche zweiter Ordnung 
an, welche auch g^, g-^, g^ enthält. Keine zwei von den drei Seiten 
9%} 9i) 9b l^önnen in einer Ebene liegen, ohne daß das ganze Sechs- 
seit eben wird. Entsprechendes gilt mit Vertauschung der ungeraden 
und geraden Seiten. 

Jedes Pascalsche und jedes Brianchonsche und^ene Sechsseit liegt 
auf einer Linienfläche zweiter Ordnung derart, daß seine drei ungeraden 
Seiten gi, g^, g^ der einen und seine drei geraden Seiteti g^, g^, g^ der 
anderen Schar von Erzeugenden angelwren. 

Liegt umgekehrt ein Sechsseit auf dem Hyperboloid, so müssen, 
da je zwei benachbarte Seiten in einer Ecke zusammentreffen, die 
drei ungeraden Seiten ^j, ^3, ^5 der einen und die drei geraden g^^g^^g^ 
der andern Schar der Erzeugenden angehören. Dann schneiden sich 
aber auch, die Gegenseiten g^ und g^^ g^ und g^, g^ und g^ (§ 63, 4) 
und so folgt «nach 2: 

Jedes auf einer Linienfläche zweiter Ordnung verzeichnete SecfiS- 
seit ist gleichzeitig ein Pascalsches und ein Brianchonsches un(i>enes 
Sechsseit. 

4. Mannigfaltigkeit der Seohsflaohe und Sechsecke bei gegebenen 
Seiten. Wir haben bisher angenommen, daß die Seiten g^^ des der 
Linienfläche aufgeschriebenen Sechsseits in bestimmter Reihenfolge ge- 
geben sind, worauf die sechs Seitenebenen und sechs Ecken als Ver- 
bindungsebenen und Schnittpunkte je zweier aufeinanderfolgender 
Seiten, wie in (1); (1') bestimmt sind. 

Nun bleibt aber die unter 3 gefundene charakteristische Eigen- 
schaft des durch seine sechs Seiten gegebenen Pascalschen und 
Briancbonscben Sechsseits vollkommen erhalten, wenn man bei fest- 
gehaltenen ungeraden Seiten die geraden auf alle möglichen Weisen 
vertauscht (oder umgekehrt), also die Anordnungen trifft: 
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^2 = 9i929s9B9b94.} 
Si ^ 9i969z9A9hff2' 



\Sx'=^9i9i9z94.9h9ay 
(3) «2 - 9i9i9n9B9s9iy (30 

' S» « 9i9(i9z9i9i9A7 

Denn in jeder dieser Anordnungen schneiden sich je zwei Gegen- 
seiten^ die erste und vierte^ zweite and fünfte^ dritte und sechste^ weil 
sie ungleichnamige Erzeugende der Linienfläche sind^ auf der da& 
Sechsseit hegt. AUe sechs Sechsseite (ß\ (S*) sind also Pascalsche und 
Brianchonschey sobald es das erste ist. 

Die Seitenebenen und Ecken der sechs aus denselben sechs Seiten 
gebildeten Sechsseite sind aber nicht dieselben^ sondern bezüglich die 
folgenden : 



^12 ^2S ^84 ^46 ^56 ^61 ; 



(4) 



(4') 



^% ~ ^14^48 ^36 ^«5 ^52 ^21 > 

^8 ~ ^16^3^82^5^64^41; 

ST? TP TP "E* 1? 1? 
1 = A2A8-^84-^46A6^61> 

C TP TP TP TP T? TP 

^% =* A4^43 ^86 ^66^52-^21; 

^3 == ^lQ^M^S2^2h^U^417 



0| =^ E^^ E43 Es2 ^25 £5^ E^^ , 

^2 ~ ^12^8^86^65^54^41; 

^45^62^1; 



^9 — ^igEgjE 



84 '-45 



C 17' 17 TT' 17 X? 

A4-^48 -^«2^25^6 -^61; 



S' ^ E E E E E E 

"2 -'^12-'^28-^86-^65-*^54^41> 

C' TP TP TP TP TP TP 

^S = Ae ^68-^^84-^45 A2Al> 



WO wieder die erste und vierte, zweite und fünfte, dritte und sechste- 
Seitenebene und Ecke als Gegenebenen und Gegenecken gelten. 

Die beiden Kolonnen (3) und (3^) sind so angeordnet, daß S^, 
Sj, S3 einerseits und S^\ S,', 8^' andrerseits je durch zyklische Ver- 
tauschung von 9^, g^, g^ in- 
einander übergehen, wäh- 
rend die Transposition 24 
von (3) zu (30 überführt. 

Jeder der neun Schnitt- 
punkte der drei Erzeugen- 
den (7„ g,, g, (Fig. 228) 
mit den drei Erzeugenden ä 
g^y g^y g^ tritt unter den 
Ecken (4') viermal auf, ^' 
ebenso jede der neun Ver- 
bindungsebenen viermal unter den SAtenebenen (4). 

5. Die sechB Fasoalebenen und sechs Brianohonpunkte. 

jedem der sechs Pascalschen und Brianchonschen Sechsseite S^, S/ 
gehört eine Pascalebene TT;^, TT/ und ein Brianchonpunkt P^^, P^" 
{k = 1, 2, 3). 

Da der Brianchonpunkt Pj des Sechsseits S^ auf den Verbindungs- 




Fig. 228. 



Zu 
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linien der Oegenecken E^^ ™^^ ^46 ^^^ ^u ™i^ -^ei ^^S^» ^^ liegt er 
auch in der Ebene E14, welche die Seiten g^^E^^E^^ und g^^E^^E^ 
▼erbindet^ ebenso in den Ebenen £3^ und £5^. Er ist also der Schnitt- 
puDkt der Verbinduugsebenen je zweier Gegenseiten. Ebenso ist TT^ 
die Verbindungsebene der Schnittpunkte E^^, E^y E^^ je zweier 
Gegenseiten. Da entsprechendes auch für die anderen Sechsecke gilt, 
ao erhält man die sechs Pascdlebenm und sechs Brianchonpunkie in 
folgender Weise: 

Pi =* ti4 X Ejg X E52 , Pi = Ejj X Ejg X E54 ; 
(5) \ -Pg = Eiß X Ej, X E54, P, « Ejg X E54 X E52 ; 

-tj — Eij X E34 X Egg, ij = Ei4 x: Ejj x £5^ ; 

TTi = i?i4 -E,6 £52 , TT/ =- J5Ji, j^gg J5J54 ; 

{5') i TT, = JBie -Ej j B54 , TTj' = -Big E,^ JEg, ; 

TT» — -^12 ^jA-E^sg ; TT3' = -Bu^M -E'öe • 

6. Die analytlBOhen Bedingungen der auf einer Iiinienflaohe 
liegenden Seohsseite« Die Seiten g^yg^^gz} ff ^7 ffsf ffe s^i^^ Erzeugende 
der Linienfläche § 159^ (9); (10); die ungeraden mit den Parametern 
^1; ^8» h sollen der Schar § 159, (15); (16), die geraden mit den 
Parametern A„ A^, Ag der Schar § 159, (15'); (16^) angehören. Als- 
dann sind die Gleichungen der Seitenebenen und Ecken nach § 159, 
<28); (29): 

,g. I Eij = yi - ^iVf - ^iVz + ^hvi == 0, 

^^54 « yi - k^y^ - k^y^ + X^X^y^ = 0, . . ., 

^ ^ 1 £54 = XgA^t?! + A^t'a + ^5^3 + t;^ = 0, . . ., 

wo E12, E54, . . . und J5?ig, £54, . . . zugleich als Abkürzungen für die 
linken Seiten der Gleichungen der Ebenen und Punkte dienen. 

Um die alsdann bestehenden Beziehungen zwischen den Ebenen 
und Punkten analytisch darzustellen, benutzen wir wieder die in 
§ 37, (4) und § 52, (24) eingeführten Abkürzungen p,, 9/, (>/' («= 1, 2, 3), 
«owie die in § 52, (19) angegebenen für L^y Jf,., Ni (i«l, 2, 3, 4). 

Dann ergibt sich zunächst aus (6): 

<7) Pi'Ej, - Pi E„ = { (Ai - >l,) {i>,-h)-ih- K) ih - ■!«) } y, 
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und mit Beaatzang der geaannten AbkürzQngen: 

(9) Pi'Em-PiEi, -TTi, 

(10) n, = (M,-N,)t,M^»-N,)y,+(M,-N,)i,,+(M,-N,)!,„ 
und ebenso: 

WO TT^, P^ ihrerseits als AbkürzuDgen für die Ausdrücke rechts in 
(10) und (10') gebraucht sind. 

Nun haben die Ausdrücke § b2, (19) sämtlich die Eigenschaft, un- 
geändert zu bleiben, wenn gleichzeitig die drei ungeraden Parameter 
^; ^9 h ^^^ ^^^ ^^^ geraden X^^ X^y A^ je unter sich zyklisch ver- 
tauscht werden, indem sich dabei die drei Glieder jedes Ausdrucks 
selbst zyklisch vertauschen. Dagegen gehen dabei nach § 37, (4) q^ 
in 9,, pi' in p,', und Ej^ in E^^, E^ in E,^, -B^^ in E^^, E^^ in J&34 
über. Mit zweimaliger Anwendung dieses Verfahrens erganzen sich 
also die identischen Gleichungen (9) und (9') zu folgendem System: 



{Q,E,,^Q,'E^+P,^0, 



eiEi2-pi'E54+ni = o, 
(11) i(^,E3,-(>,'E,, + n, = o, (110 

PaEse-pj'Ejj + Hi-O; 

Diese Gleichungen enthalten aber den Satz: 

Jedes auf einer Linienfläche zweiter Ordnung verzeidinete Sechsseit 
^i^^s^4^6^6 ^^ ^^^ Pascalsches und Brianchonsches. 

7. Besiehung swiaohen Pasoalebene und Brianohonpunkt. Da- 
bei sind: 

(12) ,n,=.0, (12') P.-O 

die Gleichungen der Pascalebene und des Brianchonpunktes. 

Da aber zwischen Pol y^ und Polarebene t;^ in bezug auf die 
Fläche § 159, (9) nach § 149, (3') die Beziehung: 

(13) ' yi • »2 : y« • ^4 = ^1 : — «5 : - ^8 • ^1 

besteht; ergibt sich mit Rücksicht auf (10) und (10'): 

Pascaiebene und Bricmchonpunkt eines auf einer Linienfläche zweiter 
Ordnung verzeichneten Sechsecks sind Polarebene und Pol in bezug auf 
die Fläche. 

Dies stimmt mit (5) und (5") überein, da E^^^, Eg^, Eg, die Tangential- 
ebenen der Fläche in den Punkten E^^, E^^, E^^ sind. 

8. Gleichung der Linienfläohe eines Pascalsohen SeohsseitSi Sind 
umgekehrt für sechs Ebenen E^ = 0, E^j == 0, Ej^ = 0, E^ = 0, Es^ — 0, 

Staude, Flächen Eweiter Ordnung. II. 59- 



. ! 
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E^ » in YerbinduDg mit einer siebenten TT^ = die Bedingungen 
(11) mit beliebigen Faktoren Qj^, (»/ erfüllt, so liegen die Schnitt- 
linien je zweier Oegenebenen des Ton den sechs Ebenen gebildeten 
Sechsflachs wie in 1 in der Ebene (12). Setzt man nun zur Ab- 
kürzung: 

(14) (>iEi,«Fi, Q^E^i^r^, p,Eje=^8; 

Pi ^M ™* *i ; Q% ^16 •*" ■" ^2 7 Qt ^8« ■* ■" 's 5 n^ ** — r, 
so stellt die Gleichung: 

(16) v'-{r,+ r,+ v,)r-{-(r,r,+ r,r,+ v,r,)^o, 

analog wie § 37^ (16), eine Fläche zweiter Ordnung dar, auf der die 
sechs Seiten: 

(/,:F,-0, F/-0, (/,:F,«0, F/^O, ... 

des Sechsseits liegen. 

Jedes Pascaische oder Brianchansche andiene Sechsseit liegt auf 
einer Fläche zweiter Ordnung. 

9. Die Steinersohen Linien der sechs Seohsseite aus seohs Sr- 
seugenden. Bei einer wiederholten zyklischen Vertauschung der 
Parameter X^j k^, X^ nehmen die identischen Gleichungen (11) und (IV) 
iie Form an (§ 52, (23)): 

(16) {^«"^H— P8E58+ TT3 = 0, .jg, IPs^-^u— ^8-^6«+ -Pf« 0, 

(17) { ^*'^" ~ (^«"^68 + TTj — 0, , j^,. J Q^E^^ ~ Qi'E^t + P3 — 0, 

Diese Identitäten kennzeichnen aber die Sechsseite 8^ und S^ in 
(4) als Pascalsche und in (4') als Brianchonsche. 

Die Gleichungen der Pascalebenen und Brianchonpunkte der drei 
Sechsseite (3) werden dabei: 

(18) n, =- {N, - 4) y^ + (i^, - L^ y, + (i\r, - i,) y, + (JV, -LJ V*- 0, 
ln,=(Xi-J(f,)y. + (L,-JJfj).v, + (L,-Jtf,)y,+(L^-^^)y^=-0; 

(180 P, = iN,-L,)v,-{N, -L,) v,-{N, - L,)v, + (N, -L,)v^=0, 
P,= (L^ - Jtf,)»,- (L, - 3f,)»,-(L, - Jf,)o,+(4 - M^)v^-0, 

weil die zyklische Vertauschung von Aj, X^, 1, die Ausdrücke L^, M^, 
N^ in § 52, (19) selbst zyklisch vertauscht. Die Gleichungen der 
.Pascalebenen und Brianchonpunkte der drei Sechsseite (3") entstehen 
aus (18) und (18") durch Yertauschung von il, und ^^. 
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Da nun identisch: 

(m TT, +n, +n, =0, p, +p, +p, »o, 

80 folgt (I § 51, (7)): 

Die drei Pascalebenen der Sechsseite 8^, S^, 8^ in (3), soune 
^11 S^\ S^' i^ (30 gehen je durch eine Gerade und die drei Brianchon- 
punkte der 8echsseite 8^,8^,8^, sowie S/, S/, 8^' liegen in einer Geraden 
(Steinerschen Geraden). 

Die Geraden seien mit g, g\ h, h' bezeichnet: 
r20^ TT, xü, xH, ^(/, P,P,P3«A, 

Da aber der Punkt P, nach (2') auf der Verbindungslinie von 
JEi8 und E^y von E^ und j?^,, von i^^^'und E^^ liegt, liegt er nach 
(5') auf den Ebenen TT/, Tlg', TIj'. Dasselbe gilt von P^, da er nach 
(4') auf der Verbindungslinie von E^^ und JS'ßg, jE^ und E^-j, E^ und 
i?2i liögtj ebenso von Pg. Da somit P^, P^^ Pj alle auf / und ebenso 
P/, Pj', Pj' auf g liegen, so ist nach (20): 

(21) h^g\ K^g, 

Zugleich folgt aber aus 7: 

Die beiden 8teinerschen Linien (21) sind reziproke Polaren in bezug 
auf die Linienfläche, auf der die Sechsseüe (3), (3') liegen. 

10. Übergang auf die Kurven und Kegel zweiter Ordnung 
und ElasBe. 

Schneidet man das auf einer; Projiziert man das auf einer 



Linienfläche verzeichnete Sechsseit 
mit einer Ebene A, so liefern die 
sechs Seiten ^^^ (Ä «» 1, 2, . . . , 6) des 
Sechsseits die sechs Ecken 6^ eines 
der Schnittkurve einbeschriebenen 
Pascalschen Sechsecks und die neun 
Seitenebenen E^^, neun Seiten Cj^^ 
dieses Sechsecks (A; «= 1, 3, 5; 
l - 2, 4, 6) (§ 52, 11). 

Die sechs Pascalschen Ebenen 
n„ n; (*-l, 2, 3) liefem die 
sechs Pascalschen Linien der den 
Kombinationen (3), (3') entsprechen- 
den Pascalschen Sechsecke, die 



Linienfläche verzeichnete Sechsseit 
von einem Punkte Ä, so liefem die 
sechs Seiten gj^ (Ä = 1, 2, . . . , 6) 
des Sechsseits die sechs Seiten- 
ebenen r^^ eines dem Berührungs- 
kegel urnbeschri^benen Brianchon- 
sehen Sechsflachs und die neun 
Eckpunkte E^^^ neun Kanten dieses 
Sechsflachs (fc = l,3,55 Z = 2,4,6). 
Die sechs Brianchonpunkte 
P^, P; (Ä;=l,2,3) liefern die 
sechs Brianchonschen Linien der 
den Kombinationen (3), (3') ent- 
sprechenden Brianchonschen Sechs- 

69* 
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wieder zu je dreien durch die ; flache^ die wieder zu je dreien in 



Steinerschen Punkte G und G' 



den Steinerschen Ebenen V und V 



gehen, in denen die Steinerschen liegen, welche die Steinerschen 
Linien g und g' die Ebene A Linien g und g' mit dem Punkte 
schneiden. , A verbinden. 

Die Steinerschen Punkte G Die Steinerschen Ebenen V 

und G' sind nach 9 harmonische und f sind nach 9 harmonische 
Pole in bezug auf die Schnittkurve. Polarebenen in bezugauf denE^^L 

Die Yerbindungsfigur der. Die Schnittfigur des Bündels 

Ebene A mit einem Punkte A fQhrt ' am Punkte A mit einer Ebene A 
auf das einem Kegd gweiter Ord- fahrt auf das einem KegdsdmiU 



nung einbeschriebene Pascalsche 
Sechskant, 



umbeschriebene Brianchansche SetAs- 
seit (§ 37, 4). 



Amnerkungen. 

In den Anmerkungen sind einige häufiger angef&hrte Werke abgektiret be- 
zeichnet Die zugehörigen voÜen Titel folgen hier zur schnellen Auffindung in 
cUj^hcibetischer Reihenfolge. 

Die Angaben, wie § 8, 2 und § 8, (2), beziehen sich überall auf §, Artikel 
(ohne Klammeni) und Formeln (mit Klammeni) des vorstehenden Textes; die 
Angaben I § oder I Anm. ebenso auf das Torausgegangene Buch des Verfassers: 
Analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene, 1906. 



Apollonit Pergaei quae Graece exstant (Conicorum libri lY, um 250 y. Chr.), ed. 

J, L. Heiberg, Leipzig, Bd. 1, 1891; Bd. 2, 1898 [abgekürzt: Apollonius, Con.; 

Seitenzahlen auf Heib. bezüglich]. 
BaUzer, B., Analytische Geometrie, Leipzig 1882 [Baltzer, Geom.]. 
— , Theorie und Anwendung der Determinanten, 4. Auflage, Leipzig 1876 [Baltzer, 

Det.]. 
Bopp, K., Die Kegelschnitte des Gregorius a St. Vineentio (1647), Leipzig 1907 

[Bopp, Greg.]. 
Cantor, M., Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Leipzig, Bd. 1, 8. Aufl. 

1907; Bd. 2, 2. Aufl. 1900; Bd. 3, 2. Aufl. 1901; Bd. 4, 1908 [Cantor 1, 2, 8 

oder 4]. 
Cauchy, A, L., Le9on8 sur les applications du calcul infinitesimal ä la g^om^trie, 

Paris, t. 1. 1826 [Cauchy, Applic.]. 
— , Exercices de mathdmatiques, 1.— 4. annäe, Paris 1826—29 [Cauchy, Exerc.]. 
Chasles, M,, Aper9u historique sur Torigine et le ddveloppement des m^thodes 

en g^om^trie, Bruxelles 1837 [Chasles, Aper9u]. 
— , Recherches de g^omätrie pure sur les lignes et les surfkces du second degrä, 

Bruxelles, M^m. Acad. V, 1829 [Chasles, RecherchesJ. 
— , Memoire de g^omätrie pure sur les propri^t^s g^ndrales des cönes du second 

degr^, Bruxelles, M^m. Acad. VI, 1830 [Chasles, Cönes]. 
Clebseh, Ä., — Lindemann^ F., Vorlesungen über Geometrie, Bd. 1, 2. Aufl.. 

Leipzig 1906 [Clebsch-Lindemann, Ebene]. 
— , Vorlesungen über Geometrie, Bd. 2, Leipzig 1891 [Clebsch-Lindemann, Raum], 
Desargues, G., Oeuvres par G. Poudra, Paris 1864 [Desargues, Oeuvres]. 
Dingeldey, F., Kegelschnitte und Eegelschnittsysteme, Encyklopädie der math. W. 

m, C, 1 [Dingeldey, Encykl.]. 
Dupin, Ch., Ddveloppements de g^om^trie, Paris 1813 [Dupin, Dövel.]. 
Dyck^ W., Katalog mathematischer Modelle, München 1892 [Dyck, Katalog]. 
JSuler, L., Introductio in analysin infinitorum, Lausannae 1748 [Euler, Introd.]. 
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Hesse, 0., YorlesQDgen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des 
Punktes und des Kreises in der Ebene, Leipzig, 2. Aufl. 1878 [Hesse, Ebene]. 

— , Sieben Yorlesungen aas der analytischen Geometrie der Kegelschnitte, Leipzig 
1874 [Hesse, Sieb. Vori.]. 

— , Vorlesungen über analytische Geometrie des Baumes, Leipzig, 8. Aufl. 1876 
[Hesse, Baum]. 

Klein, F., Einleitung in die höhere Geometrie, autograph. Vorl. Bd. 1, GOttingen 
1898 [Klein, Vorles.]. 

Jüügel, G, S., Mathematisches Wörterbuch, Leiprig, Bd. 2, 1805; Bd. 3, 1808; 
Bd. 4, 1828 [Klügel 2, 8, 4]. 

Kotier, E., Bericht über die Entwicklung der synthetischen Geometrie, Jahresber. 
der D. Math. Vereinigung 6, 1901 [Kötter, Ber.]. 

Lame, G , Examen des diffiSrentes m^thodes employ^es pour räsoudre les problämes 
de gäomdtrie, Paris 1818 [Lam^, Exam.]. 

Lie, S. — Scheffers, G., Vorles. über Differentialgleichungen mit bekannten in- 
finitesimalen Transformationen, Leipzig 1891 [Lie-Scheffers, Differentialgl.]. 

— , Vorles. über kontinuirliche Gruppen, Leipzig 1898 [Lie-Scheffers, kontin. 
Grupp.]. 

— , Geometrie der Berührungstransformationen, Leipzig 1896 [Lie-Scheffers, 
Berflhr.-Transf.]. 

Magnus, L. T., Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen ans der analytischen 
Geometirie, Bd. 1, 1838; Bd. 2, 1887 [Magnus, Au%.]. 

Muller, F., Historisch-etymologische Studien über mathem. Terminologie^ Pro- 
gramm, Berlin 1887 [F. Müller, Progr.]. 

— , Zeittafeln zur Geschichte der Mathematik, Leipzig 1892 [F. Müller, Tafeln]. 

Pappus, Alexandrinus , CoUectio, ed. F. Hultsch, Berlin, Bd. 1—8, 1875—78 
[PappuB, Coli.]. 

Flücker, /., Analytisch -geometrische Entwicklungen, Essen, Bd. 1, 1828; Bd. 2, 
1881 [Plücker, Entw.]. 

— , System der analytischen Geometrie, Berlin 1885 [Plücker, System 1885]. 

— , System der analytischen Geometrie des Raumes, Düsseldorf 1846 [Plücker, 
System 1846]. 

— , Neue Geometrie des Raumes, Leipzig, Bd. 1, 1865 [Plücker, N. Geom.]. 

Poncelet, J. V., Traite des propriet^s projectives des figures, Paris 1822 [Poncelet, 
Trait^]. 

Beye, Th., Die Geometrie der Lage, Leipzig, 4. Aufl., Abt. 1, 1899; Abt. 2, 1907; 
Abt. 3, 1910 [Reye, G. d. L.]. 

Salmon- Fiedler, Analytische Geometrie der Kegelschnitte, Leipzig, 4. Aufl. 1878 
[Salmon-Fiedler, Kegelschn.]. 

— , Analytische Geometrie des Raumes, 1. Teil, Leipzig, 4. Aufl. 1898 [Salmon- 
Fiedler, Raum]. 

Schröter, H., Die Theorie der Kegelschnitte, Leipzig, 2. Aufl. 1876 [Schröter, 
Kegelschn.]. 

— , Theorie der Oberflächen zweiter Ordnung, Leipzig 1880 [Schröter, Oberfl.]. 

V, Staudt, G. K Chr., Geometrie der Lage, Nürnberg 1847 [v. Staudt, G. d. L.]. 

— , Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg 1856 — 60 [v. Staudt, Beitr.]. 

— , Von den reellen und imaginären Halbmessern der Kurven und Flächen 2. 0., 
Nürnberg 1867 [v. Staudt, Halbm.]. 
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St%uhf^ E., Geometrie der Dynamen, Leipzig 1908 [Study, Dyn.]. 

Sturm, B,, Die Gebilde 1. und 2. Grades der Liniengeometrie, Leipcig 1892/S 

[Sturm, Liniengeom.J. 
Tropfke, J,, Gescliicbte der Elementarmathematik, Leipzig 1902/8 [Tropfke, Gesch.]. 
Zeuthen, G. JET., Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. Deutsch von 

B. y. Fischer* Benzon, Kopenhagen 1886 [Zeuthen, Kegelschn.]. 
— , Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, Kopenhagen 1896 

[Zeuthen, Gesch. A. M.J. 
— , Geschichte der Mathematik im XYI. und XVII. Jahrhundert. Deutsch von 

B. Meyer, Leipzig 1908 [Zeuthen, Gesch. XVI; XVE]. 



1. Namen der Kurven und FL&ohen 2. Ordnung« 1. Die Namen 
Ellipse, Hyperbel § 1, 1 und Parabel § 2, 1 (HX^i'^tff, {utagfioXi^t na^aßoli^ rühren 
her von Äpollanius, Con. lib. I, art. 18; 12; 11 (Heib. 1, 8. 48; 42; 88); s. Cantor 
1, S. 385. Über ihre Entstehung und ihre Bedeutung bei Fl9.chenanlegungen s. 
Cantor 1, S. 171; 288—290. Der Name Kegelschnitt § 3, 4; § 115, 9 (xcovov TOfiif) 
geht auf Menäehmus (um 350 v. Chr.) zurück, s. F, Müller, Progr., S. 25 ; s. Anm. 
188. Den Ausdruck Kurve 2. Ordnung (linea secondi ordinis) § 9, 2 braucht Euler ^ 
Introd. 2 (1748), art. 54. 

II. Der Name Parabohide oder conoide paraboliqne, neben conoide hyper- 
bolique und elliptique fär die entspr. Botationsfl. (Anm. 187) bei J, Oeanam, 
Dictionnaire math^matique, Amsterdam 1691, S. 121. Die Namen Eüipsoeides, 
HyperboloeideSt Paraboloeides tauchen auf bei J. Walliß (1695) nach Kötter, Ber. 
S. 66; superficies eUiptoidiSy eUiptico-hyperboliea, hyperbolico-hyperböliea, ellipHco- 
parabolica, parabolico-hyperboUca bei Euler, Introd. 2, Append. art. 117 — 125; 
Eüipsoide, Hyperboloide ä une nappe, — d deux nappes, paraboloide elliptique, — 
hyperbölique bei Monge-Hachette, J. ^c. polyt. cah. 11 (1802), S. 158—161; 166; 
Eüipsoid, Hyperboloid, Paraboloid § 55, 1 ; § 56, 1 neben Spbaeroid, Konoid bei 
Klügel 8 (1808), S. 805; 4 (1828), S. 875. Fläche 2. Ordnung (superficies secundi 
ordinis) § 66, 2 bei Euler, Introd. 2, App. art. 101; Klügel 8, S. 304. 

2. Brennpunkte der Kurven und Fl&ohen 2« O. I. Die Brennpuiikte der 
Ellipse und Hyperbel § 1, 1 werden von Apollonius, Con. III, art. 46 (Heib. 1, S. 424) 
als ariiula ixtfjg nuQaßoXfjg y9vrfiiina (punciÄ adplicatione orta) bezeichnet, s. Can- 
tor 1, S. H39. Der Brennpunkt der Parabel § 2, 1 kommt erst bei Pappus von Alexan- 
drien (um 295 n. Chr.), Coli. lib. VII, prop. 238 (Hultsch 2, S. 1015) ohne Namen vor, 
fl. Cantor 1, S.844. Kepler, Paralip. (1604), Opera omnia, ed. Frisch 2, S. 185—188 
nennt den Brennpunkt focus (Jahrb. d. Fortschr. 12 [1880], S. 85); der Parabel schreibt 
er einen unendlich fernen oder &Ztn^6n Brennpunkt zu. Bei Desargues (1639), Oeuvres 
1, S. 210; 286 heißt der Brennpunkt foyer. Gregorius a St. Vincentio (1647) nennt die 
Brennpunkte poli seu foci, s. Bopp, Greg., S. 108. Die imaginären Brennpunkte 
§ 13, 8 bei Poncelet, Ann. de math. 8 (1817/8), S. 222 nach Dingeldej, Encjkl. 
S. 54; Chasles, Aper9u (1837), Note XXXI, art. (1). Bei der Ellipse und Hyperbel 
von gegebenen Ualbachsenquadraten a', &' erscheinen die Brennpunkte § 1, ^^12), 
(12') im wesentlicben als die von den Differenzen der Halbachsenquadrate ab- 
hängigen Punkte der Hauptachsen § 13, (26),, bei der Parabel von gegebenem 

Parameter jp der Brennpunkt § 2, (18) als der vom Scheitel um ^ entfernte Punkt 

SS 

der Hauptachse mit der Ordinate p, § 3, 1; vgl. Zeuthen, Gesch. A. M., S. 210. 
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IL Die Erklärung der Brennpunkte als Scheitelpunkte solcher Tangenten- 
paAre, die KreisstrMenpaare sind, § 13, 8,11; 16, II, oder, was dasselbe ist, als 
Punkte, an denen die von dem Kegelschnitt bestimmte Involution harmonischer 
Polaren eine Involution rechter Winkel ist, § 20, 4,1; 16, 1, setzt mit JDe la Hirt, 
Sect. con. (1686), Hb 8, propr. XXIII, ein und entwickelt sich weiter bei Poneelä^ 
Ann. de math. 8 (1817/8), S. 222; Trait^ (1822), art. 461; 463; Ckasles, Cdn^ 
(1880), S. 12; Plucker, Entw. 2 (1881), S. 64; (1832) Gesammelte Abhandl., S. 291; 
System (1886), S. XI; 102; System (1846), S. 278. 

III. Ein vom Punkte P an einen Kegelschnitt gelegtes Tangentenpaar kann 
auch als ein Linienpaar bezeichnet werden, das P als Mittelpunlt hat und den 
Kegelschnitt doppelt (in zwei Punkten S^ S) berührt. Die Verbindungslinie der 
Berührungspunkte S, S, die Beruhrungssehne, ist die Polare von P. Ist nun das 
Tangentenpaar ein Kreisstrahlenpaar, so ist P der Mittelpunkt eines Kreisstrahlei^ 
paares, das den Kegelschnitt doppelt berührt, und umgekehrt. Daher kann Auf- 
fassung II auch in der Form § 127, 11, IV gegeben werden, Poncelet, Trait^ (1822), 
art. 467; Salmon-Fiedler, Kegel sehn, S. 860. 

IV. Durch Verbindung der n. Auffassung mit dem Begriff der Kurvensduxr 
erhält man die Erklärung der Brennpunkte des Kegelschnittes als Punktepaarc 
in der durch ihn und die imaginären Kreispunkte bestimmten Schar, § 82, 11; 
§ 34, 10; § 20, 23 nach Plucker, Entw. 2 (1881), S. 167ff.; Chasles, Apercu (1887), 
Note XXXI, art. (47). 

V. Als Doppelpunkte der Involutionen, in denen zwei senkrechte harmonisdie 
Polaren eine Hauptachse schneiden, § 20. 6; 18, entstehen die Brennpunkte bei 
Chasles, Aper9u, Note XXXI, art. (18). Wenn zwei Gerade in bezug auf swei 
Kegelschnitte einer Schar § 82, (12) harmonische Polaren sind (JP\, ==0, (rj, = 0, 
§ 17,(2)), sind sie es in bezug tLuf alle {F^^ — f^G'if = 0). Zwei senkrechte har- 
monische Polaren eines Kegelschnittes, die durch einen Punkt P gehen, sind 
aber harmonische Polaren in bezug auf den Kegelschnitt und das Kreispunktepaar 
(§ 20, 22, II), also in bezug auf alle Kegelschnitte der Schar, § 32, (14), darunter 
die Punktepaare, § 82, (24). Daher sind sie harmonisch zu den reellen oder 
imaginären Brennstrahlen des Punktes P; Plucker, System (1846), S. 280. Somit 
beruht die Auffassung V auch wieder auf der Auffassung IV. 

VI. Die Brennpunkte der Botationsflächen erscheinen, analog der Auffassung 
II, als Scheitelpunkte solcher Berührungskegel, die Kugelkegel sind, § 70, 6; 12, 
im wesentlichen nach Chasles, Recherches (1829), B. 27. 

VII. Die Hauptbrennpu^kte der Ellipsoide, Hyperboloide und Parabdoide 
(foyers principaux) treten als Brennpunkte der Hauptschnitte, § 66, 8; 7; §66, 
8; 7, auf bei Dupin, D^vel. (1818), S. 816, bei EUipsoiden und Hyperboloiden 
von den Differenzen der Halbachsenquadrate abhängig, § 66, (6), bei den Para- 
boloiden um die halben Parameter vom Scheitel entfernt, § 66, (17), wie bei Auf- 
fassung L jBrennpun^ ' schlechthin sind nach Plucker ^ System (1846), S. 264 
alle Punkte der Fokalkegelschnitte [s. Anm. 144]. 

3. Brennpunktseigensohaften der Kurven und Flftohen 2. 0« I. Die 
Fokaleigetischaft der Ellipse und Hyperbel § 1, (3) bei ApoUonius, Con. IH, art. 
51; 62 (Heib. 1, S. 484; 436) nach Cantor 1, S. 889; als Ausgangspunkt der analyi 
Darutellung bei De la Hire (1679) nach Tropfke, Gesch. 2, S. 462 und bei Vega 
(1786) nach Cantor^, S. 461. Über die Fokaleigenschaft der Parabel vgl. Anm. 16. 
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n. Die enteprecbende Eigenschaft der sphärischen Ellipse § 130, 4 gab 
N. V. Fuß, Nova acta. Petrop. 8 (1788), 8. 90 nach Chasles, Aper9u V, art. 42; 
Gantoi 4, S. 386; vgl. C. J. Brianchon, lignes du 2 ordre (1817), S. 15; die des 
elliptischen Kegels, % 180, 4, /. Magnus, Ann. de math. 16, 182 6/6, 8. 88 und 
Aufg. 2 (1837), 8. 170; Chasles, Cönee (1880), 8. 21; Flücher, System (1846), 8. 812. 

ni. Die entsprechende Eigenschaft der ElUpsoide und Hyperboloide § 184, 
12 gab 0. Staude, Leipz. Ber. 1882, 8. 19; Math. Ann. 20 (1882), 8. 188; vgl. die 
ausfohrl. Darstellung bei Staude, Die Fokaleigenschaften der Flächen 2. C, Leipzig 
1896. Diese Fokaleigenschaften (Theorie der gebrochenen Fokaldistanzen) § 182, 
10 schliessen sich schon der Form nach am engsten an diejenigen der Ellipse 
und Hyperbel in der Ebene an, enthalten femer die letzteren als Spesialfatte 
(Hauptschnitte, § 184, 14) in sich und bringen auch den Unterschied der EUip- 
ßoide und Hyperboloide {Summe und Differenz, § 184, (30)— (32)) genau so, wie 
in der Ebene zur Geltung. Charakteristisch ist auch die Analogie der Formeln, 
§ 83, (10) und § 134, (23'), welche die Fokaldistanzen durch ellipt. Koord, dar- 
stellen, Jacobi, Vorles. Dynamik (1866), 8. 222; Staude, Math. Ann. 20, 8. 182. Die 
Fokaleigensch. des hyperhol. Paraboloids, § 187, 12, II, lehnt sich an die der 
Hyperboloide an (Differenz der Fokaldist.). 

4. Identit&t der Fokaleigensohaften. Die Identität § 1, (6) fiir die 
Ellipse und Hyperbel gibt im wesentlichen Hesse, Sieb. Vorl. 8. 45 ; Clebsch- 
Lindemann, Ebene, 8. 7; die der Parabel § 2, (8) ist danach gebildet. 

Die entsprechende Identität für den Kegel § 180, (14) im Anschluß an 
Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 170; diejenigen für die Ellipsoide und Hyperboloide 
§ 134, (19) und die Paraboloide § 187, (17) von 0. Staude, Leipz. Ber. 1897, S. 88; 
179; Math. Ann. 50 (1897), S. 399. Bereits Chasles, Aper9U (1887), Note XXXI, 
art. (29), vermutet, dafi die Fokaleigensch. der Fl. 2. 0. auf eine kubische 61. führen. 

5. Hauptachsen und Hauptebenen der Kurven und Fl&chen 2. O* 
I. Die Hauptachsen der Ellipse § 1, 5; 6 unterschied Ärchimedes (um 237 v. Chr.) 
als (isL^av und iXdcaatv diäfistQos nach F. Müller, Progr. 8. 27; die Hauptachse 
der Parabel § 2, 5 nannte er dtattstgog. Die Hauptachsen {&^ovsg) der Ellipse 
und Hyperbel als zwei rechtwinklige ko^j. Durchmesser § 14, 5, 1 bei Apollonius, 
Con. I, Def. (Heib. 1, 8. 8) nach F. MüUer, Progr. S. 27. 

n. Die innere Hauptachse des Kegels, § 54, 4, heifit bei Euler, Introd. 2, 
App. art. 68, schlechthin Achse, bei Chasles, Cönes (1880), 8. 6, axe principal, 
die Hauptebene der größten und kleinsten Öffnung § 54, 4 nennt Chasles, ebd., 
8. 6, grande et petite section. 

HL. Die Hatiptachsen und Hauptebenen der Ellipsoide und Hyperboloide, 
§ 55, 2 und der Paraboloide, § 56, 2, bemerkt Euler, Introd. 2, App. art. 115; 
116; 123 im Anschlufi an die Hauptachsengleichungen ; „Hauptebene der kleineren 
Öffnung*' beim Paraboloid § 56, 9 nach Dupin, D^vel. (1813), 8. 282 („petite 
section principale") ; s. Anm. 88. 

6. Begriff und Bedingungagleiehungen des Mittelpunktes. I. Der 
Mittelpunkt der Eüipse §1,5 bei Ärchimedes nach Tropf ke, Gesch. 2, 8. 445, 
der Ellipse und Hyperbel bei Apölloniv^, Con. I, art. 16 (Heib. 1, 8. 66) nach 
Cantor 1, 8. 336; F. Mtillp-, Progr. 8. 27; Greg, a St. Vicentio definiert den 
Mittelp. der Ellipse als den Punkt, in dem jeder Durchmesser halbiert wird, 
und den der Hyperbel als Halbierungspunkt des ersten Durchmessers, des 
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latuB transTersum , s. Bopp, Gieg,, 8. 108; 241. Der Mittelpunkt der allg. 
Xurve 2, 0. (Centrum) § 11, 4 bei Eüler, Introd. 2, art. 107; die Bedingung 
Gleichungen § 11, (7) bei Lame, Exam. 181B, 8. 71; Cauehy, Exerc.3 (1828), S. 73. 
Als Pol der unendl. fernen Geraden § 11, 12; § 11, 16, lY bei Fr. ÄguiUmius 
<1618) nach KöUer, Ber8.5; Desargues (1689), (Euvres 1, 8. 216 ff.; S. 291 ff. und 
De la Hire (1686) nach KöUer, Ber. S. 62; bei Poncelet, Traitä (1822), art. 116. 

IL Der Mittelpunkt der Ellipsoide und Hyperboloide § 66, 2 bei Euler t 
Introd. 2, App. art. 116; 119; der aüg, Fläche 2, 0. § 68, 4 bei Euler, ebd. art. 
116; die Bedingungsgleichungen % 68, (6) bei J. P. de Gua (1740) nach Cantor 
9, 8. 796; Lame, Examen (1818), 8. 41; Cauehy, Exerc. 3 (1828), S. 4; Hesse, 
Raum, S. 167. Als Pol der unendl. fem. Ebene § 68, 11 bei Foncdet, Traite, 
art. 601. 

III. Die Bedingtingsgl. fQr den Mittelp. der ebenen Schnitte § 106, (26) bei 
Cauehy, Applic. (1826), 8. 266; s. Anm. 92. 

7. Boheitelpunkte und Boheitellinien, I. Der Scheitelpunkt der Parabel 
-§ 2, 6 bei Ärchimedes (xopvqpff, vertex segmenti parabolae), de conoid. et sphaeroid., 
nach Tropf ke, Gesch. 2, 8. 446; für Ellipse und Hyperbel, § 1, 6, und Parabel 
bei ÄpoUonius^ Con. I, art. 17 (Heib. 8. 68); des Paiaboloids § 66, (4) bei Magnus, 
Aufg. 2 (1887), S. 247; 249. 

IL Die SeheUeUinie ded paräboL Zylinders, § 68, 10, bei Plüeker, 878tem 
(1846), 8. 149. Die Scheitellinien des Kegels § 64, 6 bei Chasles, Cönes (1830), 
8. 6; Scheitel- und Nebenscheitellinien bei Plüeker, System (1846), 8. 801; 806; 
Beye, G. d. L. 1, 8. 219. Die Scheitelereeugenden des hyperbol, Paraholoids § 66, 
<18); § 66, (6) bemerkt Euler, Introd. 2, App. art. 126. 

8. Hauptaohsengleichungen der einzelnen Kurven und Flächen 2. 0. 

I. Die Hauptachsengleichung der Ellipse und Hyperbel § 1, (18); (18') im Sinne 

der anal. Geom. bei P. de Fermat (vor 1687) nach Cantor 2, 8. 818 und De la 

Hire (1679) nach F. Müller, Progr. S. 27; bei Euler,lntrod, 2, art. 188 noch in der 

5* 
Form t/* = -^(a*--x'); die Hauptachsengleichung der Parab^, § 2, (17), bei 

Stirling (1717) nach Cantor 8, 8. 484. 

U. Die Hauptachsengleichung des Kegels § 64, (14) bei Euler, Introd. 2, 
App. art. 68; die der Ellipsoide, Hyperboloide und Parabaloide § 66, (7); § 66, (16) 
bei Euler, Introd. 2, App. art. 116; 119; 122; 124; 126; die des Paraboloids §66, 
(16), auch bei Meusnier (1776) nach Cantor 4, 8. 647; 1087. 

9. TTnendlieh ferne Elemente der Kurven und H&ohen 2. O. I. Von 
unendl. fem. Punkten oder Ästen der Hyperbel oder Parabel, § 1, 7; § 2, 9, ist 
bei Gregor, a St Vicentio (1647) die Rede nach Bopp, Greg., 8. 245; 236. Die 
Gleichung, § 9, (26), des u. f, Punktepaares der Kurve 2. O. und die Art dieses 
Punktepaares als Einteilungsgrund, § 21, 14 und § 26, (2), Z. 1—3, bei Eükr, Introd. 
2 (1748), art. 219 (und 187); auch bei Cramer (1760) nach Cantor 8, 8. 836; 
Klügel 8 (1808), 8. 186. Die unendlich ferne Gerade als Tangente der Parabel, 
§ 18, 14, bei Poncelet, Traite (1822), art. 132. 

n. Die Gleichung der «. f, Kurve der Fläche 2. 0., § 66, (28) und ihre Art 
als Einteilungsgrund, § 80, (21); § 99, (2), Z. 1—4, sachlich bei Eüler, Introd. 2, 
App. art. 106—112; die u. f. Geraden des hyperbol, Paraboloids, § 66,(11), erwähnt 
Poncelet, Traitä (1822), art. 594 und die u. f. Ebene als Tangentialebene % 70, 10 
Poncelet, ebd. art. 691; 622. 
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m. Ein u. f. Kegelschnitt , §80,(20), ist uAchv. Staudt, G. d.h. {1S4.7\ 
S. 189 als Schnitt des Kegels 2. 0., § 80, (1), mit der u. f. Ebene definiert; in 
diesem Sinne ist die Einteilung. § 80, (21), eine anmittelbare Folge von § 80, (17). 

10. Assrmptoten und AsymptotenkegeL I. Die Asymptoten der Hyperbel 
muß, nach Cantor 1, S. 281, Menächmus (um 850 v. Chr.) gekannt haben. Arehi* 
medes nennt sie al lyyicta tag toü &iißlvymvlo^ xAvov toiL&s, die engstanschliessen- 
den Geraden, nach F. Müller, Progr. S. 27; ApoUonius, von dem der Name 
ia^nntanot herrührt, behandelt sie Con. II, art. 1 (Heib. 1, S. 194) s. Gantor 1, 
S. 887. Sie heißen non coincidentes bei Joh. Werner (1522) nach Gantor 1, 
S. 456; die Lini, die in die weitten läuft und nimmer mehr zu keym eud kombt 
bei Ä. Durer, ünterweysung der messung mit dem zirckel und richtscheyt (1525) 
nach F. Müller, Abb. z. Gesch. der Math., Heft 9 (1899), S. 829. Als Tangenten 
angesehen u. anal, bestimmt, § 13, 7, bei Desargues Oeuvres 1, S. 210; Elügel 
2 (1802), S. 717; Cauchy^ Applic. 1 (1826), 8. 62 unter Bezugnahme vaxd Ampere; 
Flüeker, Entwickl. 1 (1828), S. 157. 

n. Der Asymptotenkegel der Hyperboloide und seine Lage gegen diese 
§ 55, 9 nach Euler, Introd. 2, App. art. 120; 122; vgl. Hesse, Raum S. 166. Die 
Asymptotenebenen des hyperbol, Paräboloids § 62, 8 bei Euler, Introd. 2, App. 
art. 120; B. Anm. 155. 

Die Gl. des Asjmptotenkegels in J^^en^nkoord. § 111, (19) bei Hesse, Vorl. 
Raum, S. 894. 

11. Fadenkonatruktionen. Die Faden -{Gfatnet-) Konstruktion der 
Ell^se S 1, 9 von den drei Brüdern Muhammed, Ahmed, AJhasan um 865 
nach Gantor 1, S. 788; sie findet sich auch bei Guidobaldo del Monte nach 
Cantor 2, S. 568 und nach «. BraunmOhl, Djck, Katalog, S. 59; die Faden- 
konstruktion der Hyperbel § 1, 9 vod Guidobaldo del Monte in seiner Theoria 
planisphaericorum 1579 nach v. Braunmühl, ebd. S. 65^ und Fr. van Schooten^ 
Exercit. mathem. (1646) nach Elügel 2, 8. 720; der Parabel § 2, 8 von van Schooten 
nach Tropfke, Gesch. 2, S. 450; s. auch 'Klügel 8, S. 721. 

Die Fadenkonstruktion der sphärischen Ellipse § 130, 6 von N, v. Fuss 
(1788), s. Anm. 8. 

Die Fadenkonvtruktion des Ellipsoides § 134, 14, weiche in den beiden 
«rsten Hauptschnitten diejenige der Ellipse unmittelbar in sich einschließt, von 
O, Staude, Leipz. Ber. 1882, S. 5; Math. Ann. 20 (1882), S. 183. Das zugehörige 
Modell von Staude vgl. Djck, Katalog, S. 288. 

12. Gleiohaeitige Hyperbel. I. Die gleichseitige Hyperbel § 1, 10 wird 
von Alsidschzi (972) zur Dreiteilung des Winkels gebraucht nach Gantor 1, S. 750. 
Ihre Gleichung § 1, (22) findet sich bei De la Hire (1679) nach Gantor 3, S. 128; 
ebenso bei Etder, Introd. 2 (1748), art. 159; vgl. Briandion-Poncelet , Ann. de 
math. 11 (1820/1), S. 205—220; Flücker, Entw. 1 (1828), S. 188; H. Bobiüier, 
Ann. de math. 19 (1828/9), S. 349. 

n. Die gleichseitige kubische Hyperbel mit drei rechtw. Asymptoten § 85, 12 
bei Ih. Reye, Mitt. der Hamburger math. Gesellsch. 2 (1890), S. 56; G. d. L. 2, 
S. 180; 218. 

18. Konjugierte Hyperbeln und Hyperboloide. Konjugierte Hyperbeln 
% 1, 11 betrachtet Apollonius Gon. I, art. 60; n, art. 17 (Heib. 1 S. 190; 220), sie 
heißen bei ihm roiial ov^vytls oder drrix«cfi£i/at xatä cv^vylccv rofia^ (sectiones 
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oppoflitae). Die Deutung § 1, (24) [ihrer Gleichung bei Plucker, Syst. (1835\ 
8. 91. Eonjug. Hyperboloide s. Anm. 74, III. 

14. Direktrix und Direktrixebenen. I. Der Name Dtrektrix § 2, 1 hei 
der Parabel von De V Hospital (vor 1704) nach Dingeldey, S. 12, bei der Ellipse 
und Hyperbel §4,5 dem Begriff nach bei Pappus^ Coli. VlI, propr. 2Ä6; 238 
(Hultsch 2, S. 1004; 1012); allg. Definition der Direktrix einer Kurve bei Joh, 
Bemoulli, Acta erud. 1694, S. 435; dann bei Paabe, J. f. Math. 2 (1827), S. 330. 
Die Direktrix als Polare des Brennpunktes § 20, 8 bei De la Hire, Sect. con. 
(1685) 8, propr. 26 und Poncelet, Trait^ (1822), art. 462. 

n. Die Direktrixebene des Kegels (plan directeur) fuhrt ChasleSt Cönes (1830)^ 
8. 29 als Polar^ene dei' Fokallinie § 128, (27) ein, auch bei Plücker^ System 
(1846), S. 308. 

III. Die Direktrix § 127, 5; § 128, 5 und Direktrixebenen % 127, 11 eines 
Fokalpunktes bei den Flächen 2, 0. führen B. Ämiot, J. de math. (1) 8 (1843), 
S. 163 und. Mac-CuUagh (1848), Works, S. 262 ein; vgl Plücker, System (1846), 
8. 298. 

lY. Die Hauptdirektrixebenen des elliptischen Paraböloids § 187, 11 als Polar- 
ebenen der beiden Hauptbrennpunkte bei Staude^ Leipz. Ber. 1895, 8. 486. 

15. Parameter der Kurven und Flächen 2. O. I. Für ParameUr § 2, 2; 
§ 8, 1 ursprünglich dg&la, latus rectum (Senkrechte zur Achse) bei ApoUonius^ 
Con. I, art. 11 (Heib. 1, S. 42); ij dg^ia tov Btdovs nXiVQik, rectum figurae latus bei 
Pappus 4, prop. 38 (Hultsch. 1, S. 278); ebenso bei Gregorius I def. 5; 11 def. 4; 
in def. 7, s. Bopp, Greg., S. 108; 161; 241; Chorda oder sctgitta bei Kepler^ 
Op. omnia 2, S. 185 — 188. Parameter zuerst bei Cl. Mydorge (1681), nach 
Tropf ke, Gesch. 2, S. 427; Wdüis, Opera 1, Oxoniae (1696), S. 310; cast4 droit bei 
Desargues 1, S. 205; latus rectum bei Jac. BemouUi^ Acta Erud. 1689^ 8. 586; 
Die Formel § 3, (2) bei Euler, Introd. 2, art. 128—130. 

II. Die Parameter des Paraboloides § 56, 5 sind ebenfalls Ordinaten der 
Hauptbrennpunkte nach Plücker, System (1846), S. 166. 

16. Brennpunkt-Direktrixeigenschaft der Kurven und Fl&ohen 2. O. 

I. Die Brennpunkt- Direktrixeigenschaft der drei Kegelschnitte § 2, (6); § 4 (32); 
(34) kannte nach Zeuthen, Eegelschn. S. 367 ff. wahrscheinlich Euklid. Erwähnt 
wird sie von Pappus (295 n. Chr.), Coli. VII, propos. 238 (Hultsch. 2, S. 1004); 
s. Tropf ke, Gesch. 2, S. 447; 461; 455; Dingeldey, Encykl., S. 12. 

n. Die Brennlinien 'Direktrixebeneneigefischaft des Kegels § 128, 9 von 
ChasUs, Cönes (1880), S. 44; der Fall x*=l ebd.; vgl. Hachette, Quet Corr. 4 
(1828), S. 285. 

in. Die Brennpunkt- Direktrixeigenschaft der Flächen 2. 0. § 127, 7—9; 
§ 128, 6 — 7 gab für imaginäre Direktrixebenen Mae-Cullagh^ Dubl. Proc. 2 (1848), 
S. 446 =» Works, S. 269. Sie schließt sich nicht nur der Form nach aufs engste 
an diejenige der Kegelschnitte an, sondern enthält die letztere auch als Spesid- 
fall in sich (in den Hauptschnitten § 127, 7; §128, 7) vgl.Plücker, System (1846), 
S. 292; Schröter, Oberfl. S. 623. 

Die von B. Ämioty J. de math. (1) 8 (1848), S. 163 ff. angegebene JBrennpunJtt* 
Direktrixebeneneigenschaft der Flächen 2, 0. § 127, 7; 9. § 128, 6 för reelle 
Direktrixebenen erstreckt sich nicht zufalle Flächen 2. 0., vgl. Ämiot^ ebd. S. 188. 

IV. Die Brennpunkt'Direktrixebeneneigenschaft des elliptischen Paraboloides 
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§ 187, 11, I, die eine vollkommene Analogie mit der der Parabel darbietet und 
in den beiden Haaptebenen direkt in die der Parabel übergeht, § 137, 14, von 
Staude, Leipz. Ber. 1895, 8. 487. 

17. Qie Boheitelglelchungen. 1. Die Seheitelgleiehrmg der Kegelschnitte 
§ 2, (12) und § 3, (6); (8)— (10) inhaltlich bei ÄrMmedes und ApoUanius nach 
F. Müller, Progr. S. 26; Tropfke, Gesch. 2, S. 487 ff., im Sinne der analjt. Geo- 
metrie bei Descartes (1637) nach Cantor 2, S. 815. Die Parabel als Übergangs- 
fall zwischen ^Uipse und Hyperbel § 8, 3 bei Kepler nach Zeuthen, Gesch. XVl; 
XVII, S. 177; s. Eüler, Introd. 2, art. 149. 

n. Die Scheitelgleichnng der Fl&chen 2. 0. ist nur beim ParäboUnd § 66, 
(16) üblich und hier ron Euler, Introd. 2, App. art. 124 angegeben; -das Parabo- 
loid als Grenzfall des Ellipsoides oder Hyperboloides bei Dupin, D^vel. (1818), 
S. 222. 

18. Die Asyraptotenfflelohungen. I. Die Asymptotengleichung der Hy- 
perbel § 8, (15) in umschriebener Form § 8, (16) bei Menächmus, dem Erfinder 
der Kegelschnitte (um 850 y. Chr.) nach Cantor 1, S. 231 ; auch bei Jdh. Werner 
(1622) und Fr. Maurolico (1570) nach Zeuthen, (Jesch. XVI; XVII, S. 176; im Sinne 
der analytischen Geometrie bei Fermat (um 1650) nach Cantor 2, S. 817; un- 
mittelbar in der Form § 8, (15) bei Euler^ Introd. 2, art. 161. 

n. Die Äsymptotenebenengleichung § 62, (7) des hyperbol. Pavaboloids zuerst 
bei Tmseau (1774) nach Cantor 4, S. 557 (Sonderfall von § 74, (88)); Magnw, 
Aufg. 2 (1887), S. 250. 

IQ. Die Asymptotengleiehung der Hyperboloide % 74, (8) bei Steiner (1827), 
Werke 1, S. 150; Plücker, System (1846), S. 238. 

19. ExBentrisität. I. Ober die Benennung lineare e und numerische Ex- 
gentrisität s § 4, (8) s. F. Müller, Progr. S. 28; dafi das Verhältnis r : d => ± s ist 
§ A, (18) bemerkt Gergonne, Ann. de math. 16 (1826), S. 869; Cauchy, Applic. 1 
(1826), S. 161. 

U. Beim EUipsoid nennt P. S, Laplaee (1782), M^canique Celeste 2 (1799), 

S. 16 die Größen e und }/e*^~d' §55, (4); (4') die beiden Exzentrizitäten; ebenso 
J. Jvory, Phil. Trans. London 1809 ", S. 351; C. F. Gauss (1813), Werke 5, S. 19. 

20. Brennpunktsgleiohungen. I. Die BrennpimktsgleichiMg der Kegel- 
schnitte § 4, (10); (11) gibt Cauchy, Applic. 1 (1826), S. 161; mit der Ableitung 
§ 4, 6 Magnus, Aufg. 1 (1838), S. 132; vgl. BcdUer^ Geom., S. 280. Charakteri- 
stisch ist für sie die Form f^=K—ü*=0, wo K^^O ein Ereisstrahlenpaar 
und Ü^^O die Direktrix ist; s. Anm. 21. 

n. Die Brennpunktsgleichungen der Flächen 2. 0. ist nach § 127, (29) von 
der Form f^K— UV^O, wo K^O ein Kugelkegel und ^7=0, F=0 die 
Direktrixebenen sind, und wird von Ämiot und Mete CuUagh erhalten, s. Anm. 16. 

21. Die Identitäten der Direktiixeigensohaften. I. Die Identität § 4, 
(27); (28) der Direktrixeigenschaft der Kegelschnitte im wesentl. bei Cauchy, 
Applic. 1 (1826), S. i61 und Exerc. 3 (1827), S. 71. Die Identität § 4, (27) von 
der Form f= K — XU^ bringt auch unmittelbar zum Ausdruck (Anm. 2, III), dass 

der Kegelschnitt /*= in seinen beiden Schnittpunkten mit der Direktrix 

a* 

D'=a? — 6- =^0 das Kreisstrahlenpaar k={x — tf«)*H-y*=«0 berührt, Pon- 

e 
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celet, Traitä (1822), art. 457; Sf^ner, J. f. Math. 46 (1862), S. 196 *= Werke 2, 
S. 463; Salmon-Fiedler, Eegelsch., S. 860. 

II. Die Identität der DirektrixeigenBchaft dfr Flächen 2. O. § 127, (29) ist 
von B, Ämiot, J. de math. (1) 8 (1843), S. 168 und Mac Cuüngh (1848), Works 
8. 263 aufgestellt und ist analytisch dieselbe für die von beiden Autoren ge- 
fundenen Eigenschaften (s. Anm. 16). Die Deutung § 127, 11 nach Chasles, Par. 
C. R. 16 (1848), S. 881 und Plücker, System (1846), S. 276, vgl. Salmon- Fiedler, 
Baum 1, S. 256. 

22. Fokaldistans als lineare Funktioiien von ac. Die Dar«>tellnng der 
Fökaldistanzen r, r der Punkte einer Ellipse oder Hyperbel als lineare Punk- 
tionen von 0? § 4, (36) gibt Euler, Introd. 2, art. 128; vgL Kötter, Ber. S. 67; 
Dingeldey, Enc. S. 69. Die Erweiterungen § 181, (8) nach Dtxpiny D^vel. (1818), 
S. 280. Die gebrochenen Fökaldistanzen r^, «,, r/, ä/ § 133, (22); (28) sind für 
die Punkte einer Krunmiungskurve der Ellipsoide and Hyperboloide lineare Funk- 
tionen von X nach E. Gradhandt, Fokaleigenschaften der Krummungskurven, 
Dissert. Rostock 1901. 

28. Reziproke Quadrate reohtwinkliger Halbmesser. Die Sätze § 5, 
(8) und § 92, (8) über die Summe der reziproken Quadrate rechtwinkliger HaXb- 
messer bei Cauchy, Applic. 1 (1826), S. 278 und 274; Anonymus, Ann. de math. 
18 (1828), S. 869—371 und Bobilliei\ Ann. de math. 19 (1828/9), S. 249; 251. Die 
Auffassung als Invarianteneigenschaft, § 22, 9; § 92, (8), bei Cauehy a. a. 0.- 
FlOcker, Entw. 2 (1881), S. 84, Anm.; (1842), Abhandl. S. 891; System (1846), 
S. 164. 

24. Folarglelohung der Kegelschnitte. Die Polargleichung § 6, (14) 
nach Zeuthen, Gesch. XYI; XYII, S. 177 in umschriebener Form bei Kepler (1604); 
bei Klügel 2 (1805), S. 79; 709 als in der Astronomie gebräuchlich bezeichnet; 
die beiden Gleichungen § 6, (9); (9') bei Cauehy, Applic. 1 (1826), 8. 162. Die 
Ableitung § 6, 3; 4 nach Magnus, Aufg. 1 (1833), S. 134. 

25. Trigonometrisohe FarameterdarsteUung. Die Parameterdarsteüung 
der Ellipse § 6, (i) bei 0. Brien, Cambr. Math. J. 4 (1846), S. 99 nach Salmon- 
Fiedler, Kegelschn. (7. Aufl. 1907), S. 322; der Hyperbel § 6, (6) bei A. M. Legendre, 
(1786) nach Dingeldey, Encykl. S. 11. Die entsprechende des Ellipsoides: 

x = a cos <pi y ^b sin q> cos 7\>, z =^c sin tp sin i^ 

bei J. Ivory, Phil. Trans. R. S. London (1809), S. 862; C. F, Gauss. (1818), 
Werke 6, S. 16. 

26. Konstruktion der XSlIipse und Hyperbel aus swei Kreisen. Die 

Konstruktion der Ellipse § 6, 1 bei Cl. Mydorgius (1681) nach Kötter, Ber. S. 10; 
bei Ph.delaHire (1689) nach Dingeldey, Encykl. S. 10; s. Klügel 2 (1806), S. 76. 
Die Konstruktion der Hyperbel § 6, 8 von E, B. Turner, Cambr. Dubl. math. J. 1 
(1846), S. 128 nach Dingeldey, Encykl. S. 11. Die Konstr. der Tangente § 13, 6 
nach Brianchon, J. 6c. polyt. cah. 10 (1810), S. 7, Anm. Eine entspr. Eonstr. des 
Ellipsoides aus drei konz. Kugeln bei Ch. Gudermann, J. f. Math. 42 (1851), S. 282. 

27. Affinität swischen Kreis und Ellipse. Die Afßnität § 6, (4) zwischen 
Kreis und Ellipse, angedeutet bei Archimedes, nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 458, 
findet sich bei /. Ceva, De lineis rectis etc., Mailand (1678), S. 86; KlUgd 2, 
S. 101; vgl. Bdltzer, Geom. S. 108. Die KoUinearverwandtschaft § 6,(7) bei 
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Newton^ PhiloB. nat. princ. math. (1687) 1, lenuna 22 nach Chasles, Aperen V^ 
§ 28. Affine Figuren betrachtet zuerst Cl<{iraut (1781) nach Ghasles^ Aper9u (1887)^ 
S. 668, Addition ä la page 218; dann JE'Wer, Introd. 2 (1718), ai-t. 442, wo das 
Wort affin eingeführt wird; Pancdet, Trait^ (1822), art. 826. Die tiefere Grund- 
legung und umfaseendere Behandlung der affinen VerwandtBchafb bei A. F. 
Mothiua, Baryc. Calc. (1827) Werke 1, S. 180; femer Werke 1, S. 892; 619. Die 
allgemeinen Formeln der KoUineation in der Ebene gibt Waring (1762) nach 
Cha8le8> Aper9u V, § 28; Moehius (1829) Werke 1, S. 451. 

28. Bationale Parameterdarstellung der Kegelschnitte. Die Fara- 
meterdarstellungen § 6, (10); (12); (14) der Puf^cte und § 18, (48); (49); (50) der 
Tangenten des Kegelschnittes sind Spezialfälle der allgemeinen Darstellungen 
§ 62, (16); (16'). Sie gehen, was die Punkte betrifft, auf £i«2er, Introd. (1748) 1,. 
art 64; 2, art. 898 u. Moehius (1827), Werke 1, S. 81 zurück. Über die rationale 
Parameterdarstellung der Kurven vom Geschlecht überhaupt vgl. ScUmon- 
Fiedler, Höhere eb. Kurven (1878), S. 35. 

29. Projektive BtrahlbÜsohel und Ihinktreihen am Kegelschnitt. Der 
Satz über projektive StraMbüschel an zwei Punkten eines gegeb. Kegelschnitts- 
§ 6, 8 nach Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 187 bei Fascal (1640); in seiner allg. 
Bedeutung aufgesteUt von J. Steiner (1882), Werke l, S. 882, III rechts. 

Der Satz über projektive Punktreihen auf zwei Tangenten § 18, 18 für paral- 
lele Tangenten und für die Asymptoten bei Apollonius, Gon. Hl, art. 41—43- 
(Heib. 1, S. 416f.), b. Zeuthen, Kegelschn. S. 844; bei Euler, Introd. 2, art. 122; all- 
gemein bei Steiner (1882) Werke 1, S. 882, III links; s. Anm. 68 und 109. 

80. Kon^^ruente BtrahlbÜsohel am Kreise. Daß der Peripheriewinkel 
halb so groß, wie der zugehörige Zentriwinkel, Peripheriewinkel über demselben 
Bogen gleich sind, bei Euklid IE, prop. 20; 21 nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 61. 
Der hieraus folgende Satz über gleichlaufend kongruente Strahlbüsdtel am Kreise 
§ 6, 9 bei Steiner (1882) Werke 1, S. 880. Die Betrachtung § 6, 9 gibt denselben 
Satz mit ungleichlaufenden Strahlbüscheln für die gleichseitige Hyperbel, Steiner 
ebd. S. 330 (s. Anm. 110). 

81. Gleichungen der Funkte- und Strahlenpaare. Die Gleichung des 
Punktepaares in gemeiner Koord. § 7^ (1) bei Hesse, J. f. Math. 45 (1858), S. 82 
»Werke, S. 298; in Verhaltniskoord. § 7, (30) bei Hesse, Ebene, S. 77; in 
Ztceieckskoord, § 89, (1) bei Clehsch-Lindemann^ Ebene, S. 418. 

Die Gleichung des Strahlenpaares § 7, (83) bei Fertnat, (um 1685) nach 
Zeuthen^ Gesch. XVT; XVII, S. 198; femer bei Euler, Introd. 2, art. 485; Lame,. 
Exam. (1818), S. 45; Hesse, Ebene, S. 124; Baltzer, Geom. S. 193. 

82. Name und Begriff der Involution. Der Name Involution § 8, 5 von 
Desargues (1689), Oeuvres 1, S. 119. Der Begriff der Punktinvolution^ ursprüng- 
lich für drei Punktepaare geht in der Form § 8, (20) im wesentlichen auf Pappus, 
Collect. VII, prop. 180 (Hnltsch 2, S. 878), zurück nach Baltzer^ Elem. ^ (5. Aufl.), 
S. 882, sachlich in der Form § 8, (15) und (4) gibt sie Desargues, Oeuvres 1,. 
S. 119; 247; 250, vgl. Brianchon, Lignes (1817), S. 11; Poncelet, Traitä (1822),. 
art. 172—178. Über die drei Definitionen § 8, (4); (15); (20) vgl. Plücker, Entw. 
2 (1881), S. 186; Chasles, Aper9u (1887), Note X; Moehius (1858), Werke 2, S. 221. 

Der allgemeine Begriff § 8, 5 mit oc* Punktepaaren bei J. Ch. F. Sturm^ 
Ann. de math. 17 (1826), S. 173; Plücker, System (1835), S. 39; Moehius, a.a.O. 
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Zwei Panktepaare bestimmen eine Involntion § 8, 7, wie zwei Punkte eine 
Creiade; daß drei Punktepaare in Involution liegen, ist ein Satz wie der, daß 
drei Punkte in gerader Linie liegen. Daher der allgemeine Begriff bei vielen 
Sätzen auf drei Paare reduziert. 

Slirahleninvoltttumen mit drei Paaren bei Desargues, Oeuvres 1, S. 257, mit 
oo^ Paaren § 8, 10 bei J. Ch. F. Sturm, Ann. de math. 17 (1826), S. 173; Pludcer, 
System (1835), S. 22; Pancelet, Par. CR. 16 (1843), S. 953. 

33. Arten der Inyolution. Die Arten der Punktinvolutionen § 8, 5 im 
wesentlichen bei Desargues^ vgl. Zeuthen, Gresch. XVI; XYII, S. 182; dann bei 
Oergonne, Ann. de math. 16(1826), S. 277 Anm.; Flücker, System (1835), S. 39. 
Die Namen elliptisch, parabolisch, hyperbolisch usw. § 8, 5 nach Sehroter, 
Eegelschn., S. 50f.; Salmon-Fiedler, Kegelschn. (7. Aufl. 1907), S. 178; Beye^ 6. 
d. L. 1, S. 160. 

Die Arten der Strahleninvolutionen § 8, 11 bei PlOcker, System (1835), S. 22. 

Die Involution rechter Winkel (zirkuläre) § 8, 12 bei Plücker^ Entw. 2 (1881), 
8. 187; Fr. SeydewiU, Arch. Math. Phys. 4 (1848), S. 261. 

Die gleiche, hyperb. Inv. und Satz § 8, 13, 11 bei Schroter, Kegelschn. S. 16, 
Tgl. Schoenflies, Enzyklopädie m AB 5, S. 430 (1901). 

34. Interpretation imaginärer Ghebilde durch Polarsysteme. Die 
elliptische Involution § 8, 5 dient zur Vertretung des imaginären Punktepaares 
bei Seydewiie (1846) nach Eötter, S. 313, v. Staudt, Geom. d. L. (1847), 8. 186; 
Beitr. (1856), S. 76; Clebseh- Lindemann, Ebene, S. 342. 

35. InYolution als Spezialfall der projektiven Verwandtsohaft, Die 
Involution als Spezialfall der projektiven Verwandtschaft zweier vereinigt gelegener 
Punktreihen § 8, 15 bei Seydewitz, Arch. Math. Phys. (1) 4 (1843), S. 253 ff.; v. Staudt, 
O. d. L. (1847), S. 118; Moebius (1853), Werke 2, S. 284; vgl. Baltger, Geom., 
S. 15 und Determ., S. 33. 

36. Erhaltung der Inyolution bei Projektion. Die Erhaltung der Punkt- 
involutionen bei Projektion § 8, 16 bemerkt Desargues, Oeuvres 1, S. 146; vgL 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 182. 

37. Analytische Darstellung der Inyolutionen in der Ebene. Die 
anal. Darst. der Involution in der Ebene § 8, 17 nach Hesse, Yorles. Ebene 
S. 59 f.; die Formeln § 8, (40); (42) ebd. 

38. Die InYolution beim KegelschnittbüBohel. J. SaU, § 8, 18, 1 im 
wesentlichen bei Pappus, Collect. TQ, prop. 130 (Hultsch 2, S. 873); vgl. Camot, 
<3öom. de position (1803), S. 456 (nach Poncelet, Trait^ S. 92); Brianchon, 
Lignes (1917), S. 11; Poncelet, Traitä (1822) art 172. Chasles, Aper9u (1837) 
Note X und g^om. sup. S.220; 339; v, Staudt, G. d. L. (1847), S. 122; BaUser, 
Elem. 2 (5. Aufl.), S. 382. 

IL Satz, % 48, 8, III von Desargues (1889), Oeuvres 1, S. 186; 267; 2,S. 162; 
vgl. Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 183. 

IIL Satz, § 48, 8, 1 von J. Ch. F. Sturm, Ann. de math. 17 (1826), S. 180; 
BobtÜier, Ann. de math. 18 (1828), S. 368 erkennt die beiden vorhergehenden 
Sätze als Spezialfillle des dritten und gibt auch die dualen Sätze; vgL Anm. 
75; 126. 
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89. InYolution als Büsohel von Punktepaaren. Die Involution als 
Büschel §8, 21 bei Hesse, J. f. Math. 63 (1864), S. 179 ::= Werke, S. 621; Hesse, 
Ebene, S. 77; 99; BcUteer, Geom. S. 19; 196; CUibseh-Lindemann, Ebene, S. 407. 

40. Allgemeine Glelohungen der Kurven und Flftohen 2. O. und 
2. KL I. Daß eine Gleichung 2. Crrades in gemeinen Puhkikoordinaten einen 
Kegelschnitt darstellt, wußten nach Zeuthen, Gesch. XVl; XVII, S. 196; 209 
Fermat und Descartes. Diej cUlg. Gl. dieser Art § 9, (1) findet sich bei A. J. 
Hermann, Gomm. acad. Petrop. 4(1736), S. 16 nach Dingeide j, Encykl., S. 16; 
dann bei Euler, Introd. 2 (1748), art. 64. Die Bezeichnung der Eoeffixienten mit 
A^x^ -^xyy • • • ^^i Cauchtfy Ezerc. 4 (1828)^ S. 141, mit a^^, a^^, . , , bei Jaeobi 
(1884), Werke 8, S. 204; Hes^, J. f. Math. 20 (1840), S. 286 ««Werke, S. 23; vgl. 
über die Entstehung der ,,topographischen^^ Bezeichnung bei Leibnie auch Baltzer, 
Det, S. 6. 

Die allg. Gleichung 2. Grades in gem. Linienkoord. § 16, (1) bei Pliicker, J. 
f. Math. 6 (1830), S. 109 = Abhandl. S. 180; Entw. 2 (1881), S.47 {Gergonne, Ann. 
de math. 11 (1820/1), S. 381 und Plücker, Entw. 1 (1828), S. 160 benutzen noch 
nicht die richtigen Linienkoordinaten); die Bezeichnung der Koeffizienten mit 
*i 1 f ^iji • • • ^6i Hesse, Sieb. Vorl., S. 16. 

Die allg. Gl. der Kurve 2. 0. und 2. KL in Breieckskoordinaten § 41, (1) bei 
FlOdcer, J. f. Math. 6 (1880), S. 8 = Abhandl. S. 181 ; § 41, (1) und (1') bei Plücker, 
System (1835), 8. 87. 

n. Die allg. Gl. der Fläche 2. 0. in gem. Punktkoord. § 66, (1) bei Fermat 
nach Eötter, Ber. S. 67 (Stäckel), dann bei Euler, Introd. 2, App. art. 102; die 
topographische Bezeichn. der Eoeff. bei Cauchy, Jacohi, Hesse a. d. vorhin a. 0. 

Die allg. Gl. der Fläche 2. Kl. in gem. Ehenenkoord. § 76, (1) bei Plücker, 
J. f. Math. 9 (1832)/S. 124 =» Abhandl. 1, S. 226; System (1846), 8. 191. 

Die allg. GL der Fläche 2. 0. und 2. Kl. in Tetraederkoordinaten § 138, (1) 
und (10 bei Plücker, System (1846), 8. 49; 79. 

41. Die Determinanten der Punktepaare, der Kurven und I*l&ohen 
2. O. In entwickelter Form findet sich die „Determinante^'' des Punktepaares (der 
binären quadrat. Form) § 7, (11); § 39, (11) bei Gauss (1801), Werke 1, S. 122; des 
Eegelsehnittes (der temären qu. F.) § 9, (16); § 41, (8) bei Gauss, ebd. S. 301; Jacohi 
(1831), Werke 3, 8. 109; der Fläche 2. 0. § 66, (16) ; § 138, (8) bei Magnus, Aufg. 2 
(1837), 8.208; Plücker, System (1846), 8. 62; 68 (Formel VIII). Auch die Unter- 
detsrminanten A^^, A^^, A^^ §9,(16) und A^^ §66,6 finden sich entwickelt bei 
Euter, Introd. 2, art. 107; Append. art. 112; ein Teil der ünterdet. JL^^i, ckj^^ 
§66,6 ebenso bei Plücker, System (1846), 8.67; 68. 

Der "bewußte Gebrauch der Determinanten der quadrat. Formen (auch mit 
n Veränderlichen) setzt bei Cauchy^ Exerc. 4 (1829), S. 142 (fonction alternde) und 
Jaeobi, J.f. Math. 12 (1884), 8. 11 = Werke 3, 8. 201; Hesse (1844) Werke, 8. 114, 
ein und wird von Hesse, Raum, 8.138; 174 usw.; Sahnon- Fiedler, Kegelschn. 
7. Aufl., 8.310; Raum, 8.88 allgemein durchgeführt. 

42. Invarianteneigensohaft von Ordnung und Klasse. Die Erhaltung 
der OrdflMMf^ bei der Transformation der gemeinen Koordinaten für die Kurve 
2. 0. id,7 bei de Gua (1740) nach Cantor 3, S. 798; Cramer (1760) nach Cantor 8, 
8.829; Euler, Introd. 2, art. 37; Plücker, Entw. 1(1828), 8.127; für die Kurve 
2. Kl. § 16, 4 bei Plücker, Entw. 2 (1831), 8. 48; für die Fläche 2. 0. § 66, 7 bei 

Stande, FUohen «weiter Ordnung. IL 60 
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Euler, Introd. 2, Append. art 94; fQr die Fläche 2. Kl, § 76, 4 bei Plücker, System 
(1846), S. 191; bei der Transformation der Dreiecks- und Tetrtuderkoordinaten bei 
Flücker, System (1836), S. 6 ; System (1846), S. 9. 

Es handelt sich dabei schließlich nur um den allgemeinen Satz, daß bei 
jeder linearen Substitution, mag sie als KoordincUentransformation oder al» 
kollineare oder reziproke Verwandtschaft gedeutet werden, eine quadrat. Form als 
solche invariant bleibt. 

Für den linearen Komplex § 86, 2 gilt nach Plücker, N. Geom. (1868), S. 11; 
F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), S. 202; 366 das entsprechende, jedoch kann zu 
der linearen Gleichung § 86, (1) immer das quadratische Glied ZP mit be- 
liebigem X zugefügt werden, da der Komplex in sechs unabh. homog. Eoord. 
p^i durch zwei Gleich. 9 = 0, P = dargestellt ist. 

48. Gheometrisohe Bedeutung von Ordnung und Klasse. Die Be- 
deutung der Ordnung für die Kurve ^. 0. § 9, 8 bei J. Newton (1704) nach 
Cantor 8, S. 421; bei Euler, Tntrod. ^, art. 66; 70; für die Fläche 2. O. § 66, 8; J> 
bei Euler, Introd. 2, Append. art. 61; 96; Steiner (1882), Werke 1, S. 366; 
V, Staudt, G. d. L. (1847), S. 197; Seydewitz, Arch. Math. Phys. (1) 9 (1846), S. 190. 

Das Wort Klasse und ihre geom. Bed. §16, 6; §76, 5; 7 für Kurven und 
Flächen 2. 0. von Gergonne, Ann. de math. 18 (1828), S. 161; Flacker, J. f. Math. 6 
(1829), S. 109 ^ Abhandl.. S. 180. 

Die Kurve und Fl&che 2. Kl. heißt nach v. Staudt, G. d. L. S. 72 ; 73 auch 
Strahlenbüschel und Ebenenbündel 2. 0. 

« 

44. Anzahl der Bestimmungsstücke. Die Bestimmbarkeit der Kurve 
2. 0, durch fünf Punkte bei Pappus, Coli. VIII, prop. 13 (Hultsch 8, S. 1077); 
vgl. Zeuthen, Kegelschn. S. 184 ff.; durch Abzählen der Konstaiften der Gleichung, 
§9,9, bei Euler, Introd. 2, art. 79; Kästner (1768) nach Cantor 4, S.467; Magnus, 
Aufg. 1 (1833), S. 147. Die der Kurve 2, Kl. durch fünf Tangenten, § 16, 6, bei 
Pascal (vor 1640), Newton (1687) nach Kötter, Ber. S. 82. Die Bestimmbarkeit 
der Fläche 2. 0. durch neun Punkte, § 66, 10, bei Klägel 8 (1808), S. 318; Ancm., 
Ann. de math. 20 (1829/30)), 8. 186 ff.; der Flächen 2. Kl, § 76, 8 bei liüdcer, 
System (1846), S. 36. 

Die Determinantendarstettungen, § 9, (27) und § 16, (23), bei Hesse, Sieb. 
Vorles. S. 2; 17; die § 66, (27) bei debsch- Lindemann, Raum, S. 131. 

46. Sohnlttpunkte einer Geraden mit der Kurve und Fl&ohe 2. O. 

Die Entwicklung der fundamentalen Aufgabe der Bestimmung des Schnittpunkte- 
paares einer Geraden mit der Kurve und Fläche 2. 0. hat sich in drei Stufen 
vollzogen. 

Die erste Methode ist die der gemeinen Koordinaten x, y; s, § 10, 1; 
^» y» ^1 «, § 67, 1, welche Cauchy, Exerc. 3 (1828), S. 66, für die Kurve und ebd. 
S. 2 für die Fläche 2. 0. benutzt; die quadrat. Gleich., § 10, (4); § 67, (4), gibt 
er ebd. S. 66; 3. 

Die zweite Methode ist die der homogenen gemeinen Koordinaten x, y, t, 
§ 10, 2 ; X, y, £f, *, § 67, 2, in Verbindung mit der reinen Yerhältniskoord. Z (I 
§ 6, (D) bei Joachimsthal, J. f. Math. 38 (1846), S. 373, und der multiplizierien 
Verhältniskoord. Z (I § 6, (7)), auch der dualen Aufgaben, § 16, 2; § 76. 1, bei Hesse, 
Sieb. Vorl. S. 8; 21; Vorl., Raum S. 130; 146. 
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Die dritte Methode ist die des Obergangs von Dreiecks- und Tetraederkoor- 
dinaten auf Zweieckskoordinaten, § 44, (7); § 142, (7), welche die Aufgabe in 
ihren vollen Zusammenhängen erfaßt, Tgl. Clebsch-IAndemann, Ebene, S. 136; 
Raum, S. 132; sie wird dann auch unmittelbar auf die Schnittkurve der Fläche 
2. 0. mit einer Ebene ausgedehnt, § 141, 2, Absatz 8. 

Die sachgemäßen Bezei^inungen , § 10, (9); (10); § 16, (7); (8); § 41, (6); 
§ 67, (8), (9); § 76, (6); (6); § 138, (6), nach Hesse {l%bV), Werke S. 829; Sieb. Vorl. 
S. 9; 22. 

46. Imaginäre Sohnittpunktepaare. Das Mitzählen der imaginären 
Schnittpunktepaare, § 10, 1, findet sich bei J. Stirling (1717) nach Cantor 8, S. 480; 
Euler, Introd. 2 (1848), art. 86; Poncelet, Trait^ (1822), art. 60; Chasles, Apercu 
(1887), Note XXVI; Ch, Paulus, Arch. Math. Phys. 21 (1863), S. 183; 22 (1864), 
S. 121. 

Der Mittelpimkt einer imaginären Sehne, § 11, 1; § 68, 1, bei FonceUt, 
Traite, S. X u. art. 61; Gergonne, Ann. de math. 16 (1826), S. 279; Hacker, System 
(1886), S. 101; V. Staudt, Halbm. (1867), S. 38. 

Imag. Tangentenpaare, § 16, 2, bei Hiieker (1829), Abhandl. S. 187. 

In den ' Involutionen § 11, 6; § 17, 2; § 68, 7; § 77, 2 finden diese imag. 
Elemente ihren reellen Ausdruck, vgl. Anm. 84. 

47. Gleichungen der Tangenten und Tangentialebenen. Die beiden 
Formen der Gleichung der Tangente der allg. Kurve 2. 0, § 10, (14); (18), gibt 
Cauehy, Ezerc. 3 (1826), S. 80, indem er in etwas anderer Weise an die quadr. 
Gleich. § 10, (4) anknüpft. Wie Plücker, Entw. 1 (1828), S. 166 bemerkt, enthält 
das Verfahren § 10, 3 eine Umschreibung der Methode der Differentialrechnung. 

Die Gleichung des Berührungspunktes, % 16, (12), bei Plücker (1829), Ab- 
handl. S. 192; Entw. 2 (1831), S. 117. 

Die Existenz der Tangenticdebene als Ort der Tangente>i, § 67, 4, beweist 
Ch. Dupin, D^vel. (1818), S. 7. Die beiden Formen der Gleichung der Tangential- 
ebene, § 67, (16); (18), bei Cauchy, Exerc. 8 (1828), S. 109; in Tetraederkoordi- 
naten, § 143, (6), bei Plücker, System (1846), S. 19. 

Die Gleichung des Berührungspunktes, § 76, (10) xmd § 143, (7), bei Plücker, 
System (1846), S. 21; 193. 

48. Begriff und Gleichungen der Tangentenpaare und Berührungs- 
kegel. Die Gleichung des Tangentenpaares der allg. Kurve 2. 0., § 10, (21), bei 
Plücker, Entw. 1 (1828), S. 164; die Form § 10, (23) bei Hesse, Raum, S. 291, die 
Gl. des Schnittpunktpaares, § 16, (14), fär den Kreis bei Hesse, Ebene, S. 190; 
vgl. Baltzer, Geom., S. 207. 

Die Gl. des Berührungskegels der allg. Fläche 2. 0., § 67, (22), im wesentl. 
bei Cauchy, Exerc. 8 (1828), S. 68; in der Form § 67, (28); § 144, (6) bei Hesse, 
Raum, S. 171; Baltzer, Geom., S. 494; die Gl. der Schnittkwrve, § 76, 4 bei Hesse, 
Raum, S. 178. 

Daß der Berührungskegel des Kegels, § 71, (13), in ein Ebenenpaar zerfällt, 
bei Serenus, (360 n. Chr.) nach Cantor 1, S. 490. 

49. Begriff und Gleichungen der Doppelelemente. Die linearen Glei- 
chungen für die Doppelpwikte einer Kurve oder Fläche 2. 0., § 10,(28); §67,(82) 
erhält Lame, Exam. (1818), S. 71; 72, indem er ausdrückt, daß der Mittelpunkt 
auf der Kurve oder Fläche liegt. Die für die Doppelgerade einer Kurve oder 

60* 
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Doppelebene einer Fi&che 2. Kl., $16,(16); §76,(16;, gibt Hes$e, Sieb.yori.S. 19; 
lUnm 8. 178. 

Die ffir die Doppelpunkte einer ^nen SdmiUktLrve der Fläche 8. O^ § 106, 
(22); 1 107, (2;; § 141, (31), Hesse, Raum S. 392; fQr den Doppelp. des SämiU- 
punktpaares mit einer Geraden b. § 44, (26); § 142, (28;. 

Der Ansdmck point singolier (dans leqael la direetion de la tangente de- 
Yient indätermin^) bei Cauchy, Appl. (1826), S. 76, Magnus, Anfg. 2 (1837\ S. 896. 
Eine zweite Erkl&nmg, nach der es sich am Ponkte handelt, durch deren Ein- 
fahning als Eoordinateneckpankte eine Koordinate ans der Gleichung der Kurre 
oder Fläche verschwindet, in § 39, (26); § 42, 3; $ 139, 3; § 141, 6. 

60. Dnrohmeaser und Diametralebeneii. Den Ort der Mittelpunkte 
einee Systems paralleler Sehnen bei EÜipee, Hyperbel und Parabel, $ 14, 1; 8, 
nennt ApoUomus, 0)n. I , Def. 4 (Heib. 1, S. 6) einen Durtkmesser (duifietifog\ 
8. Cantor 1, S. 887; F. lieiller, Progr. S. 27. Derselbe Begriff fiör die aUg. Kurve 
ii.O,, in 8 11, 1 als die einer Richtung konjugierte Gerade bezeichnet, heiEuUr, 
Introd. 2, art. 90; dije Gleichung dieser Linie, § 11, (2), gibt Gerg<mne, Ann. de 
math. 6 (1814/6), S. 64; Cauchy, Exerc. 3 (1828), S. 67. 

Diametralebene einer Fläche als Ort der Mittelpunkte paralleler Sehnen, 
§ 68, 2, die einer Richtung konjugierte Ebene genannt, im wesentl. bei Euler^ 
Introd. 2, App. art. 18; Monge -Haa^Ue, J, ic. poljt. cah. 11 (1802), S. 161; die 
Gleichung der Ebene, § 68, (2), bei Binet, Gorr. polyt. 2 (1809), S. 19; Caud^, 
Exerc. 8 (1828), S. 8; 82; Gergonne, Ann. de math. 6 (1814/6), S. 74; Flüdcer, 
System (1846), S. 93; als Polarebene, des unend. fernen Punktes der Richtung, 
S 68, 11, bei Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), S. 19; v. Staudi, Halbm. (1867), S. 37. 

Durchmesser einer Fläche ist der Ort der Mittelpunkte paralleler ebener 
Schnitte, § 111, 4, die reziproke Polare der unendl. f. Geraden der Schnitte, Pon- 
celet, J. f. MaÜL 4, S. 21; v. Staudt, Halbm. S. 89; 40; Hesse, Raum S. 389. 

51. Harmonisohe Pole, Polaren und Polafebenen. I. Die induktive 
Definition harmoniscJier Pole, § 11, 6; § 68, 6, harmonisd^er Polaren, § 17, 1, 
und harmonischer Polarebenen, § 77, 1, setzt die Kurve oder Flüdie als gegeben 
voraus und benutzt gleichartige Elemente (zwei Punkte, zwei Gerade, zwei Ebenen). 
Sie ist ausgeprägt bei Hesse, Sieb. Vorl., S. 11; 22; Raum, S. 181; 147. Die de- 
duktive Definition, § 11, 20; § 17, 12; § 68, 29; § 77, 16, geht von der allg. Ver- 
wandtschaft der Reziprozität (der ungleichartigen Polarelemente Punkt und Gerade, 
Punkt und Ebene) aus und bezeichnet allgemein (s. auch Anm. 166) zwei Elemente 
als konjugiert, wenn das eine von ihnen mit dem Polarelement des andern ver- 
einigt liegt. Sie ist ausgeprägt bei v. Staudt, G. d. L. S. 184; 1^0; Beitr. S. 286 f. ; 
vgl.jBcye, G. d. L. 1, S. 104; 2, S.47; Stwm, Linieng. 1, S.82; Jahrb. d. F. 1878, 
S. 418. Vorgebildet sind beide Definitionen bei Steiner, Entw. (1882), Werke 1, 
S. 860 („zugeordnete harmonische Pole, zugeordn. härm. Gerade^*)« PHlcker, System 
(1886), S. 101 („zugeordn. Pole, zugeordn. Polaren"), Hesse (1840) Werke, S. 80; 84 
(„puncta conjugata, lineae co^j.'*); vgl. Baltzer, Geom. S. 209. 

II. Der analytisdie Ausdruck aller Definitionen liegt in der Gleichung f^^ = 0, 
§ 11, (8); § 46, (2); § 68, (7); § 149, (2). Denn einerseits ergibt sich /;, als mit4^ 
lerer Koeffizient der quadratischen Gleichung des Sdmittpunktproblems, §10,(7); 
§ 67, (7), und der Gleichung des Schnittpunktpaares in Zweieckskoordinaten, 
§ 44, (7); § 142, (7). Andererseits ist die Gleichung /i, »0 § 41, (6); § 138, (6) 
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(auch ohne die Bed. a^i^au^) der Ausgangspunkt des allg. Begriffs der Bezu 
prozität bei Möbius (1888), Werke 1, S. 492; Plücker, System (1846), 8. 18. 

III. Die involutorische Eigenschaft, §11, 14; §17, 7, bei der Kurve und, 
§68, 18; §77, 7, bei der Fl&cbe hebt Pancelet, Trait^ (1S22), art. 196; J. f. Math. 
4 (1829), S. 19; 20 („Fundamentalsatz") hervor, Ygl Steiner, Entw. (1883), Werke 1, 
8. 860; Schröter, Oberfl. 8. 182; 489; Saimon-Fiedler, Baum 1, 8. 86; 208. Auch 
die verschiedenen Auffassungen dieser Eigenschaft vereinigen sich in der einzigen 
anal. Gleichung f^^ » nach Moebius (1888), Werke 1, 8. 498, art. 3, Absatz 2. 

62. lüTolution harmonisoher Pole, Polaren und Polarebenen. Der 
Begriff der Involution harmonischer Pole, § 11, 6; § 68, 7, Polaren, § 17, 2, und 
Polarebenen, § 77, 2, knöpft wiederum (Anm. 61) induktiv an das Schnittpunkt^ 
paar der gegeb. Kurve und Fläche mit einer geg. Geraden usw. an bei Plücker, 
8ystem (1886), 8. 101. 

Deduktiv erscheint die Involution als Durchschnitt einer Geraden mit einem 
Polarsystem in der Ebene oder im Räume bei v. Staudt, G. d. L. (1847), 8. 184; 198. 

68. Begriff und Gleiohnng der Polare nnd Polarebene. I. Der Name 
^^Polare eines Punktes^^ § 11, 7 von Gergonne, Ann. de math. 8 (1812/8), 8. 297. 

II. Die harmonische Teilung einer Sehne durch Pol, Polare und Kurve für 
den Kreis § 12, 6 und für die Kegelschnitte im Spezialfall § 20, 8 bei Apollo- 
nius, Con. I, art. 84; 86; III, art. 87 (Ueib. 1 8. 100; 106; 402); vgl Cantor 1, 
8. 838; Zeuthen, Kegelschn. 8. 119; allgemeiner bei Desargues, Oeuvres 1, 8. 168; 
268, vgl. Cantor 2, 8. 678; Zeuthen, Gesch. XYI; XYII, 8. 180; Baltzer, Elem. 2 
(1878), 8. 886; weiter bei De la Hire nach Cantor 3, S. 128; Poncelet, Trait^, 
art. 194; 186; Polarebene § 68, 8 für Kugel und Fläche 2. 0. angedeutet bei 
Desargues, Oeuvres 1, 8. 290; allgemein bei Poncelet^ J. f. Math. 4 (1829), 8. 19; 
Trait^ (1822), art. 690. 

m. Die Gleichung der Polare § 11, (16) bei Ger gönne, Ann. de math. 8, 
8. 296; die der Polarebene § 68, (16) yon Monge nach Kötter, Ber. S. 48; Gergonne, 
Ann. de math. 1 (1810/1), 8. 837; 8 (1812/8), 8. 297; Livet, Corr. polyt. 1 (1806), S. 76. 

64. Konstraktion der Polare. Die Konstruktion der Polare (trauersale) 
mittels des vollst. Vierecks § 11, 8 bei Desargues, Oeuvres 1, 8. 189; Servois, Ann. 
de math. 1 (1810/1), 8. 837; Gergonne, Ann. de math. 8 (1812/8), 8. 297; Lame, 
Ezam. (1818), 8. 46 zugleich zur Konstruktion des Tangentenpaares. 

66. Polar- und Berührungselemente. I. Die Tangente als Polare des 
Berührungspunktes § 11, 9 bei Desargues, Oeuvres 1, 8. 266 nach Zeuthen, 
Gesch. XYI; XYII, 8. 181; der Berührungspunkt als Pol der Tangente § 17, 4 
bei Plücker, Entw. 2 (1881), 8. 118. Die Tangentialebene als Polarebene des 
Ber. p. § 68; 9; der Berührungspunkt als Pol der Tangentialebene § 77, 4 bei 
Plücker, System (1846), 8. 21; Hesse, Baum 8. 134. 

II. Die Polare als Berührungssehne des Tangentenpaares § 11, 10 bei Gre- 
gorius a St. Vinzentio nach Tropf ke, Gesch. 2, 8. 97; bei Desargues, Oeuvres 1, 
8. 192; der Pol als Sc^ieitel des Tangentenpaares § 17, 6 bei Plücker, System (1836), 
8. 100. Die Polarebene als Berührungsebene des Berührungskegels § 68, 10 bei 
Monge nach Livet, Corr. polyt. 1 (1806), S. 76; Lame, Exam. (1818), 8. 47 f. Der 
Pol als Spitze des Berührungskegels § 77, 5 bei Hesse, Raum S. 171. 

66. ZusammengesetEte PolarbeBiehiingen. I. Daß die Polaren der 
Punkte einer Punktreihe § 11, 16, II ein Büschel bilden, bei De la Hire (1686) 



1 



938 Anmerkungen 66^69. 

nach Kotier, Ber. 8. 47 ; daß die Polarebenen der Punkte eines Feldes ein Bündd 
bilden § 68, 23, II, bei Gergonne, Ann. de math. 8 (1812/3), S. 293 ff. nach KOtter, 
Ber. S. 49 und die Polarebenen der Punkte einer Geraden ein Busdiel bei Monge 
nach Kötter, Ber. S. 48. 

II. Die Projektivität der entsprechenden Gebilde § 11, 15, I; § 17, 8, I; 
§ 68, 14, I; 28, I; § 77, 8, I; 12, I folgt aus der allg, Theorie der reziproken 
Verwandtschaften I § 67, 8; 7; § 69, 8; 6; vgl. Klügel, Suppl. v. Grunert 2 
(1836), S. 989. 

57. "BegriS und Gleichung des Poles. I. Der Name Pol einer Greraden 
§ 11, 16 von J. F. Servois, Ann. de math. 1 (1810/1), S. 337; hier ist der Pol der 
Punkt, durch den die Polaren aller Punkte einer Geraden gehen, § 11^ 16, 11; 
Name und Begriff des Poles einer Ebene § 68, 24 bei Poncelet, Trait^ (1822), 
art. 590. 

II. Die Gleichung des Poles in Linienkoordinaten § 11, (27); § 17, (6) bei 
PlOcker (1829) Abhandl. S. 193; Entw. 2 (1831), S. 118; Hesse, Sieb. YorL S. 28; 
in Ebenenkoordinaten § 68, (26); § 77, (5) bei Hesse, Raum, 8. 147. 

68. Gleichungen von Kreis und Kugel. I. Die Gleichung des Kreises 
§ 12, (20) im wesentl. bei P. de Fermat nach Ganter 2, 8. 817; die der Kugel 
§ 69, (1) bei Parent (1718) nach Ganter 8, 8. 417, und Clairaut (1781) nach 
Ganter 3, 8. 781. Die Unterscheidung der Normalform § 12, (1); § 69, (1) und 
der allgemeinen § 12, (20); § 69, (20) bei Plücker, Entw. 1, 8. 47; Hesse Ebene, 
S. 179; Raum, 8. 345, vgl. Magnus, Aufg. 1, 8. 88; Klügel 3, 8. 295. 

n. Imaginäre Kreise § 12, 9 bei Chasles, Trait^ de gäom. sup^r. Ghap. 83; 
Möbius (1857) Werke 2, 8. 317; v. Staudt, Halbm. 8. 9; imag. Kugel § 69, 10 bei 
Cauchy, Applic. (1826), 8. 258. 

III. Geom. Deutung der Relationen zwischen 4 Punkten eines Kreises 
§ 12, 12 und 5 Punkten einer Kugel § 69, 14 s. bei JK. A. Luckterhandt, J. f. Math. 
28 (1842), 8. 375; Möbius, J. f. Math. 26 (1843), 8. 26 »Werke 1, 8. 588; 
Joachimsthal, J. f. Math. 40 (1850), 8. 21; Balteer, Geom. 8. 868; Det. 8. 230; vgl. 
Frobenius, J. f. Math. 79 (1875), 8. 185. 

59. Potenz in bezug auf Kreis und KugeL I. Über das Vorkommen 
des Sekantensatzes vom Kreise § 12, 8 bei Ärchytas (um 350 v. Ghr.) imd Euklid 
8. Tropfke, Gesch. 2, 8. 84; 85. 

n. Den Begriff der PoUnz § 12, 8 führt Steimr, J. f. Math. 1 (1826), S. 164 
» Werke 1, 8. 22 ein ; für die Kugel § 69, 3 Moebius (1857), Werke 2, S. 819. 
Die anal, Darstellung § 12, (8); § 69, (8) nach Hesse, Ebene 8. 180. Die Alten 
nannten den konst. Inhalt des Parallelogramms § 3, 6 Potenz der Hyperbel (ßvva^i^) 
nach F. Müller. 

m. Bei der allg. Kurve 2, 0. § 9, (1) ist s^s^ nicht von a, ß unabhängig, 
wie beim Kreise in § 12, (7). Vielmehr folgt aus § 10, (4) für zwei durch einen 
Punkt x^, y^ gehende Richtungen a, ß und a, ß': 



so dass: 
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Ton a;^, y^ unabhäDgig wird. Dies gibt die Sekanten^tze der KegeUchniUe^ 
ApoUonius Con. III, art. 16—23 (Heib. 1, S. 347 ff.) nach Cantor 1, S. 388; Newtoti 
(1706) nach Cantor 3, S. 428; Stirling (1717) nach Cantor 8, S. 434; vgl. EuUr, 
Introd. 2, art. 98; Klügel 8, S. 189; Zeuthen, Eegelschn. 8,116; Qesch. A. M. 
5. 208. 

60. Tmagin. Ereispunkte und Kugelkreis» Der Begriff des imaginären 
Kreispunktpcuxres § 12, 10 von Pancelet, Trait^ (1822), art 94; vgl. Klein, Antogr. 
Yorles. Elementarmath. 2 (1909), S. 248. Seine Gleichung in Linienkoordinaten 
§ 20, (60') bei Hesse, Sieb. Vorl. 8. 41; CUbsch-Lindemann, Ebene (1906), 8. 248. 

Das Kreisstrahlenpaar § 12, (18) als Punktkreis bei Cauchy, Appl. 8. 66; 
Exerc. 3, 8. 81. 

Der Begriff des imag. Kugelkreises § 69, 9 bei Fwicelet, Traitd art. 693; 
619; o. Staudt, Beitr. 8. 129. Seine Gleichung in Ebenehkoord. § 84, (9') bei 
Hesse, Raam 8. 338; in Linienkoord. § 84, (11') bei F, Aschieri, Rend. Ist. 
].omb. (2) 9 (1876), 8. 222; Clebsch- Lindemann y Raum 8. 188. Der Ansdrack 
Kugelkegel § 69, 9 nach F, Meyer, Jahrb. der Fortschr. 1882, 8. 717. Die Tan- 
gentialebenen des imag. Kugelkreises hei&en* Minimalebenen nach Lie-Scheffers, 
Beriihr.transf., 8. 429; die Treffgeraden des imag. Kngelkreises § 84, (11') Minimal- 
gerade nach Lie-Scheffers, ebd. 8. 266, lignes isotropes nach E. Laguerre, Kouv. 
Ann. (2) 11 (1872), 8. 14. 

61. Gleiohung des Kreises und der Kugel in Iiinien- und Bbenen- 
koordlnaten. Die Gl. des Kreises in Linienkoord. § 12, (27) bei Flacker, Entw. 2 
(1881), 8. 34; Hesse, Ebene, 8. 186; der Kugd in Ebenenkoord. § 69, (27) bei 
Plücker, System (1846), 8. 244; in Linienkoord, § 69, (28) nach Flacker, N. Geom. 
S. 236. 

62. Imagin. Ellipse und Ellipsoid. Die Gleichung der imaginären 
Ellipse § 18, 1 und des imag, Ellipsoides § 70, 1 bei Cauchy, Exerc. 8, 8. 70; 
Applic. 8. 263; vgl. Hesse, Sieb. Vorl. 8. 87; s. Anm. 86. 

F. Klein, Vorl. 1, S. 366 bezeichnet als imagin. Kurven nnd Flächen 2. 0. 
solche mit imagin. Koeffizienten a^^j in § 9, (1); § 66, (1) und nennt die hier 
betrachteten nullteilig. 

63. Abstftnde der Brennpunkte von der Tangente« Der Satz über 
das Produkt der Abstände der Brennpunkte von der Tangente § 13, (11) von 
J. Keiü (1709) nach Klügel 2, 8. 97; vgl. Plucker, Syst.. (1836), 8. 116. Der Satz 
liegt auch in der Formel § 31, (28) nsrch Hesse, Vorl. Raum, 8. 344. 

64. Winkel der Brennstrahlen gegen Tangente und Normale. I. Der 
Satz von der HaXbierung des Winkels der beiden Brennstrahlen eines Punktes P 
der Ellipse oder Hyperbel durch Tangente und Normale § 13, 4 bei ApoUonius^ 
€on. III, art. 48 (Heib. S. 430) nach Cantor 1, S. 339; für die Parabel § 13, 18 
erst von Anihenius (6. Jahrh.) nach Heiberg, Zeitschr. Math. Phjs. (1) 28 (1888), 
kl. Abh. 8. 121; Joh. Werner (1600) nach Cantor 2, 8. 458. Daß die Halbierungs- 
linien der Winkel der Brennstrahlen des Punktes P die Tangenten der beiden 
durch P gehenden Konfokalen sind § 33, 9; § 36, 7 bemerkt Chasles, Apercu 
Note XXXI, art. (30); die Beziehung des Satzes zur Theorie der senkrechten 
harmon. Polaren § 20, 6 bei Chasles ebd. art. (18). 

II. Der entsprechende .Satz von den Hcdbierungsebenen der Winkel der 
Fokaiebenen beim Kegel § 119, 8, HI von Magnus, Ann. de math. 16 (1826), 
nach Chasles, Aper9u V, § 42 (1837, 8. 237). , 
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in. Der entsprechende Satz bei den Flächen 2, O. gliedert sich in zwet, 
je nachdem man die durch einen Funkt P der Fläche gehenden Fokalkegel § 122, 
(4) oder Fokalstrdhlen § 122, (9), befe^gl. die gebrochenen Fokaldistanzen § 184, 
13; § 187, 18, als Analoga der Brennstrahlen ansieht. Die Normalen der drei 
durch P gehenden Konfokalen sind nach § 122, 1 die Hauptachsen der Fokal- 
kegel und nach | 122, 4, III die Halbierungslinien der Fokalstrahlen, s. Anm. 102 
und 186. 

65. Haaptaolisengleicilungen der Kegelsolmitte in Iiinienkoordinaten 
und der Flftohen 2. O. in Ebenenkoordinaten« I. Die Linietikoordinaien- 
gUichung der Ellipse, Hyperbel § 18, (18) und Parabel § 18, (48) bei Plücker (1829), 
Abhandl. S. 189; Hesse, Sieb. Vorl. S. 48. Andeutungen über die Auffassung der 
Parabel als Liniengebilde bei Apöllonius^ Con. III, art.-41 (Heib. 1, S. 412 ff.) nach 
Tropf ke, Gesch. 2, S. 448; Zeuthen, Gesch. XYI; XVII, S. 227. Der Übergang 
▼on § 13, (23) zu § 18, (18) bei Cayley nach Dingeldej, Enc. S. 19. Daß die 
Parabel keine parall. Tang, hat § 18, 15, E erwähnt Steiner^ Syst. Entw. (1832) 
Werke 1, S. 884. 

n. Die Ebenenkoord.gleich. des Ellipsoides und Hyperboloides § 70, (10) bei 
Plücker, System (1846), S. 211 ; 212. 

66. Ort der Scheitel besonderer Tangentenpaare und Berühranga- 
kegel* I. Den Ort der Scheitel reehiwinkL Tangentenpaare eines Kegelschn. 
§ 18, 8,1; § 18, 16,1; §83, (22); §85, (21) bestimmt De la Hire nach Cantor 3, 
S. 129; Xam^, Ezam. (1818), S. 78; Poncelet, Traitä (1822), art. 452. Auch die 
allgemeinere Aufgabe § 33, (24) behandelt De la Hire, Sect con. YHI, prop. 27 ff. 
und für die Parabel § 35, 8, letzt Abs., De V Hospital, Sect. con., S. 266 ff. nach 
KGtter, Ber. S. 52. Die Kurven 4. 0. § 33, (24) (bei der Parabel 2. 0.) in eüipt. 
Koord. von 0. Staude, Dissert, Leipzig 1881, S. 17 behandelt. 

n. Den Ort der Scheitellinien rechtwinkL Tangenteneben^npaare beim Kegd 
§ 119, 10 gibt Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 321; s. auch Painvin, Bull, scienc 
math. 2 (1871), S. 371; Sdlmon-Fiedler, Raum S. 439. 

in. Der Ort der Schnittpunkte von drei recktw. Tangenten beim Ellipsoid 
od. Hyperboloid bestimmt Lame, Exam. (1818), S. 80; Sobülier, Ann. de math. 
18 (1827/8), S. 282; von drei rechiw. Tangentene&^nen („Mongesche Eugel*^) 
Monge nach Livet, Corr. polyt. 1 (1804), S. 30; der erste Beweis von Poisson^ 
ebd. 1 (1806), S. 240; vgl. Chasles, Corr. polyt. 3 (1816), S. 820; Lam^, Ezam. 
S. 80; beim Paraboloid Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 325. Daß es sich dabei 
um den Ort der Scheitel gleichseitiger, § 100, (17); (21); § 122, (18); § 125, 
(8), und dual gleichseit. Berühr. Kegel, § 100, (18); (22); § 122, (16); §125, (10) 
handelt, bemerkt Plücker, System (1846), S. 206. Ort der Scheitel Pappusscher 
und Hachettescher Eegel (s. Anm. 143) nach Ä, Mannheim, Proc. R. Soc Lond. 1881, 
S. 447, eine Fresnelsche Wellenfläche. Die Bed. daffir lautet nach § 122, (2): 
(ft + V — 2 t) (»• + i — 2 t) (Jl + ft — 2 t) = und ist nach Staude, Dissert. Leipzig 
1881, S. 61, die Gl. der Fresnelschen Wellenfl. in ellipt. Koord. Die Methode der 
ellipt. Koord. ist für alle diese Örter I— III das systematische Hilfsmittel und 
gestattet auch die getrennte Deutung der einzelnen Kurvenzweige und Flächen- 
schalen, wie ft+v — 2t = 0, V -\-X — 2t = usw. 

IV. Da alle Ebenen durch eine Erzeugende Tangentialebenen sind, gehört 
dem Ort der Scheitel von drei rechtw. Tangenteneb. auch der Ort der Schnitt- 
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punkte zweier rechtw. Erzeugender der Fläche §64,(3); §66,(44) an, Flücker 
System (1846), S. 207 ; 208. Die letztgenannten Orter erscheinen, wiederum auch 
bei der Theorie der gleichseitig hyperbol. Schnitte § 116, (24). 

67. Aflyinptotengleiohiiiig in Linlenkoordinaten. Die Asymptotengl. 
der Hyperbel in Linienkoord. § 13, (31) bei Plücker, Entw. 2, S. 53. Der Satz. 
§ 18, (82) aber schon bei ApoUonius, Con. m, art. 43 (Heib. 1, S. 420); in der 
Auffassung §*13, 18 bei Steiner, Syst. Entw., Werke 1, S. 885. 

68. JLhnliohe Punktreihen auf Bwei Tangenten der ParabeL Der 
Satz§ 13, 19 gibt Apollofiius III; art. 41 (Heib. 1, S.412); vgl. Zeuihen, KegeUchn. 
S. 844. Er findet sich auch bei De la Hire und M. B. de Prony^ J. ^c. polyt. 
cah. 10 (1810), S. 57f. nach Dingeldey, Encykl. S. 16; ferner bei Poncelet^ Traitä 
(1822), art. 224 und in seiner systematischen Stellung bei Steiner, Syst. Entw., 
Werke 1, S. 834. 

69. Gleiehnngen des Idnlenpaares in Linien- und des Kegels in 
Sibenenkoordinaten. Die Darstellung des Linienpaares § 18, (57) durch zwei 
Gleichungen in Linienkoordinaten § 18, (58'); § 19, (14); (18); § 45, (11); (16) bei 
Hesse, Sieb. Yorl. S. 16; des Kegels durch ^tre» Gleichungen in Ebenenkoord. §71, 
(8); (9); § 143, (9); (11) nach Plüdcer (1882), Abbandl. S. 229; Hesse, Raum, S. 164; 
Clebsch' Lindemann, Raum. S. 23 f.; Salmon- Fiedler , Raum S. 348. 

Die Beziehung der Geraden u^% Uj^' des Geradenpaares §42^(15) und der 
Ebenen des Ebenenpaares § 139, (28) zu den Koeffizienten a^i bei Clebsch-Linde- 
mann^ Ebene S. 182; Raum S. 153. Die umgekehrte Aufgabe deckt sich im 
wesentl. mit der Darstellung des Geraden- und Ebenenpaares in Linien- und 
Ebenenkoord. § 45,(11); (15); §71,(33); (34); §148,(14); (17); s. Anm. 139. 

70. Koi^'ugierte Durchmesser und Diametraiebenen. I. Der Begriff 
zweier konjugierter Durchmesser der Ellipse und Hyperbel § 14, 2, 1 bei ApollonitUy 
Con. I (Heib. 1, S. 8) nach Cantor 1, S. 837 ; bei Gregorius a St Vineentio nach Bopp, 
Greg. S. 108 ff.; Euler, Introd. 2, art. 111. Die besondere Art § 14, 5, II bei Euler^ 
Introd. 2, art. 146; Klilgel 2, S. 87. Bei der Parabel, wo alle Durchmesser der 
Achse parallel sind, treten für zwei konjugierte Durchmesser ein Durchmesser 
und eine Tangente ein § 14, 8, s. Euler, Introd. 2, art. 151. 

n. Der Begriff von Durchmesser und Diametralebene, die einander konju- 
giert sind, femer von drei konjug, Durchmessern, bezügl. Diametralebenen des 
Ellipsoides und Hyperboloides § 72, 1; 5; 7 bei Monge-Hachette, Joum. 6c. polyt. 
cah. 11, S. 158; Baltzer, Geom. S. 514. Beim Paraboloid, wo alle Durchmesser und 
Diametralebenen der Achse parallel sind, treten für drei konj. Durchm. ein 
Durchm. und zwei Tangenten ein § 73, 3, s. v. Staudt, Halbm. S. 45; Baltzer, Geom. 
S. 517. 

71. Konjugierte Durchmesser und Diametralebenen als Polarsysteme. 
I. Die Auffassung aller Paare konjugierter Durchmesser § 14, 4 als Strahlen- 
invölution mit den Asymptoten als Doppelstrahlen bei De la Hire nach Dingel- 
dey^ S. 21 und bei Chasles nach KGtter S. 295; — düer Paare konjugierter Durch- 
messer und Diametralebenen § 84, 3, letzter Absatz, als Polarbündel des Asym- 
ptotenkegels bei v. Staudt, Halbm. S. 39. 

n. Allgemeiner bilden die Paare konj. Durchmesser die zum Mittelpunkt 
gehörige Involution harmonischer Polaren am Mittelpunkt § 20, 4 und konju- 
gierte Durchmesser und Diametralebenen das Polarbündel am Mittelpunkt. 
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72. Konjugierte Durohmesser als Koordinatenachsen. I. Die Glei- 
chungen der Ellipse und Hyperbel in bezug auf eicei ko^j. Durchm. § 14, (11) 
und der Parabel in bezug auf Durchm. u. Tangente § 14, (25) bei Femutt nach 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 198; Euler, Introd. 2, art. 110; 114; 161; Klügd 2, 
S. 82. Die Gleichung der Ellipsoide und Hyperboloide § 72, (14) in bezug auf 
drei konj. Durchm, bei Monge-Hachette^ J. 6c. polyt. cah. 11 (1802), S. 164; 
Moebius, Werke 1, S. 159. • 

II. Die Form der Gleichungen § 14, (11) und § 72, (14) ist in der Auf- 
fassung der betreff. Koordinatensysteme als Polardreieck § 47, 1 und Polartetraeder 
§ 150, 1 begründet, die auf Poncelet, Traitä (1822), art. 617 zurflckgeht. Die 
Form der Gl. § 14, (26) und § 73, (8) in der Auffassung als Berührungsdreieck 
§ 62, 3 und Folarberührungstetraeter § 168, 6. 

78. Metrisehe Sfitze- über konju^erte Durohxnesser. I. Die beiden 
Sätze § 14, (16); (17) bei Apollofiius, Con. VE, art. 12; 13; 31 nach Zeuthen, 
Eegelschn, S. 393; bei Euler, Introd. 2, art. 119; 116; 146; Klugel 2 (1805), S.84; 
713. Als Invariantenbeziehungen § 22, 10 bei PlUcker, Entw. 1 (1828), 8. 144. 

II. Die Sätze § 72, (23) bei Livet, Corr. polyt. 1 (1804), S. 29; J. ^c. polyt. 
cah. 13 (1806), 8. 277; J. Binet, Corr. polyt. 2 (1810), S. 79( 2 (1812), S. 323; J. 
^c. polyt. cah. 16 (1813), 8. 321; mit zahlreichen ähnlichen Sätzen bei Chasles. 
Corr. polyt. 8 (1816), 8. 306 ff.; J. de math. (1) 2 (1887), 8. 388; Magnus 2 (1887), 
8. 236; V. Staudt, Halbm. 8. 50. Als Invariantenbeziehungen § 92, 2 bei Binet, 
J. c4. polyt. 16 (1813), 8. 51; Tgl. Plüekei', System (lS4c&), 8. 160ff,; Salmon-FiedUr, 
Raum 1, 8. 126 f.; vgl. Bauer, Münch. Ber. 1880, 8. 637. Die Sätze § 73, (12); fl3); 
§ 92, 3 von Ällman, Quart. J. 13 (1876), 8. 102. 

74. Ähnliohe Kurven und Flächen 2. 0. I. Der Begriff der Ahiüiclikeit der 
Paraibfiln § 14, 10 bei Archimedes, Con. et Sphaer., Op. omnia ed. Heiberg, 1, 
8. 279, der Kegelschnitte überhaupt § 14, 10 bei Apollonius, Con. VI, nach Cantor 1, 
8. 342; bei De la Hire, Sect. con. VI, nach Cantor, 3, 8. 129; De l'Hospital, 
Sect. con. (1720) V, art. 190; Euler, Introd. (1748) 2, art. 489; Moebius (1827), 
Werke 1, S. 174; (1862), Werke 2, 8. 91. Über den weiteren Begriff § 14, 10 vgl. 
B, Müüer, Arch. math. Phys. (3) 2, 8. 342; Jahrb. der Fortschr. 1908, 8. 660. 

n. Die Formeln § 14, (32) bei Euler, a. a. 0. art. 446. Die ailgem. Formeln 
far die Ähnlichkeit zweier auf dasselbe (oder nicht dasselbe) rechtwinklige Koor- 
dinatensystem bezogene Figuren lauten in der Ebene: 

x-=^x^ + m{a^x' + a^y), y-==^y^ + »i(ft x + fty'), 

wo ffj, ^j und a^, /?, die Bedingungen § 21, (7) erfüllen, und im Bautnei 

« = ^0 + w* («1 ^' + «» y' + «8 ^') > y = ro + »» (ft ^' + M + h ^') > 

z^z^ + m{y^x-\- y^y+y^z'), 

^0 «i * ft * /i ; a» . ft . r» und «8 , ft , 78 die Bedingungen § 88, (3), (4) erfüllen. 
Beidemal ist m das konstante Verhältnis entsprechender Strecken; vgl. Klügd 
(Gi-unert), Suppl. 2 (1836), S. 984. 

III. Begriff u. Übereinstimmung der konjugierten Durchmesser konjugierter 
Ellipsoide und Hyperboloide § 72, 12 bei Cauchy, Applic. S. 274; v. Staudt, Halbm. 
8. 42; Salmon- Fiedler, Raum, 8. 124 f. 

75. Abschnitte auf der Tangente der Hyperbel. Der Satz § 14, 11, IV, 
daß die Asymptote auf der Tangente der Hyperbel gleiche Stucke abschneidet, bei 
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Arehimedes und Apollonius nach Tropf ke 2, S. 456. Alle Sätze § 14, 11, II— IV 
fiind Spezialfälle des Satzes § 48, 8, U. Denn das Büschel ähnlicher Hyperbeln: 

«nthält die unendl. ferne Gerade t* =» 0. Daher ist för die Involution § 48, 8, 1 
der unendl. ferne Punkt ein Doppelpunkt und die Involution gleichseitig hyper- 
holisch, § 8, (16). Die Schnittpunktpaare S und 1, S' und T § 14, Fig. 75 haben 
also denselben Mittelpunkt M. 

76. Begriff und Kriterien des Banges. I. Der Bang eines Punktepctares, 
siner Kurve oder Fläche 2. 0. oder ^. Kl, ist gleich dem Rang der zugehörigen 
DetermitMnte, § 39, 7; § 42, 1; § 189, 1. Als solchen bezeichnet L. Kronecker, 
Berl. Ber. (1884), S. 1071 die größte Zahl r von der Beschaffenheit, daß nicht alle 
Unterdeterminanten r-ten Grades verschwinden. Seine Invarianz § 89, 7 ; § 42, 1 ; 
f 139, 1 fOr jede Koordinatentransformation bei K. Weierstraß, Berl. Monatsber. 
<1868), S. 316. 

n. Oeometrisefi kömmt der Rang erstens in der Anzahl der Doppelelemente 
2ur Geltung § 18, 1; § 78, 1; § 89, 8, zweitens in der Ma/nnigfalHgkeit niedrigster 
Ordnung, der das Gebilde angehört (eigentl. Fläche 2. 0. dem Räume von <x>^ 
Punkten, Kegel dem Bündel von oo' Strahlen, Ebenenpaar dem Büschel von 
oc^ Ebenen), drittens überhaupt in der durch die Benennimg ausgedrückten 
Beschaffenheit des Gebildes § 19, (27); § 81, (27); § 80, (17). Das Linienpaar als 
Grenzfall der Kurve 2. 0. bei Desargues nach Chasles, Aper9u 11 § 21, S. 75; 
Poneelet, Trait^ art. 221, das Punktepaar als Kurve 2. Kl. bei Plticker, Abh. S. 441. 
Beduzihle Flächen 2. 0. bei Brandes, Höh. Geom. (1824), S. 199; Baltzer, Geom. 
S. 454 ; 

in. Bei der analytischen Darstellung tritt der Rang hervor in der niedrigsten 
Anzahl der Koordinaten in der Gleichung des Gebildes §89, 10; §42, 2; § 189, 2 
bei Plücker, System (1846), S. 59; Baltzer, Geom. S. 198, 486; sowie spezieller 
in der Zahl der Quadrate in der Quadratdarstellung § 40, (4); § 39, (26); § 46, 
18; § 149, 15 nach S. Gundelfinger in Hesse, Raum, S. 462. 

lY. Die urspr anglichen Bedingungen des Ranges liegen nach seiner Defi- 
nition I in dem Versdnifinden aller unterdeterminanten eitles bestimmten Grades 
§ 89, (16); (17); § 19, (27); § 81, (27). Die Bedingung § 19, (1); (1') in ausgeschrie- 
bener Form bei Plücker, Entw. 1 (1828), S. 131; 2(1881), S. 60; 173; System 
<1835), S. 87; Magnus, Aufg. 1(1833), S. 103; die Bed. § 79, (3) andeutungsweise 
bei Lame^ Exam. (1818), S. 42; 72; ausgerechnet bei Cauchy, Exerc. 8 (18*28), 
S. 96; Plücker, System (1846), S. 62; 59. Die Determinanten form durch Cauchy, 
Exerc. 4 (1829), S. 142; Jacohi, J. f. Math. 12 (1883), S. 11 «=i Werke 3, S. 207; 
Hesse, Ebene S. 94; Sieb. Vorl. S. 4; Raum, S. 188 in Gebrauch; vgl. Baltzer, 
Det. S. 42; Clebsch-Lindemann, Raum S. 154. 

y. Eine Vereinfachung erfahren diese Bedingungen durch Zurückfahrung 
auf die Mauptunterdeterminanten § 49, (18) vor den geschweift. Klammem, § 152, 
(36) vor den Klaomiem. Diese Zurückführung geschieht durch die Betrachtung 
der Spezies und beruht auf den Determinantensätzen I Anm. 1, 11, (7); (8); 
in, (21)— (23) in § 152, 11; 13. 

VI. Während die „aufgelöste Form" IV und V der Bed. des Ranges für 
die Einzelanwendung (vgl. die Tabellen § 40, (22); § 158, (21)) bequemer ist, er- 
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halten sie ihre theoretisch vollkommenstef „geschlossene Form" durch Zurück- 
führung auf die Summen der Hauptunterdeterminanten § 19, (28); § 81, (28); 
§ 139, (80). Diese Form ergiht sich auf Grund der orthogonaien Transformation 
(8. Anm. 116) § 50, 19; § 166, 21; oder auf Grund der Determinantenidentitäten 
(s. Anm. 80). 

YII. Bei den Schnitten der Kurve 2. 0. mit einer Geraden und der Fläche 
2. 0. mit einer Ebene und einer Geraden durchlaufen die Bedingungen des 
Banges ebenfalls die vorstehenden drei Enkoieklungsformen IV -VI, nur daß 
überall, statt der einfachen, die geränderten Det., ünterdet., Hauptunterdei^ 
Summen von Hanptunterdet. erscheinen: Form FV § 44, (17)—(19); § 141, (20) bis 
(23); § 142, (17)— (19); Form V § 49, (22) Zeilenvorschr, ; § 163, (21)Zeilenvor8chr.; 
§ 164, (9); Form VI § 61, (85); § 141, (24); § 142, (24). Der Vergleich dieser 
Stellen dürfte zugleich die überall durchgeführte Bezeichnung A*^, Aj^i^ A'** usw. 
rechtfertigen, 

VIII. Bei den geränderten Det. treten als Bedingungen des Banges von der 
Form IV z. B. § 107, (18) nur die ^^regelmäßigen'' ünterdet, § 107, (9) auf, während 
die ^^unregelmäßigen'' § 107, (10); (11) ausfallen. Indessen folgt aus dem Ver- 
schwinden aller 9 regelm. (Jnterdet. 8. Gr. A^i auch das Verschw. der Det. 4. Gr. 
A^ selbst, sowie das der 7 unregelm. ünterdet. 3. Gr. § 44, 10; ebenso aus dem 
Verschw. aller 16 regelm. Ünterdet. 4. Gr. A^^ das der Det. 6. Gr. J.*», § 141, 
bei (22)^ und der 9 unregelm. § 107, 4 (wo in Satz I „neben A^" wegbleiben 
kann); ebenso mit bezug auf A^^' § 142, bei (19) und § 142, 10. Auch begründen 
die Formeln § 44, (37); § 107, (21); § 142, (21) den Übergang zur Form V der 
Bedingungen. 

77. IdenÜtftt der eigentUchen Kurven oder Flftohen 2. Ordnung und 
2. Elasse. I. Die Identität der eigentlichen Kurven und Flächen 2. 0. nnd 2. Kl., 
§ 18, 7 und § 78, 7, bei Gergonne, Ann. de math. 18 (1827/8), S. 162; Plüdcer, 
System (1885), S. 87; Abhandl. (1831). S. 226; System (1846), S. 21; 321. 

n. Die Beziehung der Gleichungen der eigentl. Kurven und Flächen in 
Funkt' und Linien- bezügl. Menenkoord,, § 18, (9); (10) und § 78, (10); (11); 
§ 46, 3; § 143, 8, bei Plücker, Entw. 2 (1831), S. 120 f.; System (1846), S. 321; s. 
dagegen Anm. 69. 

78. Polarsystenie im allgemeinen. I. Ursprünglich war die Kurve oder 
Fläche 2. 0. der Ausgangspunkt, § 18, 11; § 78, 13. Zwei Figuren, bei denen die 
Geraden der einen die Polaren der Punkte der andern nnd die Punkte der einen 
die Pole der Geraden der andern in bezug auf eine Kurve oder entsprechend eine 
Fläche 2. 0. sind, wie die Dreiecke, §48, 5; die Tetraeder, § 161, 8, erscheinen bei 
Brianchon, J. ^c. polyt. cah. 10 (1810), S. 14; cah. 13 (1806), S. 297 und Poncelet, 
Trait^ (1822), art. 232. Poncdet nennt sie, ebd. art. 229, polaires reciprogues iind die 
zugrunde liegende Kurve directrice ou auxiliaire, vgL Poncelet, J. f. Math. 4 (1829), 
S. 19; PMcker, Eniw, 2 (1831), S. 262; Hesse, Werke S. 33, art. 9. Die Polar- 
verwandtschaft beim Kegel, § 79, 6; § 80, 3, wird entwickelt von Chasles, Cones, 
S. 3; MagniAs 2, S. 147 („konische Reziprozität"); Sälmon-Fiedier , Raum, S. 87, 
116; Hesse, Raum S. 163; 167; Clebsch- Lindemann, Raum S. 147; 148. 

U. Den umgekehrten Ausgangspunkt, vom „Polarsystem" aus zur Kurve und 
Flä^e 2. 0., § 18, 11; § 78, 13, ninmit im Anschluß an Gergonne, Steiner, Plüdcer 
(vgl. I Anm. 119), v. Staudt, G. d. L. S. 131; Beitr. (1866), S. 56 f 106. Die Kurve 
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und Fläche erscheint dann als „Ordnungskurve" oder „Ordnungsfiächef' des Polar- 
«jstems, V. Staudt, 6. d. L. S. 137; 197; Eeye, G. d. L. 2, S. 103. Im gleichen Sinne 
erscheint das „Polarbündel'\ § 79, 6, bei v. Staudt, G. d. L. S. 211; Beitr. 8. 286; 
Halbm. 8. 36; Beye, G. d. L. 1, S. 109 f.; 2, 8. 108; Schröter, Oberfl. 8. 84; 37. 

m. Als Sonderfall der aUg. Korrelation, § 18, 12; § 78, 14, wird das Polar- 
fljstem von Moebius, PlUcker, Magnus und Chasles erkannt (vgl. I Anm. 119). 

79. Koordinaten der Doppelelemente. Die Koordinaten des Doppel- 
punktes, % 19, (2); § 42, (8), nnd der Doppelgeraden, § 19, (20); § 42, (16), der 
Kurve 2. 0, bei Clehsch-Lindemam,n, Ebene S. 180; 184; die des Doppelpunktes 
I 7^1 (^); § 189> (8), der Doppelgeraden § 81, (2); § 139, (16) und der Doppel- 
ebene § 81, (21); § 139, (24) der Fläche 2. 0. nach Clebsch-IAndemcmn, Raum 
8. 160. Entsprechend sind die Koordinaten des Doppelpunktes § 107, (17); 
§ 141, (32) und der Doppelgeraden §107, (31); §141, (46) eines ebenen Schnittes 
der Flächen 2. 0. gebildet. 

80. Determinantenidentit&ten. Die systematisch hergestellten Identitäten 
fOr die Summen der Quculrate der Unterdeterminanten bestimmten Grades sind 
teils unbedingte für einfadie Determinanten § 39, (20); § 19, (7); (23); § 79, (10); 
§81, (17); (24) und für geränderte Determinanten § 44, (40) => § 109, (20); § 107, 
(26); (48); § 142, (28), teils bedingte § 23, (20); (26); § 94, (29); (36); (43); § 111, 
(17); (29); (36). Sie sind aus einer an das Dujnnsche Paradoxon (s. Anm. 160) 
anknüpfenden Anregung yon Hesse, Baum, S. 402 f., hervorgegangen, wo sich die 
Formel §109,(20) im Spezialfall H(1)»0 findet. Bei der Herleitung bildet 
die Identität, § 81, (17), deshalb besondere Schwierigkeiten, weil zu den zwölf 
Formeln, §81,(8), die drei entsprechenden für «ija^^ — «1*4, ofji «56 — «s'ö i 
^88^« — ^^s'e f<Bhlen, so daß in §81, (6) die Quadrate a^^, ccf^^ ccj^ nicht ein- 
geführt werden können. Entsprechendes gilt bei § 107, (41) für «J*«, aj^, a^e- 

Der Zweck dieser Identitäten ist einerseits die direkte Herleitung der ge- 
geschlossenen Bedingungen des Ranges, Anm. 76, YI und andererseits die Ver- 
wendung zur Bestimmung der Elementarteiler bei der orthogonalen Transfor- 
mation § 40, 9, 11; ni; § 60, 10; § 61, 9; § 166, 10; § 166, 9; § 167, 8. 

81. Tangente und Normale, Tangentialebene und Normale. Die 
luTolution, in der Tangente und Normale der Kurve 2. 0. die Hauptachsen 
schneiden § 20, 6; 7; 18 und das Polarsystem, in der Tangentialebene und Normale 
der Flädie 2. 0. die Hauptebenen schneiden § 120, 14; § 123, 12; § 118, 9 bei 
Chasles, Aper9u Note XXXI, art. (1); (18); vgl. Schröter, Kegelschn. S. 190; Satz 
§ 20, 7, II bei SehröUr, ebd. 8. 193. 

82. Senkrechte harmonische Polaren und Aehsenkomplez. I. Die 
Theorie der zugeordneten NormcdstroMen § 20, 8; 19 folgt im wesentl. Heye, Gr. 
d. L. 1 (4. Aufl. 1899), S. 187 f. Sie ist die Vorstufe zur Theorie des Achsen- 
komplexes, Während aber in der Ebene, § 20, (18), jede Gerade als Normale von 
Pol auf Polare erhalten wird, werden im Räume als Normalen von Pol auf Polar* 
ebene nur cx)' von den oo* Greraden erhalten. Sie bilden also einen Komplex 
§ 86, 1. Als solcher, im Plückerschen Sinne (vgl. I Anm. 130), ist der Komplex 
zuerst von Th, Heye eingehend untersucht, Eeye, G. d. L. 1. Aufl. (1868) und Ann. 
di mat. (2) 2 (1869), 8. 1; vgl. über die Literatur Eeye, G. d. L. 2 (4. Aufl. 1907), 
8. 223; Kötter, Ber. S. 403; Lie-Scheffers, Berührungstransf., 8. 271;, 320. Der Satz 
§ 86, 9 von E, Waelsch (1887) nach Reye, G. d. L. 2, 8. 216. 
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n. Die Gemeinsamkeit der senkr. konj. Polaren für konfokale Kegelsdmäte 
% 32, 13; $ 34^ 11 nnd doB AchsenkOTiplexes für konf. Flädten % 120, 12; § 183, 11 
bei Beye, G. d. L. 1, 8. 188; 2 S. 229; 240. Der Unabhängigkeit der FQmieb& 
§ 86, (37), von a in § 86, (34) entspricht der Verschiebbarkeit des Acbsenkom- 
plexes eines Paraboloides in der Richtung der Hauptachse, Beye, G. d. L. 2, S. 221. 

88. Das Nonnalenproblem. I. Das Normalenproblem der Kegelschnitte § 20, 
9; 19 bei ApolUmius nach Cantor 1, S. 341; De la Hire nach Cantor 3, S. 129; 
Frizier nach Cantor 4, S. 621; Poncelet, Trait^ (1822), art. 492; JoaehimsÜuü^ 
J. f. Math. 26 (1843), S. 172 ff.; Steiner (1864) Werke 2, 8. 627; Sehröter, Kegel- 
schnitte 8. 203; ScAmon- Fiedler, Eegelschn. (7. Aufl. 1907), 8. 362; 394; siehe 
Dingeldey, Encykl., 8. 62 ff. 

n. Das Normalenproblem der Flächen 2. 0. § 86, 14 bei Chades, J. de math. 
(1) 3 (1838), 8. 433; Qnetel. Ck)rr. 9 (1839), 8. 49; Par. C. B. 64 (1862), 8. 318; 
Steiner, J. f. Math. 49 (1864), 8. 346 = Werke 2, 8. 636; Beye, G. d. L. 8, 8. 241; 
Tgl. Stande, Encykl. UI C 2, 44. 

84. Folarbesiehung der Direktrix. Der 8atz am Schlnß Ton § 20, 9 yon 
De la Hire nach Kötter, Ber. 8. 64 und Dingeldey, Encykl., 8. 64. Der Satz 
hängt anfs engste mit der Identität der Direktrixeigenschaft zusammen. Der 
Kegelschnitt gehört einem Büschel K — Xü* = (Anm. 21) an, dessen Linien- 
paare das Ereisstrahlenpaar X s= (mit dem Scheitel F) nnd die Doppelgerade 
Z7' BS (die Direktrix) sind. In einem solchen sind alle Punkte P der Doppel- 
geraden Punkte gleicher Polare (§ 60, 3). In bezug auf das Kreisstrahlenpaar 
ist aber die Polare eines solchen Punktes P die in .F zu FF errichtete Senk- 
rechte. Diese ist daher auch in bezug auf den Kegelschnitt die Polare Ton P, 

Entsprechend würde im Räume, wo die Tangente t^ im Punkte P^ eines 
Fokalkegelschnittes (§ 127, Fig. 190) die reziproke Polare der Direktrix p^ des 
Punktes P^ ist, die zur Verbindungsebene eines Punktes P der Direktrix mit 
der Tangente t^ durch t^ gelegte Normalebene die Polarebene von P sein, da t^ 
Fokalachse ist (§ 122, 11). 

86. Folarsysteme mit besonderer Direktrix« I. Die imaginäre Eüipse 
§ 20, 10, der imag. Kegel § 84, 4, das imaginäre Ellipsoid § 82, 12 gewinnen 
durch das jedesmal entsprechende reelle Polarsystem ihre Vertretung, wie das 
imaginäre Punktepaar (Anm. 34) durch die zugehörige Involution; vgl. Flucker, 
Entw. 1 (1828), 8. 167; v. Staudt, G. d. L. (1847), 8. 137; CUhsch- Lindemann, 
Ebene, 8. 341; Beye, G. d. L. 2 (1907), 8. 91; 106. 

n. Den anal. Ausdruck § 20, (27) der Polarreziprozität in bezug auf einen 
imag. Kreis vom Radius y — 1 {Dimlität in gemeinen Koordinaten) gibt Plikker, 
Entw. 2 (1831), 8. 288; vgl. Lie-Scheffers, Beruhrungstransf., S. 24; in bezug auf 
eine imag. Kugel § 82, 13 Salmon-Fiedler, Eaum, 3. Aufl. S. 184; 202. Der Aus- 
druck § 46, (24); § 149, (39) {Dualität in Dreiecks- u. Tetraederkoord.) nach Hesse, 
J. f. Math. 46 (1858) S. 88 = Werke 8. 808. 

86. Besondere polarreziproke Figuren. I. Der Kegelschnitt als Bezi- 
proke des Kreises in bezug auf einen Kreis bei De VHospiial, Sect. Con. 8. 276 
und Poneelet, J. f. Math. 4 (1829), S. 48 nach Kötter, Ber. 8. 171. Die analyt. 
Darstellung § 20, 12 von Pliicker, Entw. 2 (1831), 8. 69; 62; 126. Die Botations-, 
fiächen als Beziproke der Kugel in bezug auf eine Kugel § 82, 14 bei Poneelet nach, 
Kötter, 8. 171; Pliicker, System (1846), 8. 819; Salmon- Fiedler, Raum 1, 8. 213. 

II. Beziproke Ellipsoide § 82, 16 benutzt Chasles, Corr.polyt 3 (1816), 8. 819. 
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87. Folarentheoiie der imaginären Kreispnnkte und des imaginären 
tises. Die Polarenthearie des imag, KreispHfiktepaares und des Kreis- 

strahlenpaareB § 20, 22 bei v. Staudt, G. d. L. (1847), S/205; Cayley, PhiloB. Transaci. 
149 nach Salmon-Fiedler, Kegelschn. (4. Aufl. 1878), S. 574; Baltzer, Geom. S. 195. 
Die des imag. Kugelkreises und des Eugelkegels § 84, 6 bei v. Staudi, G. d. 
L. S. 210; 215; Beitr. 8. 126; 128; Halbm. S.86; Salmon-Fiedler, Raum 1, S.841; 
365; 370; Clebsch- Lindemann, Raum, S. 183 f.; 252; Reye 2, S. 97; Lie- Scheffers, 
Berührungstaransf., S. 429; s. Anm. 169, ü. 

88. Das Hauptachsenproblem der Kurven und Flftohen 2. O. Das 
Hauptachsenproblem der Kurven und Flächen. 2. 0. hat eine doppelte Auffassung 
erfahren, je nachdem nur die eineeine Kurve oder Fläche oder zwei solche gleich- 
zeitig ins Auge gefaßt wurden. 

I. Der Typus der 1. Auffassung ist die Definition § 21, 1 und § 88, 1 der 
Hauptachsen {„Beseitigung des Gliedes mit £?} in der Gleichung § 21, (2) und der 
Glieder mit rit, f£, Irj in § 88, (2)'0, welche ausgeht von Euler, Introd. 2, art. 
125f. und append. art. 114; Monge-Haehette, J. ^c. pol. cah. 11 (1802), S. 154; Biot, 
Corr. polyt. 2 (1809), S. 187 (die Definition § 21, 6, II und § 88, 5, II nach Binet, 
Corr. polyt. 2 (1809), S. 17; Cauchy, Exerc. 3 (1827), S.-67; 4 versagen in Aus- 
nahmefällen, während die § 21, 1 und § 88, 1 alle Fälle § 21, 13 und § 90, 7 
gleichmäßig umfassen). 

n. Der Typus der 2, Auffassung ist die Definition § 21,2,11 und § 88,2,11 
{j,gemeinsame8 Polzweieck des unendl. fem. Punktepaares der Kurve 2. 0. und de» 
imag. Kreispunktepaares, gemeins. Poldreieck des u. f. Kegelschnittes der Fläche 
2. 0. und des imag. Kugelkreises'*) ^ welche von Chasles, Corr. polyt. 8 (1816), 
S. 830; Poncelet, Trait^ art. 624, vorbereitet, von Cauchy, Exerc. 4 (1829), S. 148; 
Jacobi, J. f. Math. 12 (1884), S. 1 =» Werke 3, S. 198; Hesse, Ebene S. 125; Raum 
S. 244 als Problem der gleichzeitigen Transformation zweier quadrat. Formen 
auf eine Summe von Quadraten erkannt und von Weierstraß, Berl. Ber. 1858, 
8. 216 auch für den Fall gleicher Wurzeln der Determinante J(X) in § 21, (17); 
§ 88, (17) erledigt wurde. Dabei ordnet sich das Haupt achsenproblem des Kegel- 
schnittes unter die orthog. Transf. des Punktepaares § 40, 7 und das der Fläche 
2. 0. unter die des Kegelschnittes § 50, 2 unter. 

m. Die Ausführvng § 21, 6—7 und § 88, 2—7, die für beide Auffassungen 
I und n zusammenläuft, folgt im wesentl. Cauchy, Exerc. 3, S. 67 f. ; 4 f. 

IV. Das Hauptachsenproblem der ebenen Schnitte % 108, 3 ist von Cauchy,, 
Appl. (1826), S. 266 in Angriff genommen, weiter entwickelt von Hesse, Raum 
S. 395; Henrici, J. f. Math. 64 (1865), S. 187. 

89. Quadratiaehe und kubiaohe Gleiehnngen der Hauptaehsen- 
probleme der Kurven und Flächen 2. O. u. 2. Kl. I. Die quadrat. Gl. des 
Hauptachsenproblems der Kurve 2. 0. in der trigonometr. Form (Gl. f. die Haupt- 
achsennWitun(^) § 21, (9) und § 8, (31) bei Hachette-Poisson, J. ^c polyt., cah. 11 
(1802), S. 171; Cauchy, Exerc. 3 (1827), S. 73; in der algebr. Form (Gl. f. d. 
Hauptachseniboe/'/iirten^ § 21, (17) und § 29, (21) ebd. S. 68; die Bealüät 
der Wurzeln § 21, (20) und die Bedingungen ihres Gleichwerdens § 21, (22), 
ebd. S. 68. Die Gl. § 22, (23) für schiefw. Koord. in trigon. Form bei Euler, 
Introd. 2, art 125; Magnus, Aufg. 1, 8. 112; Grunert, Arch. Math. Phys. (1) 
51 (1870), S. 279. Die quadr. Gl. den Hauptachsenproblems der Kurve 2. Kl^ 
§ 28, (16); § 29, (12) bei Gebseh- Lindemann , Ebene, S. 272. 
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II. Die kubische GL des Hauptachsenproblems der Iläehe 2. O. ursprünglich 
auch in trigon. Form (für die EtLuptauchsenriehtungen) bei Euler, Mechanik starrer 
Körp. (1766) deutsch von J. Ph. Wolfers 3, S. 214; Hachette-Poisson, J. ^. polyt. 
-cah. 11 (1802), S. 170; Binet, Corr. polyt. 2 (1809), S. 19; 78; Baurdon, ebd. 2 
(1811), S. 191; 260; in der algebr. Form (für die Hauptach8enA:o0/*^ien«en) § 88, 
<17), aber entwiclelt, zuerst bei HadietU-Petit, Coir. polyt. 2 (1812), S. 326; 327; 
Cauehy, Appl. 1 (1826), S. 240; in Beterminantenform zuerst bei Cauchy, 
Exerc. 4 (1829), S. 142. Die Realität der Wurzebi in der Weise § 89, 3 von 
Cauchy, Exerc. 8 (1828), 8. 6 ff. in der Weise § 60, 7 von Cauehy, Exerc. 4 
<1829), S. 146; Jacobi, Werke 3, S. 209; Hesse, Baum S. 260. Ober zahlreiche 
andere Beweise s. Encyklopaedie III C 2, S. 176. Die Gleichung § 91, (19) 
für schiefw. Eoord. bei Binet, J. ^c. polyt, cah. 16 (1813), S. 60; Jaeöbi (1827), 
Werke 8, S. 61; Pliicker, System (1846), S. 212; die Realität ihrer Wurzeln 
beweisen Ch. Brisse, Nouy. ann. (3) (1882), S. 193, 207; Gundelfinger, ebd. 13 
<1884), S. 7. Die kub. Gl. des Hauptachsenproblems der Fläche 2. KL § 102, (12) 
bei Hesse, Raum, S. 342. 

90. Invarianten der Kurve und Fläche 2. O. I. Die DeterminanU als 
Invariante einer quadrat. Form bei jeder linearen Substitution für n =^ 2 in § 39, 
<12) bei Lagrange, Mem. de Berlin 1773, S. 286 (nach Baltzer, Det. S. 51). für 
w« 3 in § 22, (16), § 31, (13) und § 41, (17) bei Gauß (1801), Werke 1, S. 802; 
für beliebiges n mit der Methode § 41, 6; § 138, 6 bei Hesse, J. f. Math. 28 
(1844), 8. 83 ^ Werke, S. 114; J. f. Math. 49 (1863), S. 243 ff. » Werke, S. 829. 

Der Name Invariante (Hessesche Determinante) von Sylvester, Philos. Mag. 
2 (1861), S. 396 (nach Baltzer Det. S. 171); Sylvester, Cam. Dubl. math. J. 6(1851), 
5. 290; Fr. Meyer, Encyklopädie d. math. W. 1, S. 322. 

n. Die beiden letzten dem gemeinen Koordinatensystem eigentümiichen In- 
wrianten der Kurve 2. 0. § 22, (16) gibt Plücker, Entw. 1 (1828), S. 144; der 
Kurve 2. El. § 31, (13) in nicht ganz reiner Form Plücker, Entw. 2 (1831), S. 85. 

<Die Plückersche Formel (14) ist der Quotient .-r-:(-^,— ) , <üe Plückerache 
^ V / -» sin* CO \8m*©/ 

Formel (16), in der es ^' statt Ä* heißen muß, ist der Quotient des zweiten 
Ausdruckes § 31, (13) und des Quadrats des dritten). 

in. Die Invarianten A^j^, A^, A^ der Fläche 2. 0. im rechtw. System 
§ 91, 4 bemerkt Cauchy, Appl. 1 (1826), S. 244; Plücker (1842) Abhandl. S, 390; 
die im schiefw. System § 91, (17) bei Briot et Bouquet, Göom. analyt. S. 612; die 
der Fläche 2. Kl. § 105, (17) bei Hesse, Raum S. 372; § 105, (23) bei Binet, J. 6c. 
polyt. cah. 16 (1813), S. 61. 

lY. Die Invariante k des linearen Komplexes im rechtw. System § 86, 3; 
§ 87, (10) bei Plücker, N. Geom. (1868), S. 37 ; 68. 

91. Doppelte Auffassung der Invarianten. I. Die Erhaltung der Glei- 
chung des imag. Ereispunktepaares § 31, (7) und des imag. Eugelkreises § 105, 
(12) bei jeder Veränderung der rechtw, Koordinaten nach Hesse, Sieb. Vorl. S. 41. 

II. Die Auffassung von der Invarianz des Ereispunktepaares und des Eugel- 
kreises bei der kontinuierlichen Gruppe der Euklidschen Bewegungen ausgebildet 
von Lie, s. für das Ereisstrahlenpaar § 22, (27), lAe-Sche/fers, Differentialgl. S. 9f.; 
für das Ereispunktepaar § 31, (7), Lie-Scheffers, Eontin. (Gruppen, S. 110; für 
-den Eugelkegel § 91, (22) und den Eugelkreis § 105, (12), Lie-Scheffers, Kontin. 
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Orupp. S. 549; femer Clebach-Lindemann, Raum S. 629. Bei der Rotation in der 
Ebene sind alle um den Drehungspunkt beechriebenen Kreise (zu denen auch 
das Kreisstrahlenpaar § 22, (27) gehört); bei der Rotation um eine Achse im 
Räume § 53, (6) alle um diese beschriebenen Rotationsflächen, bei der Rotation 
um einen Punkt im Raum § 91, (22) alle Kugelflächen invariant; bei der Schrauben- 
bewegung § 57, (8); (10) alle Schraubenlinien nach Lie- Scheffers, Differentialgl. 
S. 287. 

92. XTntersoheidung und Koordinaten der Mittelpunkte. I. Die Unter- 
scheidung der ÄngaM der Mittelpwikte der Kurven 2. 0, § 23, 3 bei Cauehy^ 
Exerc. 3 (1828), S. 79, der Flächen 2, 0. § 94, 8 bei Cauchy, ebd. S. 99, genauer 
bei MagntM, Aufg. 2 (1837), S. 207; der ebenen Schnittkurven der Flächen 2. 0. 
§ 111, 1 bei Cauchy, Applic. (1826), S. 266. 

II. Die Unterscheidung eines endlichen und unendl. fernen Mittelpunktes 
§ 23, 4 bei Euler, Introd. 2 (1748), art. 160 und § 94, 4 bei Euler, Introd. 2, 
Append. art. 115; 128; Monge- üetchette, J. ^c. polyt. cah. 11 (1802), S. 153. 

m. Die Koordinaten des Mittelpunktes der Kurve 2. 0. § 28, (12) bei 
JEuler, Introd. 2, art. 107; der Fläche 2. 0. § 94, (16) bei CauOiy, Applic. (1826), 
S. 288; Exerc. 3 (1828), S. 91; der ebenen Schnittkurve der Fläche 2. 0. § 111, (11) 
bei Cauchy, Applic. S. 265, wo sich die Bed. § 111, (14) (mit — P=a bez.) 
findet; ihre Bedeutung § 111, (19) bei Salmon-Fiedler, Raum S. 373. 

IV. Die Determinantenbeziehungen § 23, (20); (25); (28) bei der Kurve 2. 0.; 
§ 94, (29); (35); (48) bei der Fläche 2. 0.; § 111, (17); (29); (85) bei der SchniU- 
kurve begründen jedesmal das Ineinandergreifen der Bedingungen des Mittel- 
punktes und des Ranges, wonach z. B. eine Fläche mit oo^ Mittelp. keine eigent- 
liche sein kann. 

y. Die Tabellen § 23, 8; § 94, 10; § 111, 12 zeigen die Analogie der Be- 
dingungen der verschiedenen Mittelpunktsverhältnisse in den drei Fällen und 
motivieren gleichzeitig die Bezeichnung der geränderten Determinanten mit dem 
oberen Index u. 

98. Die Mittelpunktsgleloliung und ihr konstantes Qlied. I. Begriff 
und Form der Mittelpunktsgleichung filr die Kurve 2. 0. § 24, (4) bei Cauchy, 
Exerc. 3 (1828), S. 79; für die Fläche 2. 0. § 95, (8) bei Cauchy, Applic. (1826), 
8. 289; H%8fie, Raum, S. 158. 

n. Die Bestimmung des konstanten Gliedes für die Kurve 2. 0. § 24, (8) bei 
Cauchy, Exerc. 8, S. 74 (mit K-^k bezeichnet), für die Fläche 2. 0. § 95, (7) bei 
Cauchy, ebd. S. 91; die Determinanteuformen § 24, (8); § 95, (7) nach Magnus, 
Aufg. 2, S. 209 bei Gkbsch-Lindemann, Ebene, S. 159; Raum S. 166; Salmon- 
Fiedler, Raum 1, S. 107. Die Unabhängigkeit von der Wahl eines Mittelpunktes 
im Falle von unendl. vielen solchen bemerkt Cauchy, ebd. S. 99. Die Formeln 
§ 24, (8); (10); § 95, (7); (11); (13); § 112, (7); (11) enthalten die vollständige 
B>eihe dieser Bestimmungen. 

94. Soheitelpunkt der Parabel und des Faraboloides. I. Die Koord. 
des Scheitels der Parcel bei Clebsch-Lindemann, Ebene^ S. 173, und des Para- 
boloides bei Plüeker, System (1846), S. 147; Clebsch- Lindemann, Raum S. 178. 
Für die davon abweichenden Formeln § 25, (26) und § 97, (29) war die Absicht 
maßgebend, im Nenner die Invarianten A und A^^, bezgl. A^^ direkt einzuführen, 
wie in § 25, (27) und § 97, (30), weil auf diese allein sich die Voraussetzung 
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§ 26, (8) nnd § 97, (7) bezieht. Aus demselben Grande ist den Koordinaten des 
Scheitels der parabol. Schnüilurve die Form § 113, (22) gegeben. Die Scheiteh 
achae des parabol. Zylinders § 98, 6; 7 bestimmt Fiüeker, System (1846), S. 150. 
Die entsprechenden Formeln für die Kurve und Fläche 2. Kl. § 29, (11); § 108^ 
(10) ebenfalls nach Flacker, System (1846), S. 198. 

n. Die Übereinstimmung der Bedingungen des unendl. fern. Mittelp. einer- 
seits und des Verschwindens einer Wurzel )l| § 97, 2 bemerkt Caucky, Exerc. 3, 
S. 103; Hesse, Raum S. 261. 

95. Klassifikation der Kurven und Slftohen 2. 0. I. Die Klassifikation 
der Kurven und Flächen 2. 0. mittels der IVansfortnation des gemeinen Koordi- 
natensystems ist, nach unvollst. Anfängen bei Fermat (s. Anm. 40), von Euler, 
Introd. 2 (1748), art. 131 ff und append. art. 101 ff. u. Monge -Hachette, J. ec. 
polyt. cah. 11 (1802), S. 153 begonnen. Als Bedingungen z. B. für Zeile 1 der 
Tabelle § 99, (81) gibt Euler, a. a. 0. app. art. 108—10: an>0, cf„>0, 
*^8s>^i ^i-^44>'^i ^^ seiner Bezeichnung: 4dt>8', 4a*>/J'; 4aOy'; 
««• + *y* + J^*</Jr« + 4ad^, a>0. Alle Einzelfälle suchen die Klassifi- 
kationen von CaucJty, Exerc. 3 (1828), S. 69ff.; 86ff.; Magnus, Aufg. 1 (1888), 
S. 104; 2 (1837), S. 221 zu umfassen. 

11. Aber erst nach Einfahrung der homogenen Koordinaten durch Fiücker, 
System (1835), S. 87; System (1846), S. 73, der topographischen Bezeichnung der 
Koeffizienten (s. Anm. 40) und der Determinanten (s. Anm. 41) konnte die eU- 
mentare Klassifikation ihre volle Ausbildung erhalten. Diese liegt mm einerseits 
in der Herstellung der kanonischen Gleichungen (Tabelle § 26, (2); § 99, (2)), in 
denen die neuen Koeffizienten Invarianten des rechtwinkligen Systems sind (§ 22, 
4; 6; § 91, 4) und mit denen die Halbachsenquadrate, Parameter usw. der betr. 
Kurven und Flächen durch die ursprüngl. Koeff. o^j in § 26, (1); § 99, (1) dar- 
gestellt sind ; andererseits in der Herstellung der Bedingungen für jede einzelne 
Art, Tabelle § 26, (19); § 99, (81). 

ni. Sind dabei für die Ausgangsgleichungen § 26, (1); § 99, (1) zunächst 
rechtw. Koord. zu Grunde gelegt, so kann man die kanon. Gleichungen durch 
Einfuhrung der Ausdrücke S 26, (22) ; § 22, (28) in die Tabelle § 26, (2) auch in 
schiefw, Koord. übertragen, und entsprechend § 99, (2). Für die Klassifik. aber 
gilt die TabeUe § 51, (38) und die nach § 156, 21 ; § 156, 18 veränderte § 158, (21) 
sowohl bei rechtw. als bei schiefw. Koord. in der Ausgangsgleichung. Aber auch die 
Tabelle § 26, (19), die sich von § 51, (88) nur in den beiden ersten Kolonnen- 
überschr unterscheidet, gilt mit Rücksicht auf § 26, (21); (22) auch für schiefw. 
yKoord., da ttjj + a„ und «11 + a^, — 2«^, cos o fiir A^^ > gleiches Vorzeichen 
haben nach Orwnert, Arch. Math. Phys. (L) 51 (1870), S. 288. Es gilt nämlich^ 
wie § 23, (26), die Identität: 

(«11 + ««)(aii + «if — 2 ai, cos o) = ( (a^ — ai,)«-|- (a,i — o„)« ) cos»-|- 

+ [ («11 +«!.)•+(««+ «f.)M Bin« |- + 2^,. 

IV. Die Behandlung der Klassifikation in Dreiecks- und Tetraederkoordinaten 
§ 49, (22) und § 153, (21), wo man die Gleichung § 49, (19) oder § 141, (2) 
speziell als Gleichung der unendl. fern. Geraden oder Ebene ansehen kann, 
bringt schließlich die allgemeinen Gesichtspunkte zur Geltung: 1. Die Klassif. 
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der Kegelschnitte nnd Flächen 2. 0. ist ein Spezialfall der Kkusifikatum der 
Schnittpunktpctare des Kegelschnittes mit einer Geraden, bezügl. der ebenen 
Schnitte der Fläche 2. 0\ 2. die Einteilung geschieht nach zwei Einteüungs- 
grimden, die Spezies der Kurve oder Fläche selbst (Kolonnen der Tabellen § 61, 
(38) und § 158, (21)) und der Spezies des nnendl. fernen Schnittpunktpaares oder 
Schnittkegelschnittes (Zeilen der Tabellen); 3. Beide EinteilungsgrOnde sind 
teilweise voneinander abhängig^ so daß nicht jede Kombination möglich ist (freie 
Felder der Tabellen). Von der zahlreichen Literatur sei nur hervorgehoben: 
Hesse, Raum S. 263; Gundelfinger, daselbst S. 465 und J. f. Math. 127, (1904), 
S. 86; Lindemann, Raum S. 161; K. Hensel, J. f. Math. 113 (1894), S. 303. 
E. Timerding, J. f. Math. 122 (1900), S. 172; C. Koehler, Arch. Math. Phya. (3) 3 
(1902), S. 21, 94; L. Heffter, J. f. Math. 126 (1903), S. 88. 

96. Die Klassifikation der Kurven und Flächen 2. Klasse. I. Die 
elementare Methode, nach der die Klassif. der Kurven und Flächen 2. Klasse in 
den §§ 27—30 und §§ 101—104 durchgeführt wird, folgt im wesentl. Plüeker, 
Entw. 2 (1831), S. 48 ff. und System (1846), S. 191 ff.; femer Hesse, Sieb. Vorl., 
S. 24; 40 und Vorles. Raum, S. 173. 

Dabei gilt es besonders, die gegenseitige Abhängigkeit der den verschiedenen 
Eiwteilungsgründen (Rang $ 27, 1 ; § 101, 1 ; unendl. ferne Gerade u. Ebene § 27, 
2; § 101, 2; Mittelpunkt §27, 4; §101, 6; Hauptachsenproblem §28,(25); §102, 
(22)) entsprechenden Bedingungen mittels Determinantensätzen herzustellen. 

n. Die Koordinaten des Mittelpunktes § 27, (12) bei Hesse, Sieb. Vorles., 
S. 23; § 101, (13) bei Plücker, System (1846), S. 192; Hesse, Raum, S. 161. 

m. Die Kriterien der Ellipse, Hyperbel, Parabel § 104, 5 bei Plikker, ebd. 
S. 196; Clebsch- Lindemann, Raum S. 204. 

97. Brennpunktsgleiohiingen in Idnien- und Bbenenkoordinaten. 
Die charakteristische Gleichung des Kegelschnittes § 31, (28) ist von Plüdcer, 
Entw. 2 (1831), S. 167 ff. gegeben, die speziellen Formeln § 81, (32) bei Hesse, 
Sieb. Vorl. S. 45 f. Die entsprechende Gl. der Rotationsfläche 2. 0. §105,(31) 
von Plücker, System (1846\ S. 243; 247; Hesse, Raum S. 344. 

98. Begriff und Name konfokal. I. Zwei konfokale Parabeln § 34, 1 
treten bei Tschimhaus (1695) auf nach Cantor 8, S. 155; ewei kon fokale Ellipsen 
§ 32, 1 und Eüipsoide § 65, 10 bei Maclaurin (1742) nach Chasles, Aper9u IV 
§ 23 und Gantor 3, S. 748. Konfokale EUipsoide femer bei P. 8. Laplace, Mäc. 
c^I. (1782), Ostwalds Klassiker Nr. 19, S. 21; J, Ivory, London philos. Transact. 
(1809), S. 861; C. F, Gauss (1813) Werke 5, S. 19. Jedoch handelt es sich bei 
diesen auf das Problem der Anziehung der EUipsoide bezüglichen Untersuchungen 
nur um gleichartige konfok. Flächen. 

IL Mit dem Namen „konfokal^* bezeichnet Magnus, Aufg. 1 (1833), S. 204 
zwei Kegelschnitte und, Aufg. 2 (1887), S. 853, zwei Rotationsflächen, die einen 
Brennpunkt gemein haben, während Jacobi, J. f. Math. 12 (1834), S. 137 = Werke 
7, 8. 7 „konfokale*^ Flächen 2. 0. solche nennt, deren Hauptschnitte dieselben 
Brennpunkte haben. LamS, Ann. chim. phys. 53 (1833), S. 199 und J. de math. 
(1) 2 (1837), S. 156 nennt solche Flächen „surfaces homofocales". 

99. Gestaltliohe Verhältnisse des konfokalen Systems. L Die Gestalt 
des voüen konfokalen Systems, die Unterscheidung und Veränderlichkeit der un- 
gleichartigen Flächen § 120, 8; 4 und § 128, 2; 8; die dreifache Erfüllung des 
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Raumes durch sie § 120, 6; 6 und § 12S, 4; 5 beschreibt erschöpfend Dupin, 
Dävel. (1813), S. 269 und S. 281, und schließt damit auch die entsprechende Be- 
trachtung fOr die Ebene § 32, 3—6; § 34, 2—5 ein. 

IL Den rechttcinkl. DurchsehmU ungleichartiger konfokaler Kegelschnitte 
§32,7 bemerkt Dupin, D^v., S. 269 und zugeh. Fig. 12; Gtrgonne, Ann. de math. 
(1822/3), S. 816; Plücker, Entw. 1 (1828), S.211; für konf. Kegel §118,7 Chasles, 
Cönes (1830), S. 28; far EUipsoide, Hyperboloide und Paraboloide § 120, 7 und 
§ 128, 6 Dupin, D^v. S. 268; 302; 816; Binet, J. ec. poljt. cah. 16 (1813), S. 69; 
J. de math. 2 (1887), S. 248. 

m. Die Gleichungen §120,(1); §128,(1) im wesentl. auch bei Dupin, Der. 
S. 809; 818; vgl. Jaeohi, Vorl. Dynamik (1866), S. 207; 212 Hesse, Sieb. Vorl. 
8. 50; 52; Baum, S. 288; 805. 

100. Das konfokale System als Sohar. I. Die vier gemeine, imag. Tan- 
genten § 32, 9 finden sich angedeutet bei Poncelet, Trait^ (1822), art. 453 und 
bestimmt ausgesprochen bei Chasles, Apercu (1837), Note XXXI, art. (47). Die 
Gleichung der konf. Schar in Linienkoordinaten § 82, (12); (18) und die Punkte- 
paare der Schar § 32, (24) bei HOcker, Entw. 2 (1831), S. 172; 180; System 
(1846), S. 279; auch Hesse, Sieb. Vorl. S. 42; 46; 48. 

II. Die gemeine. Developpable zweier Flächen überhaupt tritt bei Monge 
auf nach Gantor 4, 8. 537. Die abwickelbare Linienfläche der Schar der Eon- 
fokalen § 120, 10; § 123, 9 bei Chasles, Aper9U (1887), Note XKXI, art. (47); die 
Gleichwng in Ebenenkoordinaten § 120, (18) gibt Plücker, System (1846), S. 255; 
881; YgL Abhandl. S. 228; vgl. v. Staudt, Beitr. S. 383; Hesse, Baum S. 337. 

101. Polarentheorie im konfokalen System. Die Polarensätze § 32, 12; 
§ 84, 11 bei Plücker, Entw. 2 (1831), S. 197; System (1846), S. 279; AbhandL 
S. 195; für die Schar im allg. bei Hesse, Sieb. Vorl. S. 42. Die entsprechenden 
Sätze im Baume § 120, 11 und § 123, 10 bei Chasles, Aper9u (1837), Note TYXJ^ 
art. (50); (51); Plücker, System (1846), S. 331; vgl. Kötter, Ber. S. 171; 400; 402. 

102. Hauptachsen der Tangentenpaare und Berührun^rskegeL L 
Der Satz über die Hauptachsen des Tangentenpaares der Ellipse, Hyperbel und 
Parabel § 82, 13, III; § 34, 11 bei Poncelet, Trait^ (1822), art. 478; Chasles, Aper9U 
(1887), Note XXXI, art. (10); Plücker, System (1846), S. 280; die Herleitung der 
Hauptachsengleü^ung § 33, (19) nach Hesse, Baum, S. 291. 

n. Die entsprechenden Sätze für den Kegel § 119, 7 gibt Chasles, Becherches 
(1829), S. 41 ; Cönes, S. 19 ; die für die EUipsoide, Hyperboloide und Paraboloide § 121, 7 ; 
§ 122, 1; § 124, 7 sind von Jacobi, J. f. Math. 12 (1884), S. 137; später von Chasles, 
Aper9u (1837), Note XXXI, art. (10); (11); (32) angegeben. Die wirkliche Her- 
stellung der Hauptachsengleichungen § 121, (18); (24); (86); § 124, (18); (24) gibt 
MacCullagh (1843), Coli. Works, S. 311; daß die Erzeugenden gleiche Winkel 
mit den Erümmungslinien bilden, bemerkt schon Dupin, Dävel. (1813), S. 52; 
vgl. CayJey, Cam. DubL math. J. 3 (1848), S. 48; Ä. Wangerin, Zeitschr. Math. 
Phys. 84 (1889), S. 126. 

ni. Die Einführung der Tangenten der zwei durch den Punkt PsZ, fi 
gehenden Kurven der konfok. Schar als Koordinatenachsen £, 77 in § 88, (18) setzt 
voraus, daß diese zwei Tangenten getrennt sind. Dies ist nach § 33, (12) der 
Fall, wenn ^^ti>. Dagegen ist es für die Punkte der vier gemeins. imag. Tan- 
genten § 32, (23) im allg. nicht der Fall, weil durch solchen Punkt nur eine 
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Kurve >l = ft der Schar geht und nur eine Tangente zur Verfügung steht, im 
besonderen aber doch wieder der Fall für die Werte Z ^^ f& «= /9 oder 1 == ^^ es a, 
weil dann die Kurve 1 »< ^ in ein Punktepaar § 82, (24) zerfällt und in jedem 
Punkte des Paares ein ganzes Büschel von Tangenten zur Verfügung steht. Die 
Gleichung § 33, (19) kann daher auf alle Punkte 1 + ft und wie in § 38, (28) 
ftuf die Punkte X^^it'^ß oder a angewendet werden, jedoch nicht auf andre 
Punkte X =s |Lt (§ 13, (26)). Aus entsprechendem Grunde ist die Gleichung § 121, 
(18) auf alle Punkte mit drei verschiedenen ellipt. Koord. X, |u, t^ und alle Punkte, 
wo swei ellipt. Koord. den gerneins. Wert 7, ß oder a haben, § 122, 8, anwendbar, 
nicht aber auf andere Punkte mit zwei oder solche mit drei gleichen elliptischen 
Koord. (§ 70, (19)). 

108. Elliptisohe Koordinaten. I. Die elUpt. Koord, in der Ebene § 88, 1 
schuf Euler zur Behandlung des Problems der Anziehung eines Punktes nach 
zwei festen Zentren, nach Jacobi, Werke 2, S. 61, Vorl. Dynamik (1866), S. 221; 
sodann erscheinen sie, auf ellipt. u. hyperb. Zylinder angewendet, bei Lam^, 
J. de math. (1) 2 (1887), 8. 173. Die ellipt. Koord. im Baume § 121, 1 schuf 
Lami, J. ec. polyt., cah. 28 (1884), S. 286; Par. M^m. sav. ätrang. 5 (1888), S. 174; 
J. de math. (1) 2 (1837), S. 166 (wo zuerst der Name „coordinöes elliptiques^^ 
auftritt); 4 (1889), S. 184; 8 (1848), S. 480; die parabolischen § 124, 1 ebenfalls 
Lami, J. de math. (1) 8 (1848), S. 434 und (Nachlaß) J. de math. (2) 19 (1874), 
S. 811. Ellipt. Koord. für n Dimensionen bei Jacobi, Vorl. Dynamik (1866), 
8. 198. 

II. Die Darst. der gem. Koord. durch die ellipt. § 120, (18) und paraböl. 
% 128, (18) bei Lame, J. de math. (1) 2 (1887), S. 166 und J. de math. (1) 8 
(1848), 8. 484. Die Realität der Wurzebi der kubischen Gleichung § 120, (10) 
und die Bestimmung ihrer Grenzen § 120, (11) gibt (ffir beliebiges n) Jacobi^ Vorl. 
Dynam. 8. 199. Die kub. Gl. ist die Besolvente der biquadrat. Gl. der gebrochenen 
Fokaldistanzen § 184, 6 nach Staude, Leipz. Ber. 1897, 8. 76. 

III. Die Identitäten § 88, 3; § 121, 3 für beliebiges n bei Jacobi, Vorl. Dyn. 
S. 201; vgl. Hesse, Vorl. Raum 8. 288. 

104. Ivorys Theorem. Das Ivorische Iheorem umfaßt drei Gesichtspunkte: 
1. die affine Verwandtschaft § 129, (6) zwischen zwei konfokalen EUipsoiden (be- 
züglich § 36, (6) Ellipsen) und den Begriff der hierbei sich entsprechenden (kor- 
respondierenden) Funkte, die /. Ivory, Lond. Phil. Trans. 1809 I, 8. 866 (Ostwalds 
Klass. Nr. 19, 8. 82) einführt; 2. den Entfemungssatz § 129, (9) (§ 86, (9)), der bei 
Ivory, ebd. 8. 868 (8. 81) in der Formel 

j* =B (Ä cosw — k cosy)' -[-... ^ (A; cosm — h cosg))* -] 

versteckt liegt und von M. Chasles, J. de math. (1) 6 (1840), 8. 486 (Ostw. Klass. 
Nr. 19, 8. 98) klar ausgesprochen und in der hier § 129, 2 (§ 36, 2) Torliegenden 
Weise abgeleitet wird; 3. Die Gewinnung entsprechender Punkte als solcher mit 
zwei, §129, 7; 8 (oder einer, §86,6) gleichen ellipt Koord., die bei Ivory, ebd. 
8. 862 (8. 30) in der Parameterdarst. a » A cos m, usw. im Keime enthalten, aber 
nicht ausgesprochen ist. Für die Ebene ist das lyorysche Theorem aus Jacobis 
Nachlaß von 0. Hermes, J. f. Math. 73 (1871), 8. 180 = Werke 7, 8. 43, entwickelt; 
vgl. G. DarbouXy 8ur les thöor^mes dlvory, Paris (1872), 8. 26. 

106. Die Jacobisohen Fokaleigenschaften. Die Sätze § 86, 6, II und 
§ 129, 9, n bezeichnet Jacobi, J. f. Math. 12 (1884), 8. 189 » Werke 7, 8. 8 ohne 
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nähere Ausführung als Folgen des Ivoryschen Theorems. Die Ableitong § S6, 6 
findet sich in Jacohis Nachlaß (0. Hermes), J. f. Math. 78 (1871), S. 182 = Werke 7, 
8. 44 und die Ableitung § 129, 9 bei O. Hermes, J. f. Math. 78, S. 211. Einen 
Zusatz über die Bestimmung der Flächennormale gibt F, Joachimstal, J. f. Math. 
78, S. 207 ; die Entwicklungen § 86, 7 und % 129, 10 und weitere bei Darbottz, 
Sur les th^orämes d'Ivory, Mem. 8oc. Bordeaux 8 (1872), S. 197 ff.; vgl. auch 
Toumsend, Cam. DubL math. J. 3 (1848), S. 150, Sehröter, Oberfl. S. 689 ; /. Larmor, 
Proc. Lond. math. Soc. 16 (1885), S. 189 ff. 

106. FasoalBoher und Brianohonsoher Sats. Der Sats § 37, 4 (links) 
von Bl. PaseaU, Essai pour les coniques (1640), lemme 1, vgl. Ghasles, Aper9n 
Note XIII; Cantor 2, S. 679 ff.; 3, S. 802; Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, S. 186. Der 
Satz § 87, 4 (rechts) von (7. J. Brianchon, J. 6c. polyt. cafa. 13 (1806), S. 801; 
Lignes du sec. ordre (1817), S. 34. Analyt. Beweise gaben Bobillier, Ann. de 
math. 18 (1828), S. 866; Plücker, Entw. 1 (1828), S. 184; System (1886), S. 119; 
Magnus, Aufg. 1 (1888), 8. 152, an die sich das § 87, 5 angegebene Verfahren 
von Hesse, Ebene, S. 168 anlehnt. 

Die 60 Sechsecke aus 6 Punkten § 52, 10 bemerkt BohiUier, a. a. 0. und 
Plücker, Entw. 1, 8. 185; Abhandl. 8. 164. Die Punkte $ 52, 11 bei Steiner (1828) 
Werke 1, 8. 224 ohne Beweis; diesen gibt Plücker (1829) Abhandl. 8. 166. 

Ausführl. Geschichte des Pascalschen Satzes bei MÖbius, Werke 1, S. 684; 
KöUer, Ber. 8. 14 ff. ; Dingeldey, Encykl. 8. 32 f. 

107. Konstruktion des Kegelsohnittes aus fflnf Funkten. I. Die 
Anwend. des Pascalschen Sechsecks § 37, 7 bereits Pascal selbst bekannt nach 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVü, 8. 187; später bei PoncOet, Trait^ (1822) art. 208. 
IL Die Konstr. durch projekt. Büschel § 38, 4 von Steiner, Syst. Entw. (1832), 
Werke 1, S. 338. 

108. OrenzfäUe des Pasoalsohen Satzes. I. Über das einbeschriebene 
Fünfeck § 87, 8 vgl. Beye, G. d. L. 1, 8. 82. II. Die Sätze fiber das Viereck und 
Vierseit § 87, 9 nach Kötter, Ber. 8. 88; 50 und Dingeldey, Encykl. 8. 20 von 
B, Simson (1785); nach Cantor 3, 8. 802 auch bei C. Maclaurin (1748); vgl. 
Plücker, System (1885), 8. 117. III. Der Satz über das Dreieck § 37, 10 nach 
Dingeldey, Encykl. 8. 36, von Camot (1803) imd Bobillier, Ann. de math. 18 
(1828), 8. 321 ff., vgl. Plücker, Entw. 1 (1828), 8. 185; s. Anm. 125; der Satz über 
das Dreiseit § 87, 10 nach Dingeldey, Encykl. S. 36, von /. Ceva (1678); auch 
bei Maclaurin nach Kötter, Ber. 8. 50. 

109. Projektive Erzeugung der Kurven und Flächen 2. O. I. Um- 
schriebene Spezialfälle der Erzeugung der Kegelsehn, durch proj. Strahlbüschel 
und Punktreihen finden sich bei ApöUonius, m, art. 53—56, bezügl. 41 — 43 
(Heib. 1, 8. 439; 413) nach Zeuthen, Eegelschn. S. 123; 844; bei Pascal nach 
Zeuthen, Gesch. XVI; XVII, 8. 187 und Cavalerius (1647) nach Kötter, Ber. 8. 9; 
femer bei Newton (1706) als descriptio organica nach Cantor :■, 8. 424; bei 
De r Hospital (1720) nach Cantor 3, S. 427; bei Maclaurin (1720) nuch Cantor 3, 
S. 427 und Braikenridge (1738) nach Cantor 8, S. 788. Die allgemeine Begrün- 
dung gibt Steiner, Syst. Entw. (1832) Werke 1, S. 329 ff.; s. Schoenflies in der 
Encyklopädie III AB 5, 8. 416. Die analyt. Darst. § 38, 2 bei Hesse, ZciUchr. 
Math. Phys. 11 (1866), 8. 888; 397; Clebsch- Lindemann, Ebene, S. 79. 

Tl. Die Erzeugung der Linienflächen durch proj. Ebenenbüschel und Punkt- 
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reihen § 169, 5 in Spezialfällen bei Haehette, Corr. poljt. 1 (1806), S. 179; Binet, 
ebd. 2 (1810), S. 71; PonceUt, J. f. Math. 4 (1829), 8. 49; Meier-Hirseh, Aufg. 2 
(1807), S. 238; Giorgini, Corr. polyt. 2 (1818), S. 440; Chaslea, Corr. polyt. 2 (1813), 
S. 446. Systematisch bei Steiner (1832), Werke 1, S. 370. 

110. Speslelle projektive Gfrebilde. Die Erzeugung der Parabel durch 
ähnliche Pnnktreihen § 38, 6 bei Steiner, Syst. Entw. (1882) Werke 1, S. 334; 
Die Erz. des Kreises und der gleichseit. Hyperbel § 38, 7 durch kongruente 
Büschel bei Steiner, ebd. Werke 1, S. 330; 336; v. Staudt, Beitr. (1856), S. 128; 
e. Anm. 166, IV. 

111. Dreiteilung des Winkels. Die Dreiteilung wurde mittels einer 
gleichseitigen Hyperbel ausgeführt von AUidachzi (972) nach Gantor 1, S. 760. 
Für die Geschichte der Dreiteilung vgl. /. E, Montucla, Histoire des recherches 
eur la quadrature du cercle etc., Paris 1754; nouv. ^. par S.L. Lacroix, Paris 
1831; M. Backer, A collection of Solutions of the trisectionproblem, Bull. phil. 
soc. Washington 10 (1887), S. 96—100; 0, Holder, in der Encyklop&die d. math. 
W. I, 1, S. 501. Die hier § 38, 10 geg. Darst. im wesentl. bei v. Staudt, Beitr. 
(1856), S. 279; Chasles, Sect. con. Nr. 37; Cremona, Elem. der proj. Geom., 
deutsch Y. Trautwetter (1882), S. 302; F. Ämodeo, Lez. Geom. proiettiva, Napoli 
1905, S. 440. 

112. Pasoalsohes SeohBOOk und proj. Erseugung. Die Beziehung 
§ 38, 11 von Steiner, Syst. Entw. (1832) Werke 1, S. 299 und Fig. 32; Schröter, 
Eegelschn. S. 99 f; 127. 

113. Die allgemeine lineare Transformation der einselnen quadrat. 
Porm. I. Der Name „Form" § 39, 1; % 41, 1 von Gaufi (1801), Werke 1, S. 120. 

II. Die Identitäten § 89, (4); § 41, (4); § 138, (4) von EuUr, Mechanica 
(1736) 2, § 106; § 497; Calcul. diff. § 225 nach Baltzer, Det. S. 149. 

in. Die aUg. Transformcstiansfonneln für zwei Veränderliche § 39, (10) bei 
Oaufi, Werke 1, S. 124; die umgekehrten Formeln § 41, (25) (in Verbindung mit 
der orthog. Transf) bei Gauß (1818), Werke 3, S. 339; Jacobi (1827), Werke 3, 
S. 48 f.; für n Veränderl. ebenso bei Hesse (1840), Werke S. 24; 26. 

IV. Die Aufgabe der Transf. besteht in erster Linie darin, die neuen 
Koeffizienten und die aus ihnen gebildeten Determinanten und ünterdet. durch 
die äUen % 39, (10); § 41, (20); § 138, (23), sowie umgekehrt die dUen Koeff. und 
die aus ihnen geb. Det. u. ünterdet. sämtlich durch die neuen darzustellen § 39, 
(15); $ 41, (25); § 138, (32). Dieselbe doppelte Aufgabe ist sodann auch für die 
einfach geränderte Det. § 43, (10); (23); § 140, (14); (26); (40) und die zweifach 
ger, Det. § 43, (15); § 140, (14); (45) vollst, erledigt. Hierbei ist Gewicht darauf 
gelegt, überall nicht nur die für die Gleichung f^^O in Betracht kommenden 
Verhältnisse der Eoeff. u. Variabein, sondern die für die Form f erforderlichen 
Größen selbst zu berücksichtigen. Diesem Zweck dient die genaue Beibehaltung 
der Faktoren S, S* in § 41, (24); § 43, (16); § 138, (28); (29); (31); § 140, (32); 
(39) und tf in § 138, (26); (27); § 140, (18); (18'). 

114. Transformation einer einzelnen quadrat. Form auf Quadrate. 
I. Die Quadratdarstellung der quadrat. Form überhaupt für n ^^ 2 in § 40, (4) 
und för n=»8 in § 46, (14) bei Lagrange, Mise. Taur. 1 (1759), S. 18; Mäcanique 
anal. (1788) 1, HI nach Baltzer, Det. S. 160; dann bei Gaufi (1801), Werke 1, 
S. 306; (1818), Werke 3, S. 389; Jacobi (1827), Werke 3, S. 48; für beliebiges n 



956 Anmerktingen 114 — 116. 

§ 149, (21) bei Hesse (1840), Werke S. 24. Die Mannigfaltigkeit dieser Transf. 
faßt durch Einfohrong willkürlicher Parameter zusammen Darhoux, J. de math. 
(2) 19 (1874), S. 847; S. Gundelfinger, J. f. Math. 91 (1881), S. 221, und in Hesse^ 
Raum S. 449; vgl. I^r. Meyer^ Encyklopädie I B 2, 8, S. 327. 

U. Der geom. Gesichtspunkt, daß es sich bei jeder solchen Transf. um die 
Einführung eines Polarzweiecks, -dreiecks oder -tetraeders handelt § 40, 1; § 46, 6; 
9; § 149, 6; 7; 10, erscheint bei Plücker, System (1885), b. 100; 107; System 
(1846), S. 88 mit dem Gebrauch der allg. homog. Koordinaten. 

m. Da es unendl. viele Transf. einer quadr. Form auf Quadrate gibt, so 
tritt die einer tunlichst weitgehenden Erhaltung der alten Eoord. entsprechende 
y,Stufentransfomiation'' § 40, (16); § 47, (13); § löO, (17) in den Vordergrund, die 
für beliebiges n von Jacobi (Nachlaß) Werke 3, S. 590; Plücker, J. f. Math. 24 
(1842), S. 287 « Abhandl. S. 399 behandelt ist. Sie führt auch zu den Quadrat- 
darstellungen § 47, (32); § 150, (62); (46) der Schnittpunktpaare und Schnitt- 
kurven. 

115. Begriff und Erhaltung der Spezies. I. Die Spezies einer quadr. 
Form, bzgl. Kurve oder Fläche 2. 0., mit reellen Eoeff. bezeichnet die AngM 
gleicher Vorzeichen in der Quadrat darstellung § 40, 4; § 49, 2; § 152, 4, s. Baltzer, 
Leipz. Ber. 1878, S. 530; Determ. (1875), S. 162. 

n. Ihre Unabhängigkeit von der Wahl des Koordinatensystems, auf das sich 
die Quadratdarst. bezieht, heißt das Trägheitsgesetz der quadr. Formen, Es ist 
bei Plücker, System (1885), S. 101 und System (1846), S. 75; 89 bereits vor- 
gebildet und allgemein von Sylvester, Phil. Mag. (4) 4 (1852), S. 140, Lond. Phil. 
Trans. 143 (1853), S. 481 aufgestellt, findet sich auch bei Jacobi (Nachlaß v. 1847) 
Werke 3, S. 593; vgl. Ch. He^miie, J. f. Math. 53 (1857), S. 271; Borchardt, ebd. 
S. 281; F. Brioschi, Nouv. Ann. 15 (1856), S. 264; s. Fr. Meyer in der Encyklo- 
pädie I B 2, 2, S. 328. 

III. Die Bedingungen der Spezies knüpfen sich für die Kurve und Fläche 
2. 0., ebenso wie die des Ranges (s. Anm. 76, Y; VI), entweder an die einzelnen 
Hauptunterdeterminanten („aufgelöste Form*'), § 49, (18); § 152, (36), oder an die 
Summen der Hauptunterdet. („geschlossene Form*') § 50, (88); § 155, (41) an. 
Ebenso erscheinen sie für die Schnitte der Kurve 2. 0. mit einer Geraden und 
der Fläche 2. 0. mit einer Ebene oder Geraden in geränderten Determinanten 
entweder in der aufgelösten Form § 49, (20); § 153, 5; 6; § 154, 2 oder in der 
geschlossenen Form § 51, (35); § 156, (38); § 157, (21). 

116. Quadratdarstellung durcli orthogonale Substitution. I. Der 
Begriff der orthogonalen Substitution § 40, 7; § 50, 1; § 155, 1 entwickelt sich 
bei Fuler, Nov. Comm. Petrop. 15 (1770), S. 75; 20 (1775), S. 217; vgl. Jacobi, 
Werke 3, S. 601; Baltzer, Det. S. 172; vgl. Cayley, J.f. Math. 32 (1846), S. 119. 

IL Die orthog. Transf. einer quadr. Form § 40, 7; § 50, 2; § 155, 2 wird als 
Spezialfall der gleichzeitigen Transf. zweier quadrat. Formen f und g erkannt und 
ausgebildet von Cauchy, Exerc. 4 (1829), S. 140; Jacobi, J. f. Math. 12, S. 7 
= Werke 3, S. 199; Hesse, Ebene, S. 123; Raum, S. 259. Der Spezialfall ist 
dadurch ausgezeichnet, daß die eine Form g § 40,(19); §50,(3); §155,(3) 
definit ist, Weierstrass, Berl. Ber. 1858, S. 213; Kronecker, Berl. Ber. 1868, S. 339. 

ni. Der geom. Gesichtspunkt, der in § 40, § 50, § 155 in den Vordergrund 
gestellt ist, daß es sich nämlich um ein gemeinsames Polzweieck, -^eieck oder 
-tetraeder handelt, wird von Plücker, System (1835), S. 121 erkannt. 
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117. Die kovarianten Funktionen. Die Funktion F in § 41, (21) führt 
Gauß, (1801), Werke 1, S. 801 als „adjungierte" von f ein, mit der Bemerkung, 
daß die a^jungierte von F wieder f ist, was § 18, 8; § 78, 8 benutzt wird. Die 
mit f gleichzeitige Transformation von F § 41, (23) zieht Jacobi (1831), Werke 8, 
S. 101 in Betracht. Die aligemeine Auffassung der Formen § 188, (24); (26) als 
Kontravarianten und Zwiachenformen vgl. Fr, Meyer ^ Encyklopädie I B 2, S. 824. 

118. Übergang der geränderten Determinanten in voUstAndige 
Quadrate. I. Der Übergang der Koväriante F oder der einfach geränderten 
Determinanten J." in ein vollst. Quadrat fQr den Fall § 42, (14) bei Hesse, Sieb. 
Vorl. S. 16; Clebsch'IAndemann, Ebene, S. 180, fQr den Fall § 139, (14) bei Hesse, 

4 

Raum, S. 164; Clehsch-Lindemann^ Raum, S. 151. Der allg. Satz far belieb, n 
bei G. Salmon (1869) nach Baltzer, Det. S. 42 ; von Hesse (1868), Werke S. 669. 

Die Koväriante ip oder die nach Linienkoord. entwickelte zweif. ger. Det. 
A*" **' als vollst. Quadrat § 139, (22) bei Clebsch-Lindemann, Raum S. 162. 

Daß die Form f selbst ein vollst. Quadrat werden kann § 42, (20); § 139, 
(28), bemerkt Plücker, Entw. 1 (1828), S. 182; System (1846), S. 78. 

II. Derselbe Übergang erstreckt sich in der Ebene auf die zweif. geränderte 
Determinante § 44, (30), sowie die einf. geränd. rTnt^determinanten § 46, (16) ; im 
Räume auf die nach Ebenen- und Linienkoord. entwickelte zwei-^ bezügL drei- 
fach geränderte Det. § 141, (41); (49), Hesse, Raum S. 179 f., und die nach Ebenen- 
koord. entw. dreif. ger. Det. § 142, (36), aber auch auf die einf. ger. ünterdet. 
§ 148, (14); (18) und zweif. ger. Ünterdet. § 146, (17). Er beruht überall auf dem 
Zerfall der Koeffizienten in zwei Faktoren. 

119. Geränderte Determinanten. I. Die geränderten Determ. sind von 
Hesse, Werke S. 283(1860); S. 823 (1862); S. 862 (1863); S. 471 (1867) eingeführt 
nach Clebsch-Lindemann, Ebene, 1, S. 144 Anm.; vgl. Hesse, Raum S. 188; 179; 
Ckbsch, J. f Math. 69 (1861), S. 66; Salmon, Higher Algebra (1876), S. 16. 

n. Die Enttcieklung der einfach ger. Det. § 48, (7) und § 140, (7) nach Hesse^ 
Sieb. Vorl., S. 16; Raum, S. 188; die doppelte der zweifach ger. § 48, (17) und 
(19); § 140, (16); (17); (19) und (22); die dreifache der dreif ger. § 140, (88); 
(86); (87); (42) nach Hesse, Raum S. 179; Salmon, Higher Alg. S. 16. 

in. Die Invarianteneigenschaft folgt erstens mittels des Multiplik.theorems 
§ 48, 2; 8; § 140, 3; 6; 10 nach Hesse (1863), Werke S. 330; zweitens aus der 
Inv.eigensch. der kovar. Formen § 48, 4 letzter Abs.; § 140, 6 vorletzt., 11 letzt. Abs. 

lY. Die Bez. zwischen den dualen zweif. ger. Det. ip und $ § 164, (16) nach 
Salmon-Fiedler, Raum S. 104; vgl. Sehröter, Oberfl. 8. 142 f.; Sturm, Flächen 
3. Ordn. (1867), S. 262. 

120. Übergang von zwei auf eine, von drei auf zwei und eine 
Dimension. Um die Eigenschaften des Schnittpunktpaares einer Geraden mit 
der Kurve oder Fläche 2. 0. oder der Schnittkurve einer Ebene mit der Fläche 
2. 0. zu gewinnen, ist es wesentlich, die einfachen Determinanten und ünter- 
determinanten der Schnittgebilde durch die geränderten Det. u. ünterd. der ge- 
gebenen Kurve und Fläche auszudrücken u. umgekehrt, wie es § 44, (14) — (16); 
§ 142, (14)— (16) und § 141, (17)— (19) geschieht. Die Formeln § 44, (14) und 
§ 141, (17), (vgl, H M. Taylor, Proc. L. M. Soc. 11 (1880), S. 141) leitet Clebsch- 
Lindemann, Ebene (1876), S. 277; Raum, S. 138, Anm. mittels der symbolischen 
MeÜioden der Invarianteniheorie {ij^abcu)^=^ iaßy)) ab, während sie hier mit den 
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-übrigen Bämtlich als spezielle Fälle der allg. Transformationsformeln (Anm. 118) 
sofort hervorgehen. Das allg. Prinzip der symbol. Methoden, die von Theorie 
der Schnittgebilde ausgebt s. bei Fr, Meyer, Encjklopädie I B 2 S. 863. 

121. Zerfall der KoefftBienten in zwei Faktoren. I. Die Methode 
der „übergreifenden Proportionen". Der Schluß in § 90, von (3) auf (4); in § 44, 
von (26) auf (28) rührt her von Jacobi, J. f. Math. 12 (1834), S. 17 <== Werke 3, 
S. 210. Er wiederholt sich in § 60, von (28) auf (29); in § 110, von (2) auf (8) 
nach Hesse, Raum, S. 399; in § 141, von (82) auf (34); § 142, von (29) auf (81). 

IL Methode der Transformationsformeln. Dasselbe Resultat geben jedoch 
auch die allg. Transformationsformeln der quadr. Formen in der Ebene für die 
XJnterdeterminanten ^;^„ a^; § 42, (18); (19); far die einf. geränderten Äjl^ § 44, 
(31); (32) und im Räume für die (Jnterdeterminanten Aj^i, of^j, a^^t § ^^^i i^^)\ 
(21); (27), für die einf. geränderten Ä^i, a^i § 141, (38); (48), für die zweif. ger. 
Alf" §142, (31); (34). 

122. G-eometrisohe Bedeutung der geränderten Determinanten. Die 
Bed. der ein- und zweifach geränd. Det. in der Ebene § 45, (2); (17), sowie der 
ein-, zwei- und dreifach geränd. Det. im Räume § 143, (2); § 144, (3); § 148, (10) 
bei G, Saimon, Lessons higher Algebra (1876), S. 17; § 45, (2) auch bei Hesse, 
Sieb. Vorl. S. 15 f.; § 148, (2); (5) bei Hesse, Raum 8. 179; § 148, (13) bei Hesse, 
ebd. S. 129; 471. Die voUst. Durchführung für die Kurve 2. 0. s. § 45, (2); (9); 
(15); (16); u. das Schnittpunktpaar §45,(18); (20); für die Fläche 2. O. §143,(2); 
(8); (11); (14); (17); (18); auch § 144, (3); (18); § 146, (5); (17); das Schnittpunkt- 
paar § 148, (13); (14), die Schnittkurve § 148, (3); (5); (8); (9); (11); (12). 

123. Folardreieok tind Folartetraeder. I. Der Begriff § 46, 7 und die 
Konstruktion § 46, 8 des Folardreiecks bei Brianchon, Lignes du sec. ordre (1817), 
S. 22; Foncekt, Traitö (1822), S. 103, art. 192; SUintr (1832), Werke 1, S.351. 
Der Name „Polardreieck" § 46, 10 bei v, Staudt, G. d. L. (1847), S. 132; „Polar- 
dreiseit" § 46, 7 bei Schröter, Kegelschn. S. 147. 

II. Das Polardreikant des Kegels § 149, 7 bei Chasles, Cönes (1830), S. 5; 
Flücker, System (1846), S. 94; drei konj. Durchmesser als Polardreikant des 
Asymptotenkegels § 84, 3 bei v. Staudt, Halbm. S. 39. 

III. Das Polartetraeder § 149, 8 .bei Foncelet, Trait^ (1822), S. 395, art. 615; 
der Name „Poltetraeder" bei Flücker, System (1846), S. 88. 

124. Sätze über awei Folardreiecke und Folartetraeder. I. Die Sätze 
§ 48, 2, 1 ohne Beweis bei Steiner (1832) Werke 1, S. 448, Aufg. 46; der Beweis 
§ 48, 1; 2 von Hesse (1840), Werke S. 81; 34; der Satz § 48, 3,11 bei Hesse (1852) 
Werke S. 303. Der Satz § 48, 4, III von Brianchon- PormeUt , Ann. de math. 11 
(1820/1), S. 205 nach Salmon-Fiedler, Kegelschn. S. XXXII, 39). 

n. Die entsprechenden Sätze im Räume § 151, 2 mit dem Beweis § 151, 1; 
2 gibt Hesse (1840) Werke S. 36; 39; Vorl. Raum S. 197; vgl. v, Staudt, Beitr. 
(1860), S. 373. Der Spezialfall über zwei Pi)lartetr. mit einer gemeins. Ecke 
§ 151, 4 bei Hesse, Raum S. 204; der Satz über zwei Tripel konjugierter Durch- 
messer § 151, 6 von A. Goepel, Arck Math. Phys. (1) 4 (1843), S. 205; vgl. Hesse 
(1888) Werke S. 8; Chasles, J. de math. (1) 2 (1837), S. 400. Der Satz über zwei 
Tripel rechtwinkl. Achsensysteme § 151, 7 bei Steiner (1832) Werke 1, S. 452; 
A. E. Luchterhandt, Arch. Math. Phys. (1) 4 (1843), S. 101; 103; vgl. Fr, Meyer, 
Jahrb. d. d. Math.-Ver. 18 (1909), S. 107. 
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125. Folarresiproke Dreieoke und Tetraeder. Den Satz § 48, 5 über 
polarrezipr. Dreiecke gibt Plücker, J. f. Math. 6 (1830), S. 11 » Abhandl. S. 134; 
den entsprechenden für polarreziproke Trieder beim Kegel 2. 0. Chaales, Ann. 
de math. 19 (1828/9), S. 74; vglv,Staudt, G. d. L. (1847), S.186; Sehröter, Oberfl. 
8. 40. Fx. Meyer, Jahrb. d. FortBohr. 16 (1884), S. 648. 

Der entsprechende Satz über polarrezipr. Tetraeder § 161, 8 von Chasles, 
Ann. de math. 19 (1828/9), S. 66; Aper9u (1837), Note XXXII, S. 402; Hesse 
(1844), Werke 8. 642; vgl. Cayley. Quart. J. 1 (1867), S. 7; Ferrers, ebd. S. 191; 
Mälmon, ebd. 8. 237; Brioschi, ebd. S. 368; WedtUe, Cambr. Dub. J. 6 (1861), S. 123; 
weitere Literatur bei F. Schur, Math. Ann. 19 (1882), S. 429; Schoenflies, Ency- 
klopaedie III A B 6, S. 429; der Spezialfall 1 161, 8, II von BohiUier nach Eötter, 
Ber. S. 198. 

126. Begriff und Oleiohung des Büsohels. Die Gleichung f—lg^^O 
des Kegelschnittbüschels § 48, (16), der die des Büschels van Punktepaaren § 8, 
<63) nachgebildet ist, wurde von G. Lame, Exam. (1818), S. 32 gebildet; ebenso 
die des Flächenhüschels, ebd. S. 28; 36. 

127. Der Hessesohe Sats. Der Satz § 48, 7, IV in dualer Form bei Hesse 
<1840), Werke S. 41; mit dem Spezialfall § 8, 20, IV bei HesH, Sieb. Vorl. S. 31; 
32; auch bei v. Staudt, G. d. L. (1847), S. 136; 206; die Formel § 48, (19) findet 
auch bei Magnus, Aufg. 1 (1883), S. 147 Verwendung. 

128. G-eometriaohe Bedeutung der Spesies. Die Sätze § 49, 6 und § 162, 
S (§ 72, 11) über die Lage der Polardreiecke und Polartetraeder gegen Kurve 
und Fläche 2. 0., welche die Spezies geometrisch deuten, nach Plücker, System 
<1836), 8. 100; (1846), 8. 89; v. Staudt, Beitr. (1866), 8. 111; Sdiröter, Eegelschn., 
8. 148; Oberfl., 8. 166. 

129. Klassifikation der Schnittpunktpaare von Kurve oder Fläche 
2. O. und Gerader. I. Die Tabelle § 49, (22), nach Gundelfinger, Vorl. Kegel- 
schnitte, 8. 46—61 ; Dingeldey, Encykl. S. 23, vertritt zwei Tabellen, insofern ihre 
Kolonnen- und Zeilenüberschriften nach § 61, 16 auch in den Summen der Haupt- 
unterdeterminanten dargestellt werden können (s. Anm. 76, VI). Sie enthält in 
der letzteren Form die Tabelle § 61, (38) und in teilweise modifizierter Form 
die Tabelle § 26, (19) in sich, s. Anm. 182. 

II. Im Räume entspricht ihr eine Tabelle, die nach § 164, 8 hergestellt 
werden kann. 

130. Elementarteiler der Büscheldetermlnante. Die Theorie der Ele- 
mentartoiler der Determinante J{X)^\ aj^i — Xb^i \ § 60, (16); § 166, (16) ist for 
beliebiges n von K. Weierstraß, Berl. Ber. 1867, S. 213; 1868, S. 316 begründet. 
Sie dient unter anderen dazu, die Möglichkeiten der Lage zweier Kurven oder 
Flächen 2, 0. erschöpfend zu bestimmen. Es gibt fünf Lagen zweier Kurven 
und 13 zweier Flächen 2. 0. gegeneinander, die sich einerseits nach der Multi- 
plizität l^ der Wurzel >l< § 60, 9; § 166, 9 und andererseits nach den Werten 
der Elementarteilerexponenten e^ = Z< — V» ^/ *= V — Vi • • • § *^i (27); § Ißß, (27) 
unterscheiden. In zwei, bezüglich vier dieser Lagen sind die Exponenten e^ e/, . . . 
alle 1, § 60, 10; § 166, 10, und nur dann gibt es ein oder mehr gemeinsame Polar- 
dreiecke, bezügl. 'tetraeder und ist eine gleichzeitige Quadratdarstellung möglich 
§ 60, (8); (34); § 166, (8); (36). Diese zwei, bezügl. vier Lagen sind die einzig 
möglichen, wenn, wie § 60,(3); § 166,(3), die eine Kurve oder Fläche g=^0 eine 
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imaginäre eigentl. ist. In diesem Sinne enthalten die § 50 und § 165 einen Aus- 
schnitt aus der allg. Theorie des Büschels. Dasselbe ist auch der Grund, wamm 
der unendl. ferne Kegelschnitt der Fläche 2. 0. (außer der identischen) nur 
zwei Lagen gegen den imaginären Eugelkreis haben kann § 100, 2, statt, wie 
im allg.f fünf. 

ISl. Begel des Desoartes. Über die Regel % S9, 9 des Descartes (1649) 
8. J.Ä, Serret, Höh. Algebra, deutsch v. G, Wertheim, 1 (2. Aufl. 1878), 8. 216; 
C. Bunge, Encyklopaedie I, 1, S. 410. Ihre Anwendung auf die Gleichung 
J {1)^0 in % 89, 9 gab zuerst Fetit, Corr. polyt. 2 (1812), S. 325; 827; Caucky^. 
Exerc. 8 (1828), S. 92. 

182. Invarianten der orthogonalen Substitution. Die Invarianten A, £ 
§ 40, 18 der orthogen. Transf. des Punktepaares sind im wesentl. dieselben wie 
A^i,Ait in § 21, (19); § 22, (16); ebenso die Invarianten A,A',A" der orthogen. 
Transf. der Kurve 2. 0. § 50, (42) dieselben wie ui^^,^;^, j;; in § 89, (7); § 91,. 
(17). Sie sind im letzteren Sinne von Cauchy, Applic 1 (1826), S. 244; PUicker^ 
J. f. Math. 24 (1842), S. 288 >= Abhandl. S. 890 erkannt. Die Invarianten A, Ä, 
A!\ A"' in § 155, (46) und die entsprechenden fcir beliebig viele Koordinaten bei 
Cauchy, Exerc. 4 (1829), S. 142; Jacobi, J. f. Math. 12 (1884), S. 14 »Werke 8, 
S. 208; s. W. F. Meyer in der Encyklopaedie I B. 2 S. 829. 

188. Die geränderten Qleiohungen des Hauptaolisenproblems. I. Die 
quadrtxt. Gleichungen des Haupiachsenproblems der ebenen Schnitte der Fläche 2. 0. 
§ 108, (27) ist in entwickelter Form gegeben von Cauchy, Applic. (1826), S. 269^ 
in Determinantenform von Hesse, Raum (1. Aufl. 1861), S. 881; (8. Aufl.), S. 898; 
Werke S. 498. Hesse, Werke S. 498 tritt auch formal die zweite Bedeutung der- 
selben Gleichung § 51^ (18) fflr das Problem der orthogonalen Transf. des Schnitt- 
punktpaares einer Kurve 2. 0. mit einer Geraden hervor. Die DarsteUungen 
§ 51, 12 und § 110, 5 ergänzen sich daher wechselseitig (eine dritte Bedeutung^ 
der Gl. s. § 103, (14)). 

n. Der indirekte Beweis für die Realität der Wurzeln § 51, 6 nach Hesse, 
Baum, S. 899 ; der direkte § 109, 5 schließt sich an die Darstellung der Diskri- 
minante als Summe von Quadraten an, Hesse ebd. S. 406; s. Anm. 150, lY. 

134. Berührungt-Dreieoke und Tetraeder. I. Unter den ausgezdeh- 
neten Koord,dreiecken eines Kegelschnittes ist, neben dem Polardreieck mit 
der Darstellung in drei Quadraten § 46, (14), das Berührungsdreieck mit der 
Darstellung durch ein Quadrat und ein Produkt § 52, (8) hervorzuheben. Es 
ist bei der Parabel § 18, (87) und Hyperbel § 18, (27) schon in gemeinen Ko- 
ordinaten gebräuchlich, in Dreieckskoord. eingefahrt bei Moebius (1827) Werke 1, 
8. 86; Flacker, System (1885), S. 84; 86; 88; 89; 90. 

JI. Beim Kegel entspricht ihm das Berührungsdreikant % 74, 1. 

in. Unter den ausgez. Tetraedern der Fl. 2. 0. sind, neben dem Polar- 
tetraeder mit der Darstellung durch 4 Quadrate § 149, (21), das Pölarberuhrungs' 
tetraeder mit der Darst. durch 2 Qucidrate und 1 Produkt § 158, (5) und da» 
Schmiegungstetraeder mit der Darst. durch J9 Produkte § 159, (4) wichtig. Jenes 
ist bei beiden Paraboloiden § 56, (16); (16'), dieses beim hyperbol. Paraboloid 
§ 62, (7) gebräuchlich. Allgemein wird das Schmiegungstetraeder bei Magfius, 
2 (1887), S. 292 betrachtet und als Koord.tetraeder eingefahrt bei Plücker, (1843), 
Abhandl. S. 896; System (1846), S. 99; vgl. Klein, Geom., S. 29. 
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185. Anwendung von BerührungB-Dreleok und Tetraeder. I. Der 
2a8ammenhang des Beriihrungsdreiecks mit der proJekt Erzeugung § 62, 4 (§ 88, 6) 
und PourameterdarsteUung § 62, 6 bei Salman-Fie^er Kegelschn. 4. Aufl. S. 887 fP.; 
Tgl. auch TT. Fr. Meyer, Apolarität und rat. Kurven, Tübingen 1883, S. 43. 

n. Der Znsammenhang des Scbmiegongstetraeders mit der projekt. Er- 
-zeugang § 169, 6 wird von Plücker, System (1846), S. 106 hervorgehoben; ähn- 
lich verhält sich das Polarberühr.tetr. zn der Erzeugung durch reziproke Bündel 
•§ 168, 11. 

186. Doppelverh&ltniBse in Elementargebilden 2. O. Begriff und 
Oleichheit der Doppelverhältnisse d von vier Punkten und vier Tangenten eines 
Kegelschnittes § 52, 7 (für *=«— 1) bei Steiner, Syst. Entw. (1832), Werke 1, 
S. 347; Chasles, Apercu (1837), Note XV, XVI (S. 384; 841); das Doppelverh. 
von vier Erzeugenden § 159, 12, bei v, Stattdt, Beitr. (1866), S. 4. 

187. Botationsfl&ohen. I. Der Begriff der Botationsfl. § 68, 1 für spe- 
zielle Fälle bei Et^id nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 888; die allg. Gleichung 

JS^fiVx^+y^) (§ 58, (8)) bei Clairaut, (1781) nach Cantor S, S. 781; bei Euler, 
Introd. 2 (1748), Append. art. 37; 39; bei Kästner (1768) nach Cantor 4, S. 467. 

II. Das Verl. u. abgepl. Roi&tellipsaid § 53, 8; 4 \((SipaiQostSks Tca^aiväusg 
and iTCiTcXatv), eine Schale des zweischal. ^iJ^yperholoids § 58, 3 {noavoBiShg 
^Q&ofiitviov) und Botparaboloid § 68, 6 (x. &nßXvymviov) bei Archimedes (287 
V. Chr.) Op. ed. Heib. 1, S. 280; 274, nach Cantor 1, S. 809; F. Müller, Zeittaf. S. 22; 
vgl. J. Gotß, A Short history of greek mathematics, Cambridge 1884. Das einschal. 
Rotat^jirp. § 68, 4 als solidum annularium bei Kepler, Nova stereometria dolio- 
rum, Linz 1616, und als Cylindroid bei Wren, Lond. Phil. Trans. 8 (1669), S. 961 
nach Cantor 8, S. 401. 

Die Kugel als Botationsfl. bei Euklid, als Ort der Punkte gleichen Ab- 
standes vom Mittelp. § 69, (1) bei Theodosius von Tripolis (65 v. Chr.) nach 
Tropf ke, Gesch. 2, S. 259. Der rechtwinklige Rotkegel (^Qd'oyaviog %&vQg) neben 
dem allg. Botkegel bei Archimedes nach Cantor 1, S. 244, seine Gleichung § 63, 
<16) bei Klügel 8 (1808), S. 314. 

in. Die Bedingungen, daß die allg. Gl der Fl. 2. 0. eine Botationsfl. dar- 
stelle, § 100, (6)— (8) sind auf verschied. Wegen entwickelt von Bowdon, Corr. 
polyt. 2 (1811), S. 196; 250; Mondot, ebd. S. 206; Monge, ebd. (1812), S. 313; 
LamS, Exam. (1818), S. 48; Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 267; aus der Gleichheit 
zweier Wurzeln der kub. Gl. ^ (i) = in § 88, (17) von Cauchy, Exerc. 8 (1828), 
8. 10; 20. Dabei tritt, wie Hesse, Baum, S. 282 bemerkt, die Frage auf, inwie- 
fern die eine Bedingung des Verschwindens der Diskriminante von J {%) die zwei 
Bedingungen % 100, (6) der Botatfl. geben kann. Sie wird beantwortet mit der 
Darstellung der Diskriminante als Summe von Quadraten durch E. Kummer, 
J. f. Math. 26 (1843), S. 268, vgl. Hesse, Baum, S. 878, und völlig erledigt in 
der Theorie der Elemcntarteiler durch Weierstraß, Berl. Ber. 1868, S. 214. EQer- 
auf stützt sich die elementare Darstellung § 89, 6, nach der für eine Doppel- 
wurzel der Determinante J(X) alle sechs ünterdet. Ji^i{X) verschwinden müssen, 
und diese sechs Bedingungen § 89, (23) für zwei unabhängige § 89, (85) zählen. 
Geometrisch findet diese Auffassung nach § 60, 6 ihren Ausdruck darin, daß 
die Botationsfl. den Kugelkreis doppelt berührt § 100, 2 nach v. Staudt, Beitr. 
(1856), S. 129. 
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188. Zylinder. L Der Begriff des ZyUnders beschrilnkt sich zuerst anf 
iTreinjlinder. Der gerade Ereiszjlinder als JBoto^'ovMzylinder § 68, 9 bei BkikUd, 
Eiern, nach Tropfke, Gesch. 2, S. 388. Der schiefe Kreisz. and seine Identität 
mit dem elliptischen Zylinder § 59, (19) bei Euler, Introd. 2, App., art. 52. Seine 
Auffassung als Kegel mit unendlich femer Spitze § 96, 5; § 98, 10 bei Desar- 
gues, Oeuvres 1, S. 158; 261. 

n. Die Zylinder ohne kreisfOrm. Basis, der hyperholieche § 58, (30) und 
parabolische § 53, (34) erscheinen als Arten der Fläche 2. 0. bei Euler, Introd. 2, 
art. 125; 126. 

189. Gleichungen des Funktepaares in Linien- und des Kegel- 
Bohnlttes in Ebenenkoordinaten. Die Darstellung des Funktepaares § 13, (58) 
durch eine Gl. in Linienkoord. § 13, (570 nach Plüeker, Entw. 2, S. 93; des 
Kegelschnittes durch eine Gl. in Ebenenkoord, § 53, (35) bei Plücker, System (1846), 
S. 195; 251; s. Anm. 69. Die Dualität zwischen Kegel und Kegelschnitt § 79, 3 
bei V. Staudt, Beitr. S. 22. 

140. Elliptisohe KegeL Der „schiefe Kegel** (*&vog üxaXrivhg) als Ort 
einer Geraden, die an einem Kreise gleitet und durch einen festen Punkt (xo- 
ifvtpii) geht, der nicht senkrecht über dem Mittelpunkt des Kreises liegt, bei 
Apoüonius, Con. I, Defin. I, 3 (Heiberg 1, S. 7); vgl. Cantor 1, S. 335; Tropfke, 
Gesch. 2, S. 889; 437. Daß dieser schiefe Kegel der allgemeine elliptische Kegel 
§ 54, (1); § 93, (8) ist, ergab sich mit der Entdeckung der Kreisschnitte der 
letzteren § 59, 8 durch Descartes^ vgl. Cantor 4, S. 601, war aber nach Cantor 4^ 
S. 465 bei Karsten 1775 noch nicht bekannt. Eider^ Introd. (1748) 2, App. art 
68 definiert den schiefen Kegel als einen solchen, bei dem die zur Achse senkr. 
Schnitte Ellipsen sind (§ 54, 3), die ihren Mittelpunkt auf der Achse haben, und 
erwähnt art. 74 seine Kreisschnitte. 

Die Gleichung des Kegels ist durch ihre in x, y^ z homogene Form § 80^ 
(19) charakterisiert bei Clairaut (1729) nach Cantor 8, S. 781; Euler, Introd. 2» 
App. art. 35. 

141. Die Fokallinien des Kegels. I. Die ,,Fokallinien'' des Kegels § 54^ 
(11); (15) sind entdeckt und benannt von Magnus, Ann. de math. 16 (1825/6), 
S. 33; Aufg. 2 (1837), S. 172. Beim Asymptotenkegel des Hyperboloides sind 
sie, § 55, 9, die Asymptoten der Fokalhyperbel, vgl. H. Schröter, Oberfl., S. 571. 
Sie hängen, wie auch die beiden Paare imaginärer Fokallinien § 118, (17) nur 
von den Differenzen der Halbachsenquadrate ab, s. Anm. 2, I. 

II. Die drei Paare von Fokallinien sind die Scheitellinien deijenigen Tan- 
gentialebenenpaare, die Botatümszylinder' Ebenenpaare § 119, (25) sind oder, waa 
dasselbe ist, an denen die von dem Kegel bestimmte Involution harmonischer 
Polarebenen eine rechtwinklige iai, was Chasles, Cönes (1830), S. 13 erkannt hatr 
s. Anm. 2, II und Anm. 177. 

III. Sie sind die drei Strahlenpaare in der Schar konfokaler Kegel § 118, (17),. 
wie Anm. 2, IV. 

lY. Sie sind die Doppelstrählen der Involutionen, in denen zwei senkrechte 
harmon. Polarebenen § 119^ 9 die Hauptebenen schneiden, wie Anm. 2, Y. 

142. Bphaerisohe Kegelschnitte. Die spha^erische Ellipse bei N. v. Fuß, 
De propr. quibusd. ellipseos in superf. sphaer. descriptae (1787) als Ort eines 
Punktes, für den die Summe der sphaer. Entf. von zwei festen Punkten konstant 
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ist (8. Anm. 8) nach Gantor 4, S. 642; 1088. Der AoBdruck ^^sphaer, Kegelaehn.^*' 
bei Steiner (1827) Werke 1, S. 117. Als Durchschnitt von Kegd und Kugel 
§ 64, 6 bei Magnus, Aufg. 2 (1887), S. 202; vgl Magnus^ Ann. de math. 16 
(1826/6), S. 88 ; ygl. Salmon-Fiedkr, Raum S. 426. 

148. Unterarten des elliptisohen Kegels. Der elliptische Kegel § 64^ 
(14), überall mit a*>6*, wird für: I. 6* = c* der Kegel des Pappus, Pappi Col- 
lect, (ed. Hultsch) 2, S. 681; er hat einen rechtwinkligen Hauptschnitt in der 
Hauptebene der kleinsten Öffnung § 64, 8 und außerdem „£wei Ebenenbüsehel 
rechtmnkliger Schnitte** § 116, 6, lY; vgl. über ihn Th. Meyer, Dissert. Straßburg 
1884. 

IL a^^zc* der Kegel des Hachette; er hat einen rechtwinkligen Hauptschnitt 
in der Hauptebene der größten Öffnung § 64, 8; seine Erzeugung als Ort eines 
Punktes, der von einer Ebene und einer Geraden gleichen Abstand hat §128,9^ 
letzter Satz, bei Hachette, Quetelet Corr. Bruz. 4 (1828), S. 286; Chasles, €önes 
(1880), S. 44. Der Ort deijenigen Bündelstrahlen, durch die nach § 119, (24) 
zwei rechtwinklige Tangentialebenen an den Kegel § 64, (14) gehen, nämlich 

der Kegel: 

(6* — €*)x^ + (a> — c>)y> + (a> + b^z* = 0, 

zerfällt for den Kegel des Hachette in das reelle Ebenenpaar (a'>-5'): 

{b* — a*)«" + (a» + b*)z* = 0; 

es gibt also ,,zwei Strahlbüschel rechtwinkliger Tangentialebenen'*; vgl. über ihn 
Th, Meyer, Dissert. Straßburg 1884. 

Die beiden Kegel I und II sind im Sinne von § 71, 8 reziprok. Denn wenn 
mit b^^c* bei dem Kegel § 64, (14) der Hauptschnitt der kleinsten öffiiung 
rechtwinkl. ist, so ist es bei dem Kegel §71,(22) der Hauptschn. der größten Öff- 
nung (rj !> ""i)' ^i^ a*=s&*:i=c' verschmelzen die Kegel I und H in den 

rechtto. Drehungskegel § 68, (20). Die zwei Ebenenbüschel rechtwinkliger Schnitte 
fallen in einen durch die j? -Achse und die zwei Strahlbüschel rechtwinkliger 
Tangentialebenen in einen in der j;y-Ebene zusammen. 

III. a* -— 2&* -f- c* =s der Kegel mit rechtwinkligen Fokallinien § 64, (16); 

12 1 

IV. TT =• i == der Kegel mit rechtw. Kreisschnittebenen § 69, (24)^ 

0* a c 

beide ebenfalls reziprok nach § 71, 9, vgl. Beye, Gr. d. L. 1, S. 260. 

V. -j — IT + "jT ~ ^ ^^^ orthogonale Kegel; Scheitelerzeugende in der Haupt* 

ebene der kleinsten Öffnung auf den Kreissehnittebenen senkrecht § 64, 6 ; 

VI. 6*— a* + c"== der dual orthogonale Kegd § 82, (66); Scheitelerzeugende 
in der Hauptebene der größten Öffnung, also auch die betreffenden ScheiteUan- 
gentialebenen auf den FokMinien senkrecht, § 54, (18); Schröter, Oberfl. S. 71; bei 
Flacker, System (1846), S. 808; 305 heißt dieser Kegel parabolisch, weil die zu 
einer Fokallinie senkrechten Schnitte nach § 115, 9; § 74, 2 Parabeln sind; s. 
Anm. 166. Auch die beiden Kegel V und VI sind reziprok § 82, 16. 

Vn. -ä + rt — T "^ ^ ^®' gleichseitige Kegel; und reziprok: 

Vin. a*-|-&* — c* = der dual gleichseitige Kegel § 71, 10, s. Anm. 164. 
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144. Die FokalkegelBOimitte. I. Die FokaXkegelschnitte (Fokalkurven, 
Biennkuryen) des EllipsoideB, Hyperboloides und Paraboloides § 56, (9); §56,(7) 
wurden entdeckt von Ch. Dupin, D^vel. (1813)^ S. 280; sodann einschließlich des 
imaginären § 120, 9 von Magnus, Aufg. 2 (1887), S. 826; ChasUs, Aper9n (1837), 
Note XXXI, art.(7) erhalten; Ghasles nennt sie coniques excentriqnes ou focales. 
Die Analogie der Fokalkegelschn. mit den Brennpunkten tritt schon formal in 
ihren Gleichungen hervor: 

EUipse: |,- + ^ = 1; Brennp: ^,^-, = 0, rc^l; _^-=i;y = o. 
Ellipsoid: 5;. + |; + .^^«i. Fokalk.: ^,^, + -^= 1, o: = ; 

-, ,ä + -= — ,5 = 1, y = 0; -, • + ,,-^ — ? = 1» z=^0. 

c* — 6' ^ a* — 5* ' ^ a* — c*^b^ — c* ' 

welche wesentlich (Anm. 2, 1) von den Differenzen der Halbachsenquadrate ab- 
hängen. 

II. Nach dem Vorgange von Apollonius, Con. I, art. 52—58 (Heib. 1, S. 158 ff.) 
bestimmte Dupin, Corr. poljt. 2 (1813), S. 424; D^vel. (1818), S. 280 den einen der 
beiden Fokalkegelschn. als Ort der Spitzen der über dem andern errichteten Rota- 
üonskegel § 122,8,10; §125,2; §131,8; 4; §182,2; §135,3; §186,2. Allgemeiner 
findet SUiner, J. f. Math. 1 (1826), S. 47 = Werke 1, S. 11; Magnus, Aufg. 2 (1887), 
S. 826 die Fokalkegelschn. als Ort der Spitzen umbeschriehener Botationskegel § 122, 
8,1; § 125, 2, wie sie schon bei Binet, J. ^c. polyt. cah. 16 (1813), S. 68 als Ort der 
Punkte mit zwei gleichen Hauptträgheitsmomenteu und ähnlich bei Ampere, 
M^m. Acad. Inst, de France 5 (1826), S. 99 sich ergeben. Die Botationskegel als 
Kegel mit zwei gleichen Halbachsenquadraten entsprechen hier dem Kreisstrahlen- 
paar der Anm. 2, II, dem Linienpaar mit zwei gleichen Halbachsenquadraten. 

ni. Berührungskegel mit drei gleichen Halbachsenquadraten (Kugelkegel), 
welche die Fläche längs einer Kurve berühren, gibt es nach § 70, 5 bei den 
•dreiachs. Flächen nicht. Dagegen sind die Fokalkegelschn. § 127, 11, III wiederum 
•der Ort der Spitzen solcher KugeUcegel, welche die Fläche in zwei Punkten be- 
rühren nach B.Ämiot, J. de math. (1) 8 (1843), S. 163; Chasles, Par. G. R. 16 
<1848), S. 831; Plücker, System (1846), S. 276; s. Anm. 177. 

lY. Als Grenzflächen (courbes limites) im konfokalen System §120,4; § 123, 
Z erhielt Dupin, Dävel. (1813), S. 277; 309 die Fokalkegelschn., und Chasles, 
Aper9u (1837), Note XXXI, art. (47) erkannte sie als Doppellinien (lignes de 
striction) § 120, 10 der umbeschriebenen Developpabeln ; als die vier Kegelschnitte 
der Schar der Konfokaleu erhalten sie ihre Gleichungen in Ebenenkoord. § 120, 
(21); § 128, (19) bei Plücker, System (1846), S. 255; 325; vgl. v. Staudt, Beitr. 
S. 883. 

y. Als Ordnungskurven in dem Polarsystem, welches eine Ebene und ihr 
zugeordneter Normaistrahl in einer Hauptebene bestimmen § 120, 14; § 128, 12, 
betrachtet die Fokalkegelschn. Chasles, Aper9u, Note XXXI, art. (1); (18); Plücker, 
System (1846), S. 332 u. J. f. Math. 35 (1847), S. 103 =» Abhandl. S. 459; Beye, 
G. d. L. 2, 8. 227. 

VI. Als UmhüUongskurven der Fokalachsen, s. Anm. 177. 

145. HauptBohnitte. Die Hauptschnitte der EUipsoide und Hyperboloide 
•§ 55, 7 und Paraboloide § 56, 7 dienen bei Euler, Introd. 2, App. art 117; 119; 
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122; 124; 125 zui ersten Beschreibung und Unterscheidung (auch Benennung) 
der einzelnen Fl&chen. Ihre yerschiedene Lage gegen die Fokalkegelschnitte % 55, 
7; § 56, 7, nach Magnus, Aufg. 2 (1887), S. 827 ff., ist ebenso charakteristisch, 
wie die versch. Lage der Scheitelpunkte der Kegelschnitte gegen die Brennpunkte 
§ 1, 5. Der Ausdruck „KeMellipse^' beim einsch. Hyperboloid § 55, 8 bei Clebsch- 
lAndemannj Baum, S. 178; „ellipse de gorge'^ bei Ämiot^ J. de math. (1) 8, 
(1843), S. 183. 

146. DaTBteliung durch Draht- und Gipsinodelle. Durch Herstellung 
der Hauptschnitte § 55, Fig. 131—138; § 56, Fig. 184; 135 in Draht entstehen 
die von H. Wiener angefertigten Modelle, bei Ä, W. Gay, Darmstadt, 1908. 

Gipsmodelle, entsprechend der Erzeugung § 55, 8 und § 56, 8 durch ebene 
Schnitte, sind von E. Diesel (1878) hergestellt, s. Dyek, Katalog, S. 258. 

147. Bohraubenltnie und linearer Komplex. Die Schraubenlinie § 57 
1; 2 bei Pappus IV, prop. 28 (^ n^Ql %vlivSiiov £Xi{) (Hultsch 1, S. 260; auch 
8, S. 1125); bei A. Farent (1702) nach Cantor 3, S. 419; Kästner (1771) nach 
Cantor 4, 8. 557 und Frezier (1788) nach Cantor 4, S. 621. Die Geraden des Komplexes 
als Tangenten von Schraubenlinien § 57, 13 bei Flücker^ Neue Qeom. (1868), 
S. 57; die Formel § 57, (22) ebd. S. 58; die Polarebene eines Punktes als Sd^mie- 
gungsebene der durch ihn gehenden Schraubenlinien § 87, 8 bei FHcker, ebd. 
S. 59; in anderer Auffassung bei F. Klein, Vorl. Geom. 1, S. 185, im Keime schon 
bei Moebius^ (1838), Werke 1, S. 506. Die Drehbarkeit und Verschiebbarkeit 
§ 57, 18 bei Flücker, a. a. 0. 8. 88; vgl. Lie-Scheffers, BerOhrungstransf., S. 268. 

148. Tajigente und Bohxniegnmgsebene einer Baumkurve, Ist eine 
Kaumkurve in der Parameterdarstellung: 

gegeben und wird die Differentiation nach dem Parameter t durch Akzente be- 
zeichnet, so ist in laufenden Koordinaten X, F, Z die Tangente und die Schmie- 
gwngsebene der Kurve im Punkte o;, y, z durch die Gleichungen dargestellt: 

X — xi Y—yiZ—z^x \y \£ 
and bezüglich: 

' X — x Y^y Z^z =0, 

x' y z 

X r z" 

S, V. Mangoldt, Encyklopaedie III D 1, 2; 29. 

149. Begriff, Name, Parameter und kanonische Gleichung des Kom- 
plexes. Begriff und Name des linearen Komplexes § 86, 1 von Flücker (1865), 
Abhandl. S. 464; 478; N. Geom. (1868), S. 26; „Strahlengewindef' § 86, 1 nach 
Sturm, Liniengeom. 1 (1892), 8. 62. Begriff und doppelte Bedeutung des Fara- 
meters § 57, (20) bei Flacker, N. Geom. S. 88. Die kanonische Gleichung § 57, 
(19); § 87, (19) bei Flücker, ebd. S. 37; 57; die allgemeinere § 87, (17) ebd. S. 56: 
in <ier Form § 87, (25) schon bei Moehius (1838), Werke 1, S. 502. 

150. Kreissohnitte. I. Die Kreisschnitte des Kegels 2, 0. waren bei Äpol- 
lonius, Gon. lib. I, art. 5 (Heib. 1, S. 21) bekannt nach Baitzer, Geom. S. 521, später 
auch bei Greg, a St. Vincentio (1647) nach Bopp, Greg. S. 106. Die beiden Systeme 
der Kreissohnitte § 59, 3 entdeckte B. Descartes (1648) nach Chasles, Cdnes S. 2 ; 
sie werden angegeben von De l'Hofjntql und «/achter (1755) nach Cantor^, S. 601; 

Staade, Fl&ohen Kweiter Ordnung. II. 62 
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A. F. Frizier (1788) mit Benutzung von J. tmd H, Bemouüi nach Cantor 4, 
S. 621 ; vgl. Klügel 3 (1808), S. 3. Euler, Introd. 2, App. art. 74. 

II. Beim dreiachsigen JEllipsoid § 68, 8 entdeckte sie D'Alembert, Opuse, 
xnathdm. 7 (1780), S. 163 nach Eötter, S. 72, bei äüen Mittdpwnktsfiächen Monge- 
HficheUe, J. äc. polyt. cah. 11 (1802), S. 161 ff., wo sich die Gleichungen der 
Hauptkreisschnittebenen § 58, (21); § 59, (21); § 60, (21) finden; fSr die Para- 
boloide § 61, 3 werden sie ohne Beweis behauptet, S. 161. Die Ausnahme des 
hyperbol. Faraboloids, wo die geradlinigen Schnitte § 62, 8 dafür eintreten, be- 
merkte Klügel 3 (1808), S. 328 und HacheUe, Corr. poljt. 1 (1808), S. 433; femer 
betonte sie Steiner, J. f. Math. 1 (1826), S. 50 = Werke 1, S. 13; 14. Besondere 
Methoden zur Bestimmung der Kreisschnitte geben Bupin, D^y. (1813), S. 168[; 
Plücker, J. f. Math. 19 (1839), S. 8 == Abhandl. 1, S. 346. 

ni. Die allgemeine Auffassung der Ereisschnittebenen aus der Beziehung 
zum imaginären Kugelkreis § 100, 2 gibt FonceUt, Traitö (1822), art. 621 ; v. 
Staudt, Beitr. (1867), S. 129. 

IV. Das allgemeine anahjtiache Prollem der Kreisschnitte knüpft sich an 
die Bedingung der Gleichheit der beiden Wurzeln der quadr. Gl. § 109, (11) und 
führt auf ein Ton Ca. Dupin, D^vel. (1813), S. 129 bemerktes Paradoxon. Die 
Bedingung ist nämlich scheinbar nur eine, das Verschwinden der Diskrim. 
§ 109, (16), zählt aber in Wirklichkeit für zwei § 117, 5. B, Amiot, J. de math. 
(1) 12 (1847), S. 130 erklärte das Paradoxon durch Zerlegung der Diskrim. in 
drei Quad/rate, von denen zwei uuabh. waren.. 0. Besse^ Baum S. 403 verlangte 
daher überhaupt die Zerlegung der Diskrim. in Quadrate und gelangte dazu 
auf Umwegen J. f. Math. 60(1862), S. 505 = Werke, S. 497; andere Zerlegungen 
gaben 0. Henrici, J. f. Math. 64 (1865), S. 191; C. Souiüart, J. f. Math. 65 (1866), 
S. 325; 87 (1879), S. 220; G. Bauer, J. f. Math. 71 (1870), S. 46; C. F. Geiser, 
Ann. di mat. (2) 8 (1877), S. 113; E, Souvander, J. f. Math. 85 (1878), S. 889. 

y. Der Zusammenhang aller analyt. Methoden und der Ponceletschen Auf- 
fassung § 117, 14 knüpft sich an die von 0. Staude, Arch. Math. Phjs. (3) 7, 
S. 187 angegeb. Quadratdarst. § 109, (21) und die zugeh. Beding. § 117, (12), 
sowie die Beziehungen zum Hauptachsenproblem § 117, 8, 9, die teilweise von 
a Souillart, J. f. Math. 65 (1866), S. 326, vollst, von 0. Statute, a. a. 0. S. 192 
gegeben werden. Hiernach wird die einheitliche Darstellung § 117, 13 möglich, 
die auch die geradl. Schnitte wieder unter die Kreisschnitte einreiht. 

VI. Die vollständige Außlärung des Dupinschen Paradoxons liegt tiefer. 
Die Gleichung § 109, (1) ist nach § 45, (2) die Gleichung des Kegelschnittbüschels 
§ 117, (46): 

(1) («11 - ^)^' + («,, - ^)y'+ •• • + 2a,,xy==0 

in Linienkoordinaten UfV,w in der unendlich fernen Ebene. Als quadr. GL in l 
§ 109, (11) bestimmt sie daher diejenigen Kegelschnitte des Büschels (1), welche 
die Gerade u, v, w berühren. Durch Nullsetzen der Diskriminante § 109, (16) 
erhält man in: 

(2) (A:,y + 4 (u»+ v*+ w^ ^li = 

die Gleichung der vier Grundpunkte S^ S^ S^ S^ des Büschels (1) in Linienkoordi-- 
naten. Ihr genügen alle Geraden der vier StrdhJbüschel, welche die Schnittpunkte 
S^S^SgS^ der unendl. fernen Kurve der Fläche mit dem imag. Kugelkreis als 
Scheitel haben. Beispielsweise für das Ellipsoid § 115, (1) lautet die Gleichung (2) 
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nach § 116, (7); (4): 

nnd zerf&Ut nach § 118, (18) in die Gleichungen von vier Punkten: 

Die Gegenseitenpaare des yollBt. Yieiecks dieser Punkte sind nach § 118^ (17) die 
Geraden: 

welche die Stellung der Kreisschnittebenen § 117, (17) bestimmen. 

Da nun die Gleichung (2) die Bedingung der Gleichheit der Wurzeln X, , X, 
der quadrat. Gl. des Hauptachsenproblems der ebenen Schnitte § 109, (11) dar- 
stellt, so scheint es, als müßten alle Ebenen, die durch eine Gerade der vier 
Strahlbüschel (2) hindurchgehen, Kreisschnittebenen sein (Sdlmon-Fiedler, Raum 
S. 878), während es doch nach § 117, 14 nur die sind, die durch die 6 Verbin- 
dungslinien der Scheitel der vier Strahlbüschel (2) gehen. Daß die übrigen Greraden 
der Büschel ausfallen, hat seinen Grund darin, daß für sie die Hauptachsentrans- 
formation § 110, (11) überhaupt nicht möglich ist. Das Hauptachsenproblem des 
Kegelschnittes, in dem die Ebene u, v, «;, 8 die Fläche schneidet, besteht näm- 
lich nach § 21, 2, II in der Auffindung eines Polzweiecks, welches das unendl. f. 
Punktepaar r/^, üj^ des Kegelschnitts und das imag. Kreispunktpaar JT^, K^ der 
Ebene gemein haben. Ein solches gemeins. Polzweieok ist aber nur vorhanden, 
wenn entweder ü^, Z7,, JT^, K^ vier getrennte Punkte sind, also die unendl. f. 
Gerade u,VyW durch keinen der Grundpunkte SiS^S^S^ des Büschels (1) geht; 
oder U^=K^^ Uf = K^^ also die Gerade u^ v, w durch zwei dieser Grundpunkte 
geht; ist aber nicht vorhanden, wenn ü^ ^=^ K^ und U^^^K^, also die Gerade 
u, Vf w durch einen dieser Grundpunkte geht. Diese drei Möglichkeiten ent- 
sprechen aber nach der Theorie der Elementarteiler gerade den drei Fällen, daß 
die quadrat. Gl. § 108, (27) erstens zwei verschiedene Wurzeln Xj ^X,, zweitens 
eine Doppelwurzel X^ — X, hat, für die alle ünterdet. § 109, (24) verschwinden, 
drittens eine Doppelwurzel, für die nicht alle diese Ünterdet. verschwinden. 

Obwohl also die eine Bedingung (2) der Doppelwurzel eine in vier Strahl- 
büBchel zerfallende Kurve 4. Klasse in der unendl. f. Ebene darstellt, kann doch 
die Gleichungsform § 117, (3) der Ejreisschnitte sich nur für die 6 Strahlen dieser 
Strahlbüschel einstellen, welche auch den Gl. § 117, (12) unter Elimination von 
X genügen. 

161. Die Kreispunkte. Der Begriff der KreispufiJcte ist von Monge (1796) 
eingeführt nach Baltzer, Geom. S. 469; vgl. Monge, J. 6c. poljt. cah. 2 (1796), S. 166; 
160; Applic. de Tanalyse, 4. Aufl. Paris 1809, S. 127. Ihre Koordinaten § 68, 
(22); § 60, (22); § 61, (19) bei Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 260; 262 f. Daß sie auf 
den Fokalkegelschnitten liegen § 68, 7 ; § 60, 7 ; § 61, 7 bemerkt Dupin, Däv. (1813), 
S. 278; 821; Vgl. Steiner (1826), Werke 1, S. 11; Flacker, System (1846), S. 252. 

162. Die Kartonmodelle. Die Kartonmodelh § 68, 10; § 69, 9; § 60, 9; 
§',61, 9; § 62, 6 sind auf Grund einer Anregung von 0. Henrici, London 1871, 
zuerst von Ä. Briü (1874) hergestellt; in der beigegeb. Beschreibung findet man 

62* 
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aach die Formel § 58, (24); § 69, (28); § 60, (24); § 61, (21); § 62, (16) im wesent- 
lichen vor; B. Byck, Katalog S. 268. H. Wiener, bei B. G. Tenbnei 1908, ersetzt 
die Kartonblätter durch Drahtkreise mit „geschränktem yerbindüng8gelenk*^ 

163. Besondere Mittelpunktsfl&ohen. I. Das Ellipsoid § 58, 12 und die 
Hyperboloide § 69, 10; § 60, 10 mit rechtw. Kreisschnittebenen schließen sich an 
den Kegel Anm. 143, IV an. 

II. Daneben tritt § 58, 11 das Ellipsoid mit konjugierten Hauptkreisschnitt- 
ebenen. 

m. Bei dem einschaligen Hyperboloid § 64, (1) mit a^^^^c* sind nach § 64, 
(8) nur die Erzeugenden in den Scheitelpunkten der kleinen reellen Achse 25 
zueinander senkrecht. 

164. Besondere Faraboloide. I. Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid 
§ 62, 7 erklärt Steinur (1832), Werke 1, S. 380, als solches mit rechtwinkligen 
Asjmptotenebenen (s. Anm. 155); die Bedingung § 62, (17) bei Magnus, Aufg. 2 
(1887), S. 249. Infolge der Eigenschaft § 66, 17; § 116, 16 enUpricht das gleichs. 
hyp. Par. dem gleichseitigen Hyperboloid, infolge der Eigenschaft, daß seine Kreis- 
schnittebenen § 117, 18, y auf einer Scheitelerzeugenden senkrecht stehen, dem 
orthogonalen Hyperboloid, nach Schröter, Oberfl. S. 220; 224. Ausführlich ist es 
nebst der Erzeugung § 100, 9 behandelt von A. Schoenfliefi, Zeitschr. Math. Phys. 
28 (1878), S. 245; 269; Schröter, Oberfl, S. 218. 

ü. Das elliptische Paraboloid § 61, 10 entspricht dem Kegel Anm. 148, IV. 

156. Die geradlinigen Bchnitte des hyperbolischen Faraboloids« Daß 
das hyp. Pardb. keine Kreisschnitte hat, s. Anm. 160, 11. Indessen treten daftir 
nach Berthot'Hachette Corr. polyt. 1 (1808), S. 433 die Schnitte § 62, 3 ein, die 
aus einer endlichen (und einer unendlich fernen Geraden bestehen § 115, (40) und 
sowohl zu den gleichseitig hyperbolischen § 116, (88) als zu den Kreisschnitten 
§ 117, 13, V gehören. Die Ebenen dieser Schnitte nennt Steiner (1832) Werke 1, 
S. 876 Asymptotenebenen. 

156. Gerade Linien auf der Fl&ohe 2. O. I. Das Botationshyperboloid 
§ 53, (18) (corpus cylindroides hyperbolicum) wurde als Linienfiäche erkannt Ton 
Wren (1669) und A. Parent (1698) nach Ohasles, Apercu V § 46 und Cantor 8, 
S. 418. Die beiden Scharen der Erzeugenden des dreiachsigen einschal. Hyper- 
boloides § 68, 3 entdeckte Monge, J. de. polyt. cah. 1 (1794), S. 6; Monge- Hachettc, 
J. 6c. polyt. cah. 11 (1802), S. 159. Beim hyperbol. Paraboloid § 65, 3 entdeckte 
die eine Schar nach dem Vorgänge von Clairant (1731), Frezier (1738) nach 
Cantor 3, S. 793; Braikenridge (1759) nach Cantor 4, S. 556; 1079; die beiden 
Scharen Maitduit (1763) nach Cantor 4, S. 556; 1080; endlich Monge-Hcuihette ^ 
J. de. polyt. cah. 11 (1802), S. 167. Die Anzahl der Bedingungen dafür, daß 
die Gerade § 63, (1) mit ihren vier Konstanten ganz auf der Fläche nter Ordnung 
liegt, ist nach dem Verfahren § 63, 1 gerade n-|- 1. Daher enthält die Fläche 1. 
0. oc', die Fläche 2. 0. ooS die Fläche 3. 0. nur noch eine begrenzte Zahl, 
die Flächen höherer 0. i. a. keine Geraden mehr. 

ü. Als SchniUlinien der Fläche mit der Tangentidlebene § 67, 8 erscheinen 
die Erzeugenden bei Dupin, Ddv. (1813), S. 62; vgl. Moebius (1827) Werke 1, 
S. 139; die Gleichungen § 67, (26) gibt Cauchy, Exerc. 3 (1828), S. 110; 
8. Anm. 178. 
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III. AIb Ififlexions- oder Haupttangenten (Asymptoten der Indicatrix) § 67, 8 
betrachtet sie ebenfalls JDupin, Däy. S. 62; 189 f. 

IV. Jede Erzeugende ist daher (§ 14, 6, III) ihre eigne konjugierte Tangente 
nach Dupin, D&v. S. 44; 61 und damit ihre eigne reziproke Polare §68, 21. 

157. Analytisohe DarstellTing der Erzeugenden. I. Die Darstellung 
der Erzeugenden in gemeinen Koordinaten beim Hyperboloid § 68, (22); § 64, (19) 
gibt Cauchy, Applic. (1826), S. 228 ; Bohtüier, Quetel. Corr. 4 (1828), S. 80 ; beim 
Paiaboloid § 65, (9) Cauchy, ebd. S. 221. 

IL Die Darstellung in Teiraederkoordinaten § 169, (15) von Plücker, System 
(1846), S. 105. 

158. Die beiden Soharen von Eraeugenden. Daß durch jeden Punkt 
der Fläche zwei Erzeugende gehen § 63, (8); (12) und in jeder Tangentialebene 
zwei liegen § 82, (29') ergab sich bei Dupin, s. Anm. 156, III. Daß sich zwei 
ungleichnamige schneiden und zwei gleichnamige nicht § 63, 4; § 65, 4 hebt 
Moebius (1827) Werke 1, 8. 140 und Steiner (1827) Werke 1, S. 149 hervor; das 
erstere ergibt sich auch aus der allg. Darst § 147, 8. 

169. MetrlBohe Beziehiingen der Erzeugenden. I. Beim Hyperboloid 
sind je zwei ungleichnamige Erzeugende, die durch denselben unendl. fernen Punkt 
gehen, parallel und einer Erz. des Asympt. Kegels parallel § 63, 6 nach Steiner 
(1827) Werke 1, S. 150 f.; v, Staudt, G. d. L., S. 214; beim Paraboloid alle gleich- 
namigen einer Asympt.ebene parallel nach Monge- Hachette, J. ^c. polyt. cah. 11 
(1802), S. 167; keine zwei parallel, da durch einen unendl. f. Punkt der Fläche 
schon eine unendl. f. Erz. § 65, (11) geht, Schröter, Oberfl. S. 212. 

n. Der Ort rechtwinkliger Erzeugender für d. Hyperboloid § 64, 1 ; § 116, 
6 bei Plücker, System (1846), 8. 207, in allgemeiner Auff. bei Bauer, Münch. 
Ber. 1881, S. 242; für d. Paraboloid § 66, 16, III; § 116, 12 bei Plücker, ebd. 
S. 208. Den Ort der Erzeugenden mit beliebig gegebenem Winkel bestimmt 
BobtUier, Quet. Corr. 4 (1828), S. 36 nach Kötter, Ber. S. 74. 

160. Faden- und Btabmodelle. I. Auf das Fadenmodell des Hyper- 
boloides § 63, 7 deutet Monge, G6om. d^script. (1798), Ostwald's Klassiker Nr. 117, 
8. 174 hin; auch die Teilung der Ellipse § 63, Fig. 163 von Monge nach Hachette, 
Corr. polyt. 2 (1812), S. 329. Die Fadenmodelle § 63, 7; § 65, 11 selbst sind von 
Th. Olivier (1830) angefertigt nach Jahrb. d. Fortschr. 1868, S. 298; F. MüUer, 
Führer durch die math. Lit., 8. 206, und später bei Ch. Delagrave, Paris, 
X. Brül, Darmstadt, Winkelmann u. 5., Berlin 1879 erschienen; s. Dyck, Katalog, 

8. 259. 

n. Das hewegl. Stabmodell § 63, 12, wurde von 0. Henrici (1874) entdeckt, 

vgl. Dyck, Katalog, 8. 261; F. Klein, Geom. 1, S. 50; A. Cayley, Mess. 8 (1879), 

8. 51; E. Lucas, Nouv. Ann. (2) 20 (1881), 8. 9; Ä. Mannheim, Par. C. R. 102, 

(1886), 8. 601. Eine wichtige Verbesserung zeigen die 8tabmodelle von JET. Wiener 

mit „geschränktem Verbindungsgelenk^^ bei Teubner, 1908. 

161. Farameterdarstellungen der Fl&ohen 2. O. I. Bei der Parameter- 
darstellung der gemeinen Koord. der Punkte § 68, (25); § 65, (16) und Tangen- 
tialehenen § 82, (33); § 83, (24) der Fläche 2. 0. dienen die Erzeugenden als 
Koord.linien auf der Fläche, Gauß (1828), Werke 4, 8. 224 In Tetraederkoordi- 
naten § 159, (26) nach Moebius (1827) Werke 1, 8. 136 lehnt sie sich an ein 
8chmiegungstetraeder an. 
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II. Die Farameterdarsteliung der gemeinen Linienkoord. der Erzeugenden 
§ 82, (27); § 83, (20) schließt eich an die Parameterdarst. der Eegelschn. § 6, 
(10) an und enthält diese als Spezialfall (I § 48, (9')). Für Tetraederkoord., ent- 
sprechend § 159, (17), gibt F. Sc^ur, Math. Ann. 21 (1883), S. 618 eine Parameter- 
darst. mit drei abhäng. Parametern. 

162. Projektive Funktreihen und Ebenenbüsohel an den Eraeiigen- 
den. I. Ähnliche Punktreihen auf den Erzeugenden des hjperbol. Paraboloids 
bei Mai^uit (1763) nach Cantor 4, S. 556; Tinseau (1780) nach KOtter, Ber. 
S. 77; Meier Hirsch, Aufg. 2 (1807), 8. 237; Giorgini, Corr. polyt. 2 (1818), S. 439; 
Moebius (1827) Werke 1, S. 214. Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 280. 

n. Projekt. Punktreihen auf den Erzeugenden § 63, 10 und Ebenenbüschel 
an ihnen § 82, 11; § 83, 11 im vollen Umfange erhalten von Steiner (1832), 
Werke 1, S. 363—373, teilweise auch von Chasles, Aper9u (1837) Note IX. 

163. AufgOBohriebene Seohsseite. Die Sätze über das auf einem Hyper- 
boloid liegende Secksseit § 63, 18 ; § 160, 1—9 ; Hesse J. f Math. 24 (1842), S. 40=Werke 
S. 58., vgl. J. D. Dandelin, Ann. de math. 15 (1824/5), S. 387; Plüeker, System 
(1846), S. 129; N. Geom. (1868), 8. 119; Hesse, Werke S. 651; 676; 0. Hermes, 
J. f Math. 56 (1858), 8. 210; F. Gräfe, J. f. Math. 93 (1882). S. 87. 

164. Gleichseitige Kegel und Hyperboloide. I. Daß ein Kegel zwei 
Tripel rechtwinkliger Erzeugender haben kann, bemerkt Ampere (1826) nach 
Eötter, Ber. S. 71. Den vollen Begriff der gleichseitigen und ducU gleichseitigen 
Kegel § 71, 10; § 93, 4; 5 entwickelt Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 323; 324; auch 
bemerkt er die entsprechenden Eotationskegel (ic"+ y*— 2ä* = 0, § 64, (9); 
2Ä* + 2y* — ;5*=0). 

n. Das gleichseitige Hyperboloid § 64, 4; § 116, 9 wird ausführlich be- 
handelt von H Vogt, J. f Math. 86 (1879), S. 301 ; Schröter, Oberfl. 8. 195. 

ni. Der tiefere Grund dafür, daß es beim allgemeinen Hyperboloid kein 
Tripel von senkrechten Erzeugenden gibt, beim gleichseitigen unendlich viele, 
liegt in der Theorie der gleichseitig hyperbolischen Schnitte § 116, 8. 9. 

165. Orthogonale Hjrperboloide und KegeL I. Die charakteristische 
Eigenschaft § 64, 5 des „besonders einfachen*^ einschaligen Hyperboloides und 
Kegels hebt Steiner, J. f Math. 2 (1827). S. 292 «Werke 1, S. 162; Syst. 
Entw. (1832) Werke 1, S. 394; 385 hervor auch Chasles, J. de math. (1) 1 
(1836), S. 331; der Name „orthogonal'' § 64, 5 von H Schröter, J. f. Math. 85 
(1878), 8. 41 und Oberfl. 8. 184; 195. Die analyt. Bed. § 64, (16) von Schoen- 
fließ, Zeitschr. Math. Phys. 23 (1878), S. 269. Die Auffassung der charakt. Eigen- 
schaft als Beziehung zum imag. Kugelkreis § 100, 7 und die allg. Bed. § 100, 
(29) bei Clebsch- Lindemann, Baum, 8. 195. Wenn der Pol der Geraden S^S^ 
§ 100, (24) in bezug auf den Kugelkreis auf der Kurve (2) liegt, liegt auch der 
Pol der Geraden 5, S^ auf ihr nach Sturm, Jahrb. der Fortschr. 1878, S. 414. 
Deshalb geben die sechs Seiten des Vierecks nur drei Bedingungen § 100, (27). 

IL Das zweischdlige orthogonale Hyperboloid § 64, 5, letzter Absatz, bei 
JB. Sturm, Jahrb. d. Fortschr. d. Math. 10 (1878), S. 416. 

lU. Die dual orthogonalen Hyperboloide und Kegel § 82, 16 nach H. Schröter, 
Oberfl. S. 71. 

IV. Die Erzeugung des orthog. Hyperboloides durch kangrttente Ebenen^ 
hüschel § 100, 8 entspricht derjenigen des Kreises durch kongr. Strahl büschel 
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§ 38, 8; der Spezialfam § 64, 7, wo entsqrechende Ebenen beider Büschel senk- 

recht sind, dem Fall cl^^— in § 38, 8. Diese spezielle Erzeugung § 64, 7 gibt 

für den Kegel HacheUe, Corr. polyt. 1 (1806), S. 179, für das Hyperboloid Binet, 
€orr. polyt. 2 (1810), S. 71; Steiner (1832) Werke 1, S. 386. 394; Magnus, Aufg. 2 
(1837), S. 282; Plücker, System (1846), S. 112. Schröter, J. f. Math. 85 (1878), 
S. 42 ; Oberfl. S. 188. 

Die allgemeine Erzeugung § 100, 8 gibt nach dem Vorgänge von W. FiecUer^ 
F. Buth, Wien. Ber. 80 (1879), S. 267; Scdmon-Fiedler, Raum S. 886 f.; Schoenfiies 
Zeitschr. Math. Phys. 28 (1883), S. 233; Geom. der Bewegung (1886), S. 107. 

V. Die Erzeugung durch einen Punkt, dessen Abstände von zwei windschiefen 
Geraden ein konstantes Verhältnis haben, § 100, 9 gibt Chasles, J. de math. (1) 1 
(1836), S. 331; Magmis, Aufg. 2 (1837), S. 266 f. die weiteren Beziehungen § 100, 
10—11 von Schoenfiies, Zeitschr. Math. Phys. 23 (1878), S. 246; 269; 24 (1879), 
S. 62 und. Schröter, J. f. Math. 86 (1878), S. 28; 46; H. Milinowski, J. f. Math. 86 
<1878), S. 88. 

166. Beaiproke Polaren und konjugierte Gerade. I. Der Begriff der 
reziproken Polaren bei der Fläche 2. 0. entwickelt sich im Sinne von § 68^ 16, Y 
bei G. Monge, G^om^trie descriptive (1798) in Ostwalds Klassikern Nr. 117, S. 66, 
sowie Feuilles d'analyse (1801) nach Eötter, Ber. S. 48. Der Name „droites polaixes" 
bei Poncelet, Trait^ (1822), art. 59'0 ; „reziproke Polaren'' bei Hesse, Vorl. Baum, S. 133. 
Die Hauptsätze § 68, 16; 16; 27 bei Hesse, a. a. 0. S. 133; 160f. An § 68, 27 schließt 
sich noch der Satz, daß die beiden gemeinsamen Transversalen (I § 60, 6) von 
zwei Paar reziproken Polaren wieder reziproke Polaren sind, von F. Klein ; 
A, Cayley, Quart. J. 16 (1877), S. 124; Bosanes, Math. Ann. 23 (1884), S. 416. 

II. Der Begriff der reziproken Polaren beim linearen Komplex (Nullsystem) 
§ 86, 9 tritt bei Moebius (1833) Werke 1, S. 607 auf. 

III. Beide Begriffe I und II ordnen sich dem Begriff von „Linie'' und 
„Gegenlinie" bei der allg. Beziprozität unter nach Moebius (1833) Werke 1, 
S. 493 und entsprechen den beiden involutorischen Reziprozitäten § 78, 14. 

IV. Neben beiden führt von Staudt, G. d. L. (1847), S. 191 den Begriff der 
^Jconjugierten Geraden'' § 68, 31, HI; § 86, 11 ein. 

V. Dort § 68,31, IV; § 68, 21 erhält man als Ort der Geraden, die zu sich 
selbst konjugiert sind, den Tangentenkomplex, und als Ort der Geraden, die 
ihre eignen reziproken Polaren sind, die Begelscharen; hier § 86, 10; 11 beide- 
mal den Komplex selbst. 

167. Konjugierte Tangenten. Begriff und Eigenschaften der konjugierten 
Tangenten § 68, 17—20 nach Dupin, D^vel. (1813), S. 44ff.; v. Staudt, Halbm. 
8. 38. 

168. HauptachBengleiohungen in Linienkoordinaten. I. Die Glei- 
chungen § 70, (23); (41) nach Plücker, N. Geom. S. 266; Clebsch- Lindemann, 
Baum, S. 143. 

II. Auf die Darstellung § 71, (16); (19) der Kegel und Kegelschnitte in 
Linienkoord. weist Plücker, a. a. 0. S. 269 hin; vgl. Clebsch-IAndemann, a. a. 0. 
S. 160. Die erste Darstellung der Baumkurven in diesem Sinne bei Cayley, 
Quart. J. 3 (1860), S. 226. 

169. Beziprokalkegel und orthogonales Folarbündel. I. Beziproke 
sphärische Dreiecke bei Vieta (1693) u. Snellius (1627) nach Cantor 2, S. 605; 707. 
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Die zusammen gehörigen Gleichungen reziproker Kegel § 71, (1) und (22) gibt 
Steiner (1827) Werke 1, S. 117; ihre ausföbrliche Theorie Chasles, Cönee (1830), 
S. 8 ; die Beziehung der Fokallinien und EreiBschnitte § 71, 9 Chasles, ebd. 8. 12. 
n. Der allgemeinere Begriff ist das orthogonale Polarbündel § 84, 6, bei dem 
jedem Strahl des Bündels die zu ibm senkrechte Ebene entspricht, v. Staudt, G. 
d. L. (1847), S. 210; Halbm. S. 86; Heye, G. d. L. 2, S. 97. 

170. Farallelepipedon, duroh drei Erseugende bestimmt. I. Das 
Parallelepipedon beim Hyperboloid § 74, 5 und sein konstantes Volumen § 92, 
(24) bei HachetU, J. f. Math. 1 (1826), S. 846; Magnus, Aufg. 2 (1887), S. 277; 
vgl. H. Vogt, J. f. Math. 86 (1879), S. 297; G, Bauer, Mönch. Ber. 1880, S. 687; 
H. Schröter, Münch. Ber. 1881, S. 288; A. Schumann, Zeitschr. Math. Phjs. 26 
(1881), S. 136. Das rechtwinkl Parallelep. § 92, 6, dessen Ecken auf der Monge- 
sehen Kugel liegen, bei Schröter, Obeifl. 8. 199 £. 

n. Das Parallelepip. beim Paraboloid § 74, 9 und § 92, (29) nach Magnus^ 
Aufg. 2 8. 279; ygL Moebius, Werke 1, S. 215. 

171. Gerade an drei Geraden gleitend. I. Die Erzeugung des Hyper- 
boloides § 74, 6; 7 zuerst bei Monge, Gäom. descript. (1799), S. 130; Monge- 
HachetU, J. ec. polyt. cah. 11 (1802), S. 160; Hachette, J. f. Math. 1 (1826), S. 840; 
Binet, J. äc. polyt. cah. 16 (1813), 8.321; Moebius (1827), Werke 1, 8. 140. Das 
Koordinatensystem § 74, 7 und die mittlere GL § 74, (22) bei Steiner (1827), 
Werke 1, 8. 160; Magnus, Aufg. 2 (1837), 8. 277. Ein allgemeines Koordinaten- 
system benutzt Hesse, Baum 8. 113. Die Gl. § 74, (22) ist ein Spezialfall einer 
allgemeineren Form § 147^ 12. 

n. Die Erzeugung des Parabohides § 74, 11 von Frisier (1738) nach 
Cantor 8, 8. 793; Braikenridge (1769) nach Cantor 4, 8. 566; 1079. Das Koor* 
dinatensystem § 74, 10; 11 nach Magnus a. a. 0. 8. 279. 

in. Die Bestimmung des Ortes einer Geraden, die an drei Ger. gleitet, 
fällt unter die allgemeinere Aufgabe, den Ort der gemeinsamen Strahlen von 
drei linearen Komplexen zu bestimmen § 147, 10. Die natürliche Ableitung der 
Gleichung § 147, (30); (28) aus § 147, (23) ist zuerst von Plücker (1866), Abhandl. 
8. 466, 606; N. Geom. (1868), 8. 121 ff. gegeben, andere Ableitungen geben Gordan, 
Zeitschr. Math. Phys. (1) 13 (1868), 8. 69; Cayley, Math. Ann. 4 (1871), 8. 668; 
Pasch, J. f. Math. 76(1873), 8. 181 ff.; DoeMemann, Arch. Math. Phys. (2) IT 
(1899), 8. 166; Salmon-Fiedkr, Baum 1, 8. 142. 

172. Komplexgleiohung der allg. Fl&ohe 2. O. Die allg. Gl. § 78, (28); 
§ 144, (2) bei Plücker, N. Geom. (1869), 8. 257 ; vgl. Salmon-Fiedler, Baum 1, 
8. 102; Clebseh^ Lindemann, Baum 8. 142. Die Auffassung als geränderte Deter- 
minante § 144, (3) bei Hesse, Baum 8. 179; Baltzer, Geom. 8. 497; debsch-Linde- 
mann, a. a. 0. 8. 143. 

173. Lineare Komplexe der Eraeugenden. I. Yon den drei Un, Kom- 
plexen § 82, (22) geht Plücker, N. Geom. 8. 129, Formel (46) zu dem Hyperboloid 
§ 82, (19) über (seiner Bez. — c, q, tj, r, s, 1; äj^, Ä:,, k^ entspricht hier p,,, ^,j» 

JPm Pi4i PiAt Ps*» ~ "" » ^r 1 — )i die Bemerkung über den Sinn der Win- 
dung § 82, 9 bei Plücker, ebd. 8. 180. Der Sinn einer Begelschar bei v. Staudt, 
Beitr. 8. 89 ff. Das Verfahren § 82, 6 nach Clebsch- Lindemann, Baum 8. 144. 

IL Es findet seine umfassendere Bedeutung in der Aufstellung der sechs lin. 
Komplexe § 147, (17) oder (18) nach Gordan, Zeitschr. Math. Phys. (1) 18 (1868)^ 
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S. 69 und der Theorie der Determinante $ 147, (4) nach Voss, Math. Ann. 10 
(1876), S. 143; 13 (1878), S. 320; vgl. BaUeer, Det. S. 184; Staude, Arch. Math. 
Phya. (8) 9 (1903), S. 280. 

IIL Es vollendet sich schließlich in der Aufstellung (Hier linearen Komplexe, 
denen eine Regelschar angehört § 159, 7 nach Flacker, Neue Geom. (1868), S. 113; 
P. Gordan, Zeitschr. Math. Phys. (1) 13 (1868), S. 69. 

IV. Der Begriff der Involution zweier linearen Komplexe § 169, 8 von 
F. Klein, Math. Ann. 2 (1870), S. 201. 

174. Allgemeine Glelohung und Folarsystem des linearen Kom- 
plexes (Nnllsystem). Die allgem. Gleichung des linearen Komplexes in der 
aufgelösten Form § 86, (17) bei Moebius (1883), Werke 1, S. 494, in Linien- 
koordinaten § 86, (1); (2) bei Flücker, Abhandl. (1866), S. 464; 478 und Neue 
Geom. S. 26 f. 

Das Folarsystem des lin. Kompl. § 86, 6; 8 — 11, welches Flacker, N. G. 
S. 28 f. behandelt, erscheint bei Moebius, Werke 1 S. 494 als involutorischer 
Sonderfall der allg. Korrelation des Baumes § 78, 14, in gleichem Sinne auch 
bei V, Staudt, Geom. d. L. (1847), S. 191, wo es als ^uUsystem'' bezeichnet wird. 
Moebius hat for Pol, Polarebene, reziproke Polaren die Ausdrücke „Gtegenponkt^ 
Gegenebene, Gegenlinie*S Die Komplexlinien erscheinen bei ihm auf Grund des 
Satzes § 86, 10 als „Doppellinien'S Werke 1 (1833), S. 608; vgl. 3 (1837), S. 118. 
Die Sätze § 86, 12, I; II finden sich bei ihm, Werke 1, S. 609, XX und XIX. 
Er folgert aus ihnen noch unter XXI, daß zwei Paare reziproker Polaren hyper- 
boloidisch liegen. 

176. Mittelpunkt^ Dnrohmesser^ Hauptachse und Hauptebene des 
Komplexes. Der Mittelpunkt § 87, 1 als Pol der unendl. fernen Ebene und ein 
Durchmesser % 87, 2 als eine durch diesen Pol gehende Gerade, wie beim Para- 
boloid § 78, 1. 

Die Hauptachsenrichtung und Hauptachse § 87, 1; 4 führt Moebius (1833), 
Werke 1, S. 501; 606 ein („Hauptlinie'O; Durchmesser § 87, 2 und Hauptebenen 
(„HaupUchnitte*') § 87, 4 bei Flacker, N. Geom. (1868), S. 32; 83; Satz § 87, 3 
inhaltlich schon bei Moebius, Werke S. 607, XIY. 

176. Projektion reziproker Polaren beim Komplex. Der Satz § 87, 9 
vermittelt in der graphischen Statik die Beziehung zwischen Fachwerk und Kräfte- 
plan nach L. Cremona, Le figure reciproche nella statica grafica, Milano, 1872; 
F. Schur, Math. Ann. 48 (1896), S. 191; Zeitschr. Math. Phys. 40 (1896), S. 48 und 
A, Föppl, Vorles. techn. Mechanik 2 (2. Aufl. 1903), S. 163 f. 

177. Fokalachsen der Fl&ohen 2. O. Wie die Brennpunkte der Kegel- 
schnitte solche Funkte sind, an denen die zugehörige Involution harmonischer 
Folaren eine rechtwinklige ist (Anm. 2, II), so sind die Fökalachsen der Flächen 
2. 0. solche Gerade, an denen die zugehörige Involution harmonischer Folar- 
ebenen eine rechtwinklige ist. Die letztere Eigenschaft erkannte für die Brenn- 
linien des Kegels § 119, 11 Chasles, Cönes (1830), S. 11; vgl. v. Staudt, Geom. d. 
L. (1847), S. 212; Schröter, Oberfl. S. 62; für die Tangenten der Fokalkegel- 
schnitte der Flächen 2. 0. § 122, 10 Flacker, System (1846), S. 833; für die Er- 
zeugenden aller konfokalen Flächen § 122, 10 vorbereitet bei Jacobi, J. f. Math. 
12 (1834), S. 137 = Werke 7, S. 7; über die allg. Theorie vgl. Beye, G. d. L. 2, 
S. 230. 
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Das Auftreten der Fokalachsen bei der Erzeugung des orthog. Hyperboloids 
§ 100, 11 bemerkt H. Schröter, Berl. Monatsber. 1877, S. 594; J. f. Math. 85 
(1878), S. 67. 

Die Fokalachsen entsprechen den Brennpunkten im Sinne von § IS, 8, 11; 
den Komplex der Geraden, durch die, entsprechend § 18, 8, I, zwei senkrechte 
Tangentialebenen an die Fläche 2. 0. gehen, betrachtet Pammn, Bull scienc. 
math. 2 (1871), S. 371. 

178. Tangentialebene als sohneidende Ebene. Dafi die Tangential- 
ebene die Fläche 2. 0. in einem Geradenpaar schneidet, § 106, 6, bemerkt 
Bupin, Dövel. (1813), S. 51; Cauchy, Appl. (1826), S. 209 f.; Steiner (1832) Werke 1, 
S. 871. Überhaupt hat die Schnittkurve einer Fläche mit einer Ebene einen 
Doppelpunkt im Berührungspunkt nach Plücker, Abh. S. 118. 

Die Ableitung der Gl. der Fläche in Ebenenkoordinaten aus dieser Eigen- 
schaft § 107, (7) bei Hesse, Baum S. 898. 

179. AU^remeine Darstellung der ebenen Bohnitte. I. Ebene Schnitte 
der Flächen 2. 0. überhaupt betrachtete Fermat nach Cantor 2, S. 818; Kästner 
(1758) und JacqtHer (1735) nach Gantor 4, S. 457 und 601 ; Dandelin nach Dingeldey 
S. 18. 

n. Die Methode der Einführung eines ebenen Eoord.878tem8 in der 
schneidenden Ebene § 108, 1; 2 bei EiUer, Introd. 2, App. art. 49; 50; dann in 
verbesserter Form bei Cauchy, Appl. 1, S. 263; Hesse, Raum S. 888 ff., Henrici, 
J. f. Math. 64 (1865), S. 187. 

180. Parallele Bohnitte der Fl&ohen 2. O. I. Die Ähnlichkeit und ähn- 
liche Lage paraüeler Schnitte § 110, 6; § 112, 10; § 118, 8 wird in unvollkommener 
Weise bei Euler, Introd. 2, App. art. 30 angedeutet und von Monge- Hachette^ 
J. ^c. polyt. cah. 11 (1802), S. 155 bewiesen, auch bei Klügel 3 (1808) S. 306; 
Magnus, Aufg. 2 (1837), S. 224; s. Baltzer, Geom. S. 490. Dabei gilt nach B, 
Muller, Arch. Math. Phys. (3) 2 (1902), S. 842 der weitere Begriff der Ähnlich- 
keit § 14, 10. Auch bei den Parabeln § 118, 8 genügt zur ähnl. Lage die gleiche 
Hichtung der Hauptachsen, während der Sinn der Hauptachse (beim Durchgang 
der Parabel durch ein Parallellinienpaar § 74, 2 oder eine Doppellinie) um- 
schlagen kann. 

U. Der Ort der Mittelpunkte ebener Schnitte § 111, 4 für Rotationsflächen 

bei Waring (1762) nach Cantor 4, S. 522; allg. Baltzer, Geom. S. 515; s. Anm. 50. 

UI. Die Bemerkung § 113,8, daß die in s quadratische Gleichung (§ 107, (8)): 

-^« = (^,,tt»+...+ 2A,,ut^) + 2(A,,t*+... + J,,t(;)s + .4,,«« = 

die Diskriminante: 

(Ai <** H 1- 2^i,Mi;) A44 — {A^^u H h ^4 w?)* 

= A^^i**-] h^AgßüM?-! = u4(a„u*-| h 2a,8»u7 + "■) (lAnm. 1,111(11)) 

= -J.u4ü(§lll,(19)) 

hat, die nach § 118, (1) verschwindet, dürfte neu sein. Sie bedeutet bei den 
eigentl. Flächen {A 4» 0) oder Kegeln {A => O), daß unter einem System paralleler 
parabolischer Schnitte nur einer vorkommen kann, wo die Parabel in ein Paral- 
lellinienpaar oder eine Doppellinie zerfällt. 

181. Hauptkrünunungsmittelpnnkte. I. Der § 110, 8 benutzte Satz 
lautet: Bestimmt man in einem Punkte P = a;, y, z der Fläche f{Xy y, z) =0 
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die positive Normale durch die Bichtungskosinus : 
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Cauchy, Applic. (1826), S. 844; BalUer, Determ. S. 156. Mit ^f=*g geht hieraus 
die Gleichung § 110, (22) hervor. 

n. Die Unterscheidung positiv und negativ gekr. Flächen zuerst bei Meusnier 
Par. m^m. präs. 10 (1776), S. 491 ff. nach Baltzer, Geom. S. 467. Das konstante 
Yorzeichen der Krümmung bei den Fl. 2. 0. § 116, 1 nach Dupin^ Devel. (1813), 
8. 195; 206, während bei Fl. höherer Ordnung Gebiete von pos. u. neg. Er. durch 
die DemarcationsUnie getrennt sind, Dupin, a, a. 0. S. 195. 

in. Den Zusammenhang zwischen Hauptkrümmungsradien und Hauptachsen 
eines ebenen Schnittes § 110, 8 begründet Dupin^ D^veL, S. 29; 206, indem er 
mittels einer affinen Transformation den gerade betrachteten Punkte der Fläche 
zu einem Scheitelpunkt macht. 

IV. Die Darstellung durch ellipt. Koord. und die Polarbeziehung § 121, 11 
von G. Sdlmon nach Salmon-Fiedler, Raum 1, S. 812; B. Townsend, Camb. Dubl. 
J. 6 (1860), S. 177. 

182. KlasBifikatioii der ebenen Sohnittkurven der Fläohe 2. O. I. 
Ansätze zu einer vollst. Elassif. der ebenen Schnitte bei Caucky, Appl. S. 263 ff.; 
Hesse, Raum S. 388 ff. Die hier gegebene Darstellung erreicht auf elementarem 
Wege die Herstellung aüer kanonischen Gleichungen § 114, (8), deren Vergleich 
mit § 26, (2) zugleich die kurze Bezeichnung der geränderten Determinanten 
durch den obem Index u rechtfertigen dürfte, sowie der Tabelle § 114,(20) aller 
möglichen Schnittkurven bei Annahme gem. rechtw. Koordinaten. 

II. In Tetraederkoordinaten § 163,11 wird die Klassifikation der ebenen Schnitte 
lunfassend behandelt von Chundelfinger in Hesse, Raum S. 467. Die Tabelle 
§ 168, (22) vertritt zwei Tabellen, insofern ihre Kolonnen- und Zeilenüberschriften 
nach § 155, (41) und § 156, (38) in den Summen der Hauptunterdeterminanten 
dargestellt werden können (s. Anm. 76, YU). 

ni. Der Aufbau der Tabelle § 114, (20) stützt sich auf die allgemeinen 
Tabellen § 156, (38) und § 167, (25). 

188. Besondere ebene Schnitte. I. Als Schnitte verschiedener Rotations- 
kegel, senkrecht zu einer Kante geführt, wurden die drei „Kegelschnitte^ (s. Anm. 
1) von Archimedes erhalten nach Tropf ke 2^ S. 482, als Schnitte eines und des- 
selben elliptischen Kegels § 116, 9 bei Apolhnius nach Tropf ke, Gesch. 2, S. 437. 
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n. Daß die Schnitte des hyp, Parab. § 115, 8 niemals geschlossene Enrveii 
2. 0. sein können, heht hervor, HcuiheUe, Corr. polyt. 1 (1808), 8. 433. 

in. Die Beziehung der parabolischen Schnitte § 74, 2 nnd § 115, 4; 6 zum 
Asymptotenkegel bei Steiner, Werke 1, S. 445 Anm.; Magnus, Aufg. 2 (1837), 
S. 247. Das Vorkommen von FaraUellinienpaaren bei Cauehy, Appl. (1826), S. 271; 
Steitier, Werke 1, S. 161; 371; v. Staudt, G. d. L. S. 214. 

184. Gleichseitig hyperbolische Schnitte. Die ebene Schnittkurve 

§ 110, (11) der Fläche 2. 0. hat ein gegebenes AchsenverhäUnis — : ~ = m : — n,. 

wenn die Wnrzehi >t|,X, der quadratischen Gleichung § 109, (11) die (rational 
gemachte) Bedingung erfüllen: 

(mXi+nX,)(mi, + nX,) = oder (m — n)*ZiZ, + inn(Xi +i,)« = 

oHer nach § 109, (25): 

(fn _ w)«(tt» + 1?* + ir*)^ii — mn(A\ty = . 

Diese stellt, in Verbindung mit « = 0, einen Kegel 4. Klasse dar, den LeUkegel 
der Schnitte vom AchsenverhäUnis m : — n, auf den Steiner, Syst. Entw. (1882),. 
Werke 1, S. 445, Aufgabe 31, hinweist. Für m = n zerfällt er in den doppelt 
zählenden Kegel 2. Kl. § 116, (11) den Leitkegel der gleichseitig hyperbolischere 
Schnitte {Steiner, a. a. 0. Aufgabe 30). Für m ^ — n zerfällt er in vier Strahlen 
(vier Ebenenbüschel) ^ « (§ 109, (16)). Von den Ebenen dieser vier Büschel 
kommen aber nur [die 6 Verbindungsebenen der vier Strahlen als Kreisschtutte 
in Betracht aus dem Anm. 150, VI dargelegten Grunde. Für m =» oder n =» 
kommt er auf den Asymptotenkegel § 111, (19), den Leitkegel der parabolischen 
Schnitte (Steiner a. a. 0. S. 445, Anm.) zurück. 

Über die gleichseitig hyperbol. SchniUe s. 0. Schlömüch, Zeitschr. Math. 
Phys. 6 (1861), S. 418; Beyer, Diss. Breslau 1868; H. Schröter, Oberfl. (1880), S. 75; 
195; 218; 0. Bupp, Wien, Ak. Ber., math. naturw. Kl. 86,2 (1882), S. 909 «F.; 
Giüet, Mathösis (2) 2 (1892), S. 153; 180; 228; M. Krewer, Arch. Math. Phys. (2), 
12 (1894), S. 208; G. D. E. Weyer, ebd. 14 (1896), S. 139; B. Hoppe, ebd. 14, 
8. 486; W. Bulf, Monatsh. f. Math. 7 (1896), 8. 93; K. Schober, ebd. S. 111; ge- 
nauere Angaben bei TT. Bath, Diss. Rostock 1904 ; vgl. auch Steiner (1826), 
Werke 1, 8. 13. 

185. Ebener Schnitt senkrecht zu einem Fokalkegelsohnitt« Da6 
ein durch einen Punkt P^ eines Fokalkegelschnittes senkrecht zu diesem gelegter 
Schnitt in P^ einen Brennpunkt hat, bemerkt für den Kegel § 119, 11, IT Chasles, 
Recherches (1829), S. 9; Cönes (1880), S. 13; Flacker, System (1846), S. 299; für 
die eigenth Flächen § 127, 10; § 128, 8 Chasles, Apercu (1837), Note XXXI, art. 
(28); die Schlußweise § 127, 10 bei Tlücker, System (1846), S. 290; 295; die allg. 
Auffassung § 127, 12 bei SalmonFiedler, Raum 8. 263. 

186. Gemeinsame Tangenten zweier konfokaler Flächen und Fokal* 
strahlen. Die Bestimmung der gemeinsamen Tangenten zweier konf. Fl. § 122, 
(8) gibt LioumUe, J. de math. (1) 11 (1846), S. 112; 12 (1847), 8. 423; vgL 
Gundelfinger in Hesse, Raum, S. 496. 

Die gemeinsamen Transversalen der Fokalkegel schnitte heißen bei MacCullagh 
(1843), Works 8. 303, bifocal right lines, 

Ihre Konstruktion § 134, 1; § 137, 1 für § 132, Fig. 203; § 136, Fig. 211 
bei Staude, Fokaleigenschaften (1896), 8. 183. 
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187. Senkreoliter Sohnitt der solieinbaren Umrisse. Der Satz § 122, 
6, II für zwei beliebige Flächen r^ und r, bei ChasUs, Aper9a (1887), Note XXXI, 
art. (83); fOr eine Fläche t^ und einen Fokalkegelschnitt t^tssß^y bei Chasles, 
•ebd. art. (18); für die beiden Fokalkegelschnitte § 122, 6, III bei Chasles, Nouv. 
Mem. Acad. Brux. 5 (1829), nach Apercu, a. a. 0. art. (14). 

188. Fokaleigensohaften der konjugierten Fokalkegelsohnitte. Der 
Ausdruck „focales conjuguM' § 131,1; §186,1 bei Chasles, Aper9u (1837), Note 
XXXI, art. (7) Anna. Die Fokaleigensehaften der Fokalkegelschnitte § 181, 6—7 ; § 186, 
4 gibt Ch. Dupin, DÄvel. (1818), S. 280; Corr. polyt. 1 (1807), S. 218; 2 (1818), 
S. 424; vgl. Dandelin, Brux. Nouv. mto. acad. 2 (1822), S. 171; 8 (1826), S. 1; 
Ostwalds Eassiker, Nr. 117, S. 206; Jacohi (1884), Werke 7, S. 8; Chasles, Par. 
0. R. 16 (1843), S. 1108; Plücker, System (1846), S. 264; Hesse, Raum, S. 368; 
Baitzer, Geom. S. 628; Steiner-Geiser, Kegelschn. (1876) S. 176; Sehröter. Oberfl. 
3. 603; 606. 

189. Gleioliungen 8. und 4. Grades. L Sind x^^te^^x^ die Wurzeln der 
kubischen Gleichung: 

a?" + pa5* + gas + ** = Ö > 
80 genügen die drei Werte: 

Vx^^ + ^^t^ yi = «8 + «i. y8=«i+«, 

der unsymmetrischen Funktion 2/i '^ ^ 4~ ^ ^^^ Wurzeln ihrerseits der Gleichung 
<§ 137, (12)) : 

y • + 2 p y • + (p • + 3) y + (P « — r) « 5 

nach dem allg. Satz über unsymmetr. Funktionen der Wurzeln von Lagrange 
(1771), J. Ä, Serret, Höh. Algebra, deutsch von 6r. Wertheim 1 (2. Aufl. 1878), S. 828; 
Encyklopädie der math. W. I, 1, S. 468, art 16 {K, Th. Vahlen); die Gleichung 
§ 137, (12) selbst von Binet, J. ^c. polyt. cah. 16 (1818), S. 62. 

n. Die Bestimmung der Wurzeln x^y x^, x^^ x^ der biquadrat. Gleichung: 

X* +px^ + qx* -^-rx-^- s^=0 

fuhrt auf die kubische Besolvente (§ 184, 6): 

y' + Py* + Cy' + Ä = o, 

deren Eoef&zienten : 

P= — 8i?* + 8g , Ö = 8j)* — 16p»g + 16pr + 163* — 64« , 

B (p'-^pq + Sry, 

und deren Wurzeln die sechs Werte 

y^ = x^-\-x^ — a?j — ^4 1 y t ^^^ •^iv'^i — •'^ — "^i^ Vt^^ ^1 ~r •''i •'^ *^4 1 

y^=a x^ ^sr^i I ^41 y«^^ — ^8 — ^i"r^"r^4i Ve^^ ^1 ^r*8"r^4 
der unsymmetr. Funktion y^ sind; Methode von La^ran^e, Serret -Wertheim a.a.O. 
2 (1879), S. 896; EncyMopödie I, 1, S. 602 (0. Holder), 

190. Die biquadraÜBohe Qleioliung der gebrochenen FokaldiBtanzen. 
Das Verfahren § 134, 2; 9, erst die Längen der gebr. Fokaldistanzen aus einer 
Gl. 4 Grades § 184, (14) und dann die Koordinaten x^^ y^ der Knickpunkte aus 
den linearen Gl. § 134, (12) zu bestimmen, entspricht dem Verfahren des Haupt- 
achsenproblems, wo ebenfalls erst die Hauptachsenkoeff, aus der kub. Gl. § 88, 
(17) und dann die Bü^tungskosinus der Hauptachsen aus § 88, (16) bestimmt 
werden. Die Resolvente § 134, (18) der Gl. § 184, (14) ist die Definitions- 
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gleichung der ellipt. Koordinaten § 120, (10), wie auch in der Daretellnng § 184^ 
(28') zum Ausdruck kommt. Das entsprechende gilt fOr das Verfahren § 137, 2; 4. 

191. Umbesohriebene Vierseite. I. Die erste der beiden Möglichkeiten 
des Satzes § 146, 2 findet C. J. Brianchan, M6m. lign. du 2 ordre (1817), S. 14; 
Poneelet, Trait^ (1822), Art. 153 ; beide Möglichkeiten erkennt Th. WeddU, Cambr. 
Dubl. J. 8 (1853), S. 106; Tgl. G. Brtmo, Torin. Atti 17 (1882), S. 85; Ä. Mannr 
heim, Soc. Math. Fr. Bull. 25 (1897), S. 78. Die allgemeinere Aufgabe, wann 
n Punkte einer Fl. 2. 0. Berührungspunkte eines geschl. Tangentenpolygons sein 
können, bei A. Voss, Math. Ann. 25 (1885), S. 39; 26 (1886), S. 231; ZeuÜien, 
ebd. S. 247. 

n. Den Ort der Tangenten, welche zwei feste Tangenten schneiden § 145, 
4 behandelt J. Catdinaal, Nieuw Arch. 10 (1883), S. 181. 

192. Quadratische Komplexe der Brseugenden. Während es keinen 
linearen Komplex gibt, dem gleichzeitig beide Scharen der Erzeagenden an- 
gehören § 159, 7, I, gibt es neben den speziellen quadrat. Komplexen § 146, (3) 
im allg. einen quadrat, Komplex, der beide Scharen enthält, nach F. Schur, 
Math. Ann. 21 (1883), S. 516; s. W. Düker, Dissert. Rostock 1910. 

193. Determinante nten Grades. I. Die InversionsaaU a einer 
Permutation a^a^a^,.. a^ der n Zahlen 12 ... n ist die Summe der 
Anzahlen kleinerer^ die auf jede der Zahlen o^^ o^; . . ., a^ folgen; 
z. B. ««15342, a-0 + 3 + 1+1 + = 5; a- 14523, a = 4. Die 
Permutation heißt gerade oder ungerade, je nachdem ihre Iny.zahl ger. 
od. unger. ist. Baltzer, Det. (1875), S. 1. 

II. Definition der Determinante nten Grades: 

(1) A = \a 



Im 



«11 


«1» 


. . . a^^ 


«»1 


«J» 

• • • 


, . . Oj^ 


«.1 


«n» 


. . . a^^ 



- >:(- 1) 



^ 



"■'««.A««./*. •••«.«/*.. 



n 



WO sich die Summe entweder, bei fester Permutation a^aicc^..,a 
(in der Regel a= 12 . . . n), über alle n! Permutationen ß'^ ßißf-ß, 
oder, bei fester Permutation ß (in der Regel j8 — 12...n), über alle 
n! Permutationen a erstreckt, und a und h die Invers.zahlen yon a 
und ß sind. Beispiele n - 2, 3, 4, s. I Anm. 1, I, (1); H, (1); IH, (1); 
Baltzer, Det., S. 5. 

III. Adjungierte Vnterdeterminanten. Sind a^a^ . . . «*«*+! . . . «« ^^^ 
ßißi' " ßkßk-^i '"ßn ^^®i Permutationen mit den Invers.zahlen a und 6, 
so sind: 



(ß)p 



aß- 



Ä o a„ ^ ... 






a 



^xßk 



a 



a 



''*'**i, fts-C-i)"*' 



"A + l/^A + l 



a 



"k+lfin 



a 



»k{ik 



a 



<'nfik 



+ 1 



a 



«»A 
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zwei adjungierte Unterdeierminanten kten (k^l, 2, ..., oder n — 1) 
nnd n — k ten Grades. Den Li = ' — ^tJ Kombinationen 

a '^ a^a^ . , . Uf. und Lj Kombinationen ß ^ ßiß^ - * • ßj, entsprechen 

U j Unterdet. p^^ nnd zu jeder solchen gehört eine bestimmte g--; 

z. B för n - 4 mit a « 314, 5-2; /J - 124, ^ « 3 oder a - 23, 
ä =- 14; /3 = 24, /J . 



31: 



«81 «8« «84 








«11 «12 «14 


und 0,3 oder 


«12 «24 
«82 «84 


und 


«41 «4Ä «44 









«18 «11 
«48 «41 



Der Faktor (— 1)"+^ wird immer + 1, wenn man die Kombination 

«, ä und ßy ß so wählt, daß die Permutationen a^a^.., a^a^^.! ••• «» 

und ßißi'-'ßkßk^i'^'ßn beide gerade sind, wie I Anm. 1, III, (3); (10). 

rV. Entwicklung nach ünterdetef'minanten. Die Determinante (l)ist: 

(3) ^==2-^«/*^^?' 

wo sich die Summe entweder, bei fest bleibender Kombination a, 

über alle (, j Kombinationen ß oder, bei fest bleibender Kombination ß, 

über aUe u j Kombinationen a erstreckt, und der Paktor q-^ in jedem 

Gliede die adjungierte Unterdet. von ^„^ ist. Ist im ersten Falle ä 
nicht genau die ,^amplementäre Kombination^' zu a, die a zu einer 
vollen Permutation ergänzt, so ist die Summe in (3) nicht J., sondern 
0; und entsprechend im zweiten Falle; BaUzer, Det. S. 30, Beispiele 
s. I Anm. 1, n, (6); III, (17); (19) und im vorl. Text § 43, (17); 
§ 107, (8); (12); femer für § 140, (12) ausgeführt: 



j^uW 



«11 


«1» 


»1» 


«14 




«« 


«« 


««s 


«4« 


' ^2 Wg 

• 1 


«1 


M» 


«8 


u^ 


! «» «i 


«'l 


«; 


«i 


K 





+ 



und die ersten Faktoren der 6 Glieder nach I Anm. 1, III, (19) ent- 
wickelt (§ 140, (16)): 



Auu' 




] ''iiiM 



und entsprechend § 140, (33); (36)-, (42); § 142, (40). 

y. Determinanten atts Unterdeterminanten. Bedeutet Ä^^ die (ad- 
jungierte) Unterdeterminante des Elementes a,^, so ist in der Bc- 
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Zeichnung von (2): 



<4) 






A A 



Olßk 



Okfik 



= (-l)« + M*-l 



a 



ok+lßk+l 



• • 






a 



«ni**+l 



a 



"nfifi 



und insbesondere für % » 9» im Sinne von (1): 

JÄittircr, Det. 58; Beispiele s. I Anm. 1, H, (4); (5); IH, (7)— (9); im 
vorlieg. Text § 107, (19); § 142, (20); § 148, (4). 

VI. Die MtdHplikaHonsffieoreme I Anm. 1, Y gelten entsprechend 
für die Det. nten Grades, § 140, 3; 5; 10; § 147, 3; 6. 

VII. Differentialquotienten. In (2) ist q--r auch als partieller DiflE.- 
•quot. darstellbar: 

«iPx «»«P« ^kpk 

s. § 147, 6; nach BaUzer, Det S. 26. 

194. Erseugning durch reziproke Bündel. Die Erz. der Fläche 2. 0. 
dnrchrezipr. Bündel § 168, 11 gibt F. SeydewiU, Arch. Math. Phys. 9 (1847), 8. 198; 
vgl. V. Staudt, Beitr. (1866), 8. 29; H. SchröUrZJ- f. Math. 62 (1868), S. 216; 
Oberfl. 8. 462; Beye, G. d. L. 2, 8. 87; vgl. G. v. Escherich, Wien. Ber. 86 (1882), 
8. 898. Die analyt. Darst. bei W. Fiedler, Darstell. Oeoin. 3 (1888), 8. 683; 
Sahnon-Fiedler, Baum 8. 190. Durch ,ygleiehwin1digt^^ rezipr. Bündel, entsprechend 
§ 38, 7, werden nach Schoenfiies, J. f. Math. 99 (1886), 8. 196, gewisse Rotations* 
£ächen 2. 0. erzeugt. 



Sachverzeichnis. 



Die Zahlen ohne Klammem, 8 8f 2, bedeaton Artikel, die mit Klammern, S 8, (S), Formeln des 

betreffenden Paragraphen. 



-^» -^*i» ^kiy A^ii Ä ^ A , A , . . . als 
Abk^izuDf^en s. ,,Determinaiite*^ 

A**y A^i, a",, A'^, ... B. „Determinante 
geränderte"; Motivierung dieser Be- 
zeichnung Anm. 76,VII. 92, V. 182,1. 

^^, = 01, Ai^i^^ Ol Bedeutung des 
Zeichens I § 19, (26). § 49, (17). (21). 

Abstandsprodukt der Brennpunkte der 
Ellipse und Hyperbel Ton der Tan- 
gente § 18, 8; — eines Punktes von 
zwei Ebenen § 126, 4. 

Adise B. Hauptachse. 

Achsenkomplex — des Eüipsoides, Hyper- 
boloides, Paraboloides y Begriff § 8Ö, 
1. 6; Parameterdarst. deikonjug. Achse 
eines Punktes ^ des konjug. Normal- 
Strahles einer Ebene § 85, (4). (ö). (37). 
(38); Gleichung des — § 85, (8). (9). 
(39). (40) ; konjug. Pol und konjug. Nor- 
malebefie einer Achse § 85, (18). (16). 
(43). (44) ; Fußpunkt einer Achse § 85, 5 ; 
Flächennormalen als Achsen § 85, 7; 
besondere Achsen §85,8; sich schnei- 
dende Achsen und Normalen § 85, 9; 
Romplexkegel § 85, 10; Eomplezkurve 
§ 85, 11; Ort der Pole der durch einen 
Punkt gehenden Achsen §85, 12. 20; 
Ort der Pole der in einer Ebene liegen- 
den Achsen § 85, 15 ; — des konfokalen 
Systems § 120, 12. 13. § 128, 11. 

Aehnlichkeit — der Ellipsen, Hyperbeln, 
Parabeln § 14, 10; gemeins. konj. Durch- 
messer ähnl. Ell. u.Hyp. § 14, 11 ; — der 
Ellipsoide, Hyperboloide, Paraboloide 
§ 72, 12. § 78, 6; — besonderer ebener 
Schnitte beim Kegel § 64, 4 ; beim Ellip- 
soid und Hyperboloid § 56, 8. § 72, 9; 
beim Paraboloid § 66, 8. § 78, 4 ; — par- 
alleler Scfmitte der Flächen 2.0. §110, 
C. §112, 10. §118,8; — derPuf}Jctreihen 

Stande, Flächen zweiter Ordnnncr. II. 



auf Tangenten der Parabel § 13, 19. 
§ 88, 6 , auf Erzeugenden des Parabo- 
loids § 65, 9. 

Aequator, Aequatorialebene der Rotations- 
flächen § 58, 4. 2. 

Affinität zwischen Ellipse- und Kreis 
§ 6, 2, zwischen zwei Ellipsen oder 
Hyperbeln oder Parabeln § 86, 2, H. 
4, IL 5, zwischen zwei EUipsoiden 
oder Hyperboloiden oder Paraboloiden 
§ 129, 2, n. 4, H'. 7. 

Allgemeine Gleichung — des Punkte- 
(Strahlen-, Ebenenr-)paares in gemeinen 
Koord. § 7, (1). (31), in homog. gem. 
Koord. § 7, (2). (33), in multipl. Ver- 
bältniskoord. § 7, (80), in Zweiecks- 
koord. § 39, (1); — der Kurve 2. 0. 
oder 2. Kl. in gem. Punkt- od. Linien- 
koord. § 9, (1). (3). § 15, (1), in Drei- 
eckskoord. § 41, (1). (1'); — des Kegels 
2. 0. od. 2. Kl. in Strahlen- od. Ebenen- 
koord. im Bündel § 80, 1; — der 
Flächen 2. 0. od. 2. Kl in gem. Punkt- 
od. Ebenenkoord. § 66, (1). (3). § 75, (1), 
inTetraederkoord. §138, (1). (1'); —des 
linearen Komplexes in gem. Linien- 
koord. § 86, (1). (2), in Tetraederkoord. 
§ 147, (28), I. § 60, (12). 

Asymptoten der Ellipse u. Hyperbel, Be- 
griff §1, 7, als Tangentenpaar § 13, 
(22), Abschnitte der Tangente auf 
den — § 18, (32); — ebenen des hyper- 
bol. Zylinders § 63, (31), des hyperbol. 
Paraboloids § 62, 3; — gleichung der 
Hyperbel in Punktkoord. § 3, (15), in 
Linienkoord. § 13, (31), des hyperbol. 
Paraboloids § 62, 3; —kegel derKotat.- 
Hyperboloide §58, (15). (19), der drei- 
achs. Hyperboloide § 65, 9, al^ Berüh- 
mngskegel § 70, (14), Brennlinien des 

63 
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As.keg. und As. der Fokalhyperbel 
§ 55, 9; — kegelgleichung der Hyper- 
boloide § 74, 8 ; —Parallelogramm der 
Hyperbel § 8, (16). 

-^1 ^kn ßkl^ ^kl^ -^'i -ö'i ^0 1 • • *^^ 

Abkürsungen s. „Determinante". 

Berührungsdreieck der Kurve 2. 0. , Be- 
griff § 52, 1 ; mit unendl. f. Seite § 52, 
3, entsprechende Gleichungsform §52, 
(3). (3'), auch § 38, (6) (6'), entspr. pro- 
jektive Erzeugung § 52, 4 , entspr. ra- 
tionale Parameterdarst. § 52, 5. 

Berührungsdreikant des Asymtotenkegels 
u. entspr. Qleichungsform von Hyper- 
boloid und Kegel § 74, 1. 

Berührungsebene s. Tangentialebene. 

Berührungskegel t Begriff u. Gleichung 
bei der allg. Flache 2.0. § 67, 7, ebene 
Berühr.kurve § 68, 10, aUg, Gleichung 
bei Kugel § 69, 8. § 100, 4, bei Ellip- 
soid, Hyperboloid § 70, 4, bei Para- 
boloid § 70, 11, bei Kegel § 71, 5; 
Hauptachsengleichung des — bei Ellip- 
soid, Hyperboloid §121,(18), beiPara- 
boloid § 124, (18), Brefinlinien des — 
bei Ellipsoid, Hyperb. § 122, 1, bei 
Paraboloid § 125, 1 ; Ort der Scheitel 
solcher — an Ellips., Hyperb., Para- 
boloid, die gleichseitig § 100, (17). (21). 
§ 122, (13). § 125, (7); dual gleichseitig 
§ 100, (18). (22). §122,(16), §125,(10); 
die Kegel des Pappus oder Hachette 
Anm. 66 ; die Botationskegel § 122, 8. 
§ 125, 2 ; die längs einer Kurve he- 
röhrende Kugelkegel §70, 5. 12; die in 
zicei Punkten berührende Kugelkegel 
sind § 127, 11. UI. 

Berührungspunkt — dei' Tangente der Kurve 
5. 0. § 10, 3; als Pol der Tangente 
§11, 17; Koordinaten bei geg. Tan- 
gente § 45, (4). (5) , Gleichung in Linien- 
koord. § 45, (20); — einer Geraden der 
Kurve 2. Kl. § 16, 8, Gleichung § 16, 
(12); — der Tangente der Fläche 2. 0. 
§ 67, 3, Koord. bei geg. Tang. § 144, 
(4), Gl. in Ebenenkoord. § 148, (14); 
— der Tangentiälebetie der Fläche 2. 0. 
. §67, 4, als Pol der Tang.eb. §68, 25, 
Koord. bei geg. Tang.eb. § 143, 2, Gl. 
in Ebenenkoord. § 148, (5); — einer 
Ebene der Fläche 2. KI. § 76, 3, Glei- 
chung § 76, (10). 



Bestimmungsstücke, fünf der Kurve 2. 0. 
oder 2. Kl. § 9, 9. § 15, 6, (fünf des 
Kegels 2. 0. oder 2. Kl. § 80, 1), drei 
des Kreises § 12, 12, neun der Fläche 
2. 0. oder 2. Kl. § 66, 10. § 75, 8, vier 
der Kugel § 69, 14, fünf (Strahlen) des 
linearen Komplexes § 86, (1). 

Büineare Formen f^„ zweier Punkte 
irl.'"^, xp und ihre Identität für zwei 
Koordinaten § 39, (6), auch § 7, (5). § 9, 
(13). § 15, (9), für drei Koord. § 41, (6), 
auch § 9, (7). § 10, (9). § 16, (6). § 06, 
(18), für vier Koord. § 138, (6), auch 
§ 66, (7). § 67, (9). § 76, (6). Übergang 
in f^^ § 39, (7). § 41, (7), auch § 10, 
(8). § 16, (7). § 138, (7), auch § 67, (8). 
§ 76, (ö). 

Brennkreis der Rotationsflächen § 53, 4. 

Brennkurven (Brennkegelschnitte) siehe 
Fokalkegelschnitte. 

Brennlinien der Zylinder § 53, 9. 10, der 
Kegel s. Fokallinien. 

Brennpunkte der Ellipse, Hyperbel, Pa- 
rabel, Einführung § 1, 1. § 2, 1, als 
Scheitel berührenderKreisstrahlenpaare 
§ 18, 8. 16, als Scheitel rechtwinkl. In- 
volutionen harmon. Polaren § 20, 4, I. 
16, 1, als Scheitel doppelt berührender 
Kreisstrahlenpaare § 127, 11, lY, als 
Schnittpunkte der durch die im. Kreis- 
punkte gehenden Tangenten § 20, 23, 
als Punktepaare der Schar der Kon- 
fokalen § 32, 11. § 84, 10, als Doppel- 
punkte der Involution, die von senkr. 
harmon. Polaren auf einer Hauptachse 
best, wird, §20, 6. 18, Gesch. Anm. 2; 
— der Rotationsflächen § 53, 3. 5, als 
Scheitel berührender Kugelkegel § 70, 
5; — der sphärischen KegelsdinitU 
§ 54, 6 ; — der ElUpsoide, Hyperboloide, 
Paräboloide § 55, 6. § 56, 6, auf der 
Fläche liegende § 66, (12). (13). § 66, 
(9). (10). 

Brennpunktseigensdiaft der Ellipse und 
Hyperbel § 1, (9). (10), aus der Brennp.- 
Direktrixeig. abgeleitet § 4, 9, ihre 
Identität § 1, (6); — der sphärischen 
Ellipse § 180, 4. 6 s. Fokaleigensch. 

Brennpunkt-Direktrixeigenschaft der El- 
lipse und Hyperbel § 4, (18). (32). (84), 
der Parabel § 2, (6), ihre Identitäten 
§ 4, (28). § 2, (8); — des Kegels (Brenn- 
strahl D.) § 128, 9, ihre Identität § 128, 
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(31); — der Ellipsoide, Hyperboloide, 
Paraboloide § 127, 7. 8. 9. § 128, 6. 7, 
ihre Identitäten § 127, (20). (28). (26). 
§ 128, (20). (23). 

Brennpunktsgleichung d. Ellipse, Hyperbel 
§4, (10), der Parabel § 2, (9), der Kegel- 
schnitte § 4, (10), in Linienkoord. § 81, 
(28). (31); — der Rotationsflächen § 58, 
(26), in Ebenenkoord. § 106, (81). (34). 
§ 82, (46); — der Flächen 2, 0. § 127, 
(29). 

Brennstrahlen bei der Ellipse, Hyperbel, 
Parabel, Begriff § 18, 4. 18, Winkel 
gegen Tang. n. Normale § 18, 4. 18; 
8. Fokaldistanzen. 

Brennweite der Ellipse u. Hyperbel §1,1. 

Bündel von Flächen 2. 0. , Begriff § 86, 12. 

Büschel von Punktepaaren § 8, (63), von 
Kegelschnitten § 48, 6. 

Definite Form von zwei homog. Koord. 
§40, 4, Bedingung §40, (42); — von 
drei h. K. §49, 2, Bed. §49, (10); — von 
vier h. K. § 162, 6, Bed. § 162, (14). 

Determinante, des Punktepaares, Begriff 
der Det. ^ §7, (11). § 39, (11), Inva- 
rianteneigenschaft § 89, (12), auch § 81 , 
(16), Summe der Hauptelemente A' 
§ 40, (41); — der Kurve 2, 0. od. 2.KI., 
Begriff der Det. A mit l/nferdet. ^^, 
§ 9, 6. § 41, 4; B,B^^ § 16, 3; E.Ef.^ 
§ 41, 4, Invar.eig. § 41, (17), auch § 22, 
(7). § 31, (6). § 106, (19), Zerfall der 
A^i, a^i in Faktoren § 42, (13). (19), 
Hauptunterdet. Af^i^ § 49, 4. 8, Summen 
der Hauptunterdet. A\ Ä' § 19, (8). 
(4); ^'a §21,(18); B\ B\ B,, B^ 
§ 27, (3); —der FUche2.0. od, 2. Kl, 
Begriff der Det. A mit Unterdet Aj^i , 

«*ii f^ki §06,6- §188i4; «li §140, 
bei (16); 5,5^,, P*,§76,8; Bh§102, 
6; J5;, J5?^,,€^^§188,4, Invar.eig. § 188, 
(17), auch § 91, (7). § 106, (4), Zerfall 
der Af.1, aj^i, ai^i in Faktoren § 189, 
(13).(21).(27), Hauptunterdet. ^;t;t § 162, 
6. 11. 13, Summen der Hauptunterdet. 
A\ A'\ A''' § 79, (6). (6). (7); A^^^A^, 
§89,(6); B\B'\B''' §101,(3); Bo 
§101,(6); Bo' §102,(19). 
Determinante, geränderte der Kurve 2. 0. , 
einfach geränderte A"*, Begriff § 48, 
(6), Invarianteneigenschafb § 43, (10), 
Entwickl. nach Linienkoord. § 48, (7), 



Übergang in vollst. Quadrat § 42, (14), 
ünferdeterm. A^i § 48, (18). § 44, (26), 
Zerfall der A^i in Faktoren § 44, (88), 
Hauptunterdet. ^/i §49 bei (20), Überg. 
der AJ^,, in vollst. Quadrat § 45, (16), 
Summen der Hauptunterdet. .id'" § 44, 
(38); zweifach ger.^««', Begriff §48, 
(18), Invar.eig. §48, (16), Entwickl. nach 
Punktkoord. §48, (17), nach Linien- 
koord. §48, (19), Überg. in v. Quadr. 
§44, (36); - der Fläche 2.O., einfach 

' ger. A"", Begriff § 107, (6). § 140, (6), 
Invar.eig. §140, (9), Entw. nach Ebenen- 
koord. § 107, (8). § 140, (7), Überg. in 
v. Quadr. § 139, (14), ünterdet. AJ^i, a/J 
§ 107, (9). (10). (11). (20). § 140, (21). 
(36). § 141, (32). (46), Entwickl. nach 
Ebenenk. § 107, (88). (85), Zerfall der 
A" 1 «Ä üi Faktoren § 141, (38). (48), 
Hauptunterdet. ^i*;t, «jfV § 1^^» ^^ ^«r- 
gang der A^j^, aj^j^, in v. Quadr. § 143, 
(14). (18), Summen der Hauptunterdet. 
^'", ^"«* § 107, (22). (28); ^/f § 109, 
(10); zweifach ger. ^««*', Begriff § 140, 
(12), Invar.eig. § 140, (14), Entw. nach 
Linienk. § 140, (16). (17). (19), nach 
Ebenenk. § 140, (22), Überg. in vollst. 
Quadr. § 189, (22). § 141, (41), Unter- 
det. A^^' § 140, (41), Entwickl. nach 
Linienk. § 142, (88), nach Ebenenk. 
§ 148, (7), Zerfall der A^i"' in Faktoren 
§ 142, (81), Hauptunterdet. A^^^ § 164, 
(9), Überg. der A^J^' in v. Quadr. § 148, 
(9), Summen der Hauptunterdet. -4' ""' 
§ 142, (22); dreifach ger. ^«»"«"\ Be- 
griff § 140, (29), Invar.eig. § 140, (31), 
Entw. nach Punktk. § 140, (83), nach 
Linienk. § 140, (36). (87), nach Ebenenk. 
§ 140, (42), Überg. in v. Quadr. § 189, 
(28). §141,(49). §142,(86). 

Determinantenidentitäten, für den 2.Grady 
unbedingte §28,(26); — fwr den 3,Grad, 
unbedingte § 19, (7). (28), bedingte 
(^33-0) § 23, (20); (Elem. von A^^ 
alte 0) §23, (28); — für den 4. Grad, 
unbedingte §79,(10). §81,(17), (24), be- 
dingte (^44 = 0) §94, (29), (ünterdet. 
von A^^^ alle 0) § 94, (36), (Elem. von 
■^44 alle 0) § 94, (43); — für einfach 
geränderte 4. Grades §44, (40). § 111, 
(29). § 109, (20); — für einfach geränr- 
derte 5. Grades, unbedingte § 107, (26). 
(43), bedingte {AJ^, = 0) § 111, (17). 

63* 
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(85); — für gtceifaeh geränderte 6. Gr. 
unbcd. § 142, <28). 

Determinantensätze Anm. 198; I Anm. 1. 

Diametralebene, der Ellipsoide u, Hyper- 
boloide § 72, 1, konjugierte eines Durch- 
messers §72, 1, einer Hauptachse § 72, 
1, IV, drei konjugierte — w § 72, 7, n, 
Schnitte parallel einer — § 72, 9, Be- 
deutung im Polarbündel des Asympt.- 
kegela § 84, 3 ; — - der Paraboloide § 78, 

1, konjugierte einer Richtung § 73, 1. 
Direktrix f der Parabel § 2, 1, der Ellipse 

u. Hyperbel §4, 6, ihre Konstruktion 
§4, 7, als Polare des Brennp. §20, 15, 3, 
als Berührungssehne § 127, 11, IV; Po- 
lare eines Punktes der — § 20, 9 ; 
— eines ebenen Schnittes § 127, 12; die 
einem Brennpunkt entsprechende — 
der Fläche 2, 0. § 127, 6. § 128, 5, als 
reziproke Polare der Tangente des 

« Brennp. § 127, 5. § 128, 5, als Berilh- 
rungssehne § 127, 11, III. 

Direktrixebene, des jRotat.paraboloids%b3^ 
(23); des parabol Zylinders §68, (33); 
des Kegels § 128, 9, als Polarebene der 
Brennlinie § 128, 9 ; einem Brennp. ent- 
sprechende — n der EUipsoide^ Hyper- 
boloide, Paraboloide §127, 11, imagi- 
näre und reell« § 127, 11, 1, parallel 
den Kreisschnitteb. § 127, 11 ,11; Haupt- 
— n des ellipt. Paraboloids, Gleichungen 
§ 187, (30), als Polarebenen der Haupt- 
brennp. § 137, 11. 

Distanzsummen und -differenzen (ge- 
brochene Entfernungen), Dist. summen 
über die Fokalellipse § 132, 4, ihre 
extremenWerte § 182, 10, unbestimmter 
Knickpunkt §181, 8. §182, 3; D.diff. 
über d. F.ellipse § 133, 1—2; D. s. u. 
D.d. über Fokalhyperbel §183, 8—7; 
Beziehungen der 16 extremen Werte 
§ 133, (20); — über die eine Fokal- 
parabel §186,4.5; Beziehungen der 
6 extremen Werte § 136, (80). 

Doppelebene, als Fläche 2. 0. § 81, 6. § 139, 
9. §99, (2), IV. Kolonne, ihre Koord. 

• § 81, (21). § 189, (24), Koord.produkte 
§ 189, (27); — der Fläche 2. Kl, Bei- 
spiel § 84, 1, Begriff § 76, 6. § 77, 6. 

' § 189, 8; Anzahl § 78, 1; —als Kegel 

' ^. 0. § 80, (16). §42,9,1.; — des Kegels 

2. Kl. § 80, (15'). § 42, 9, r. 

Doppel gerade (Doppellinie, Doppelstrahl), 



als Kurve 2. 0. § 19, 7. § 42, 7. § 26 
(2), IIL Kolonne, ihre Koord. § 19, (20) 
§ 42, (16), Koord.produkte § 42, (19) 

— der Kurte 2. Kl. , Beispiel § 20, 20 
Begriff § 16, 6. § 42, 3, Anzahl § 18, 1 

— des KegeU 2. 0. § 80, (15). § 42, 9, 1. 

— als Kegel 2. Kl, § 80, (16 '). § 42, 9, r. 

— der Fläche 2. 0. u. 2. Kl. § 81, 1 
Linienkoord. § 81, (2). (2'). § 189, (16) 
Koord.produkte § 189,(21); — der ebenen 
Schnitte d. Fläche 2. 0. § 107, 1. § 141, 
8, Linienkoord. § 107, (31). § 141, (46). 
Koord.produkte §141, (48). 

Doppelpunkt, des Punktepaares in gem. 
Koord. § 7, 8, endl. u. unendl. fem. § 7, 
(28), in Zweieckskoord. § 39, 8, 10; 
— e einer Involution § 8, 6 ; — der Kwve 
2. 0., Beispiel § 13, 20, Begriff (Me- 
thode der unbest. Tangente od. Polare) 
§ 10, 6. § 11, 13. §46, (10), (Meth. der 
Reduktion der Anzahl der Koord.) § 42, 
2, Bestimm.gleichungen § 10, (28). § 42, 
(6), Anzahl der —e § 18, 1. § 42, 4, Ko- 
ordinaten §19, (2). §42, (8), Koord.- 
produkte § 42, (18), — als Kurve 2. Kl. 
§ 19, 7. § 42, 7. § 80, (2) ; —der Fläche 
2,0., Beispiel §71, 1, Begriff (Meth. 
d. unbest. Tang. od. Polareb.) § 67, 9. 
§ 68, 12. § 149, (16), (Meth. d. Reduk- 
tion d. Anz. d. Koord.) § 189, 2, Best.- 
gleichungen § 67, (82). § 189, (6), An- 
zahl der ~e § 78, 1. § 139, 3, Koordi- 
naten § 79, (4). § 189, (8), Koord.prod. 
§ 189, (13); — als Fläche 2. iO. § 81, 6. 
§189,9. §104,(2); — des Schnittpunkt- 
pcMres der Kurve 2. 0. mit einer Geraden 
§ 44, 3, Bestgleich. § 44, (25), Koord. 
§44, (26), Koord.produkte § 44, (28); 

— des Schniltpunktpaares der Fläche 
2. 0. mit einer Geraden § 142, 8, Best, 
gleich. § 142, (28), Koord. § 142, (29), 
Koord.produkte § 142, (31); Bez. zum 

— des eh. Schnittes §142, 8; — des 
ebenen Schnittes einer Fläche 2. O. 
§ 107, 1. § 141, 3, Best.gleich. § 107, 
(2). § 141, (81), Koord. §107, (16). 
§ 141, (32), Koord.produkte § 141, (84); 
Bez. zur Tangentialebene § 106, 6; Bez. 
zum — der Fläche § 141, 9. 

Doppelverhältnis von vier Punkten od. 
Tangenten der Kurve 2. 0. § 52, 7, von 
vier Erzeugenden d. Flache 2. 0. § 169, 
12. 
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Dreiachsige, einachBige, unbestimmt- 
achsige Flächen 2. 0. § 100, 2. 

Dreieck^ ein- u. umbeschr. einer Kurve 
2. 0. § 37, 10; — mit Höhen als Tollst. 
Viereck § 8, 20. 

Dreiteilung des Winkels § 38, 10. 

Dualität als Polarreziprozität in gem. 
Koord. §20, 11. §82, 13, in Dreiecks- 
u.Tetraed.koord. §46, 14. § 149, (89). (40). 

dual gleichseitiges Hyperboloid u. Kegely 
Begriff u. Beding, für die Halbachsen- 
qaadrate§ 71, (30), Invarianteneigensch. 
der Bed. § 98, 5, allgem. Bed. § 100, 
(14); charakt. Eigensch. hergel. aus 
Theorie des Polaitetraeders § 151, 7. 

dual orthogonales Hyperboloid u. Kegel 
§82, 16, allg. Bed. § 100, (30). 

Durehmesser der Ellipse und Hyperbel 
§14,1, der Parabel §14,8; — des 
Ellipsoides und Hyperboloides § 65, 2. 
§ 72, 1, der Paraboloide § 73, 1 ; — des 
lin. Komplexes § 87, 2. 3. 

Durchmesser, konjugiei'te , der Ellipse u. 
Hypei'bel § 14, 2, als Involution § 14, 4, 
besondere § 14, 5, Gleichung in bezug 
auf sie § 14, (11), ihre Quadratsumme 
u. ihr Parallelogramm § 14, 7, als In- 
yariantensatz § 22, 10; — ähnlicher 
Kegelschnitte § 14; 11; — u. Tangente 
der Parabel § 14, 8. 9 ; — ebener Schnitte 
einer Fläche 2. 0. § 72, 6, — einer Dia- 
wetralebene des Ellipsoides u. Hyper- 
boloides § 72, 2, mit ihr in vereinigter 
Lage § 72, 4, im Polarbündel des 
Asymptotenkegels §84, 3; — zwei § 72, 
5, als konjugierte Gerade § 72, 5, IV. 
§82, 4; — drei §72,7, Gleichung in 
bezug auf sie § 72, (14), metrische Eigen- 
schaften § 72, (28), als Invariantensätze 
§92,2, reelle und imagin. §72, 11; 
— zwei mal drei auf Kegel 2. 0. § 151, 
6; — einer Stellung beim Paraboloid 
§ 73, 2, Quadratsumme der Längen 
§ 73, 5, als Invariantensatz § 92, 3. 

Ebene als Bestandteil einer Fläche 2. 0. ; 
§ 66, 8. 

Ebenenkoordinatengleichung, der Ellipse, 
Hyperbel, Parabel §53, 11, der aUg. 
Kurve 2. Kl i. JRaUme § 80, (23'), der 
unendl. fernen Kurve 2. Kl. § 80, (19'), 
der unendl. f. Kurve der Fläche 2. 0. 
§ 111, (19); - der Kugel § 69, (27), 



der Ellipsoide, Hyperboloide, Para- 
boloide i. bezug auf Hauptachsen § 70, 
(10). (32), der allg. eigentl Fläche 2. 0, 
in gem. Koord. (Methode koinzidenter 
Polarelemente) § 78, (7), (Meth. zer- 
fallender Schnittkurve mit einer Ebene) 
§ 107, (8), in Tetraederk. § 143, (2); des 
eig. Kegels 2. 0. im Bündel § 80, (12); 
— en (zwei) des Kegels 2. 0. im Räume 
§71. (8). (9). §80,(20'). §143,(8). (11); 
— en (drei) des Ebenenpaares § 71, (33). 
(34). § 148, (17), der Doppelebene § 143, 
(18); — der Schnittkurve der Fläche 
2. 0, mit einer Ebene § 148, (3), des 
Berührungspunktes einer Tang.ebene 
§ 148, (5); — en (zwei) der Erzeugenden 
in einer Tang.ebene § 148, (8); derBe- 
rühr.linie einer stat. Tang.eb. § 148, (9) ; 

— des Schnittpunktpaares mit einer 
Geraden § 148, (13), des Berühr.punk- 
tes einer Tangente § 148, (14). 

Ebene Schnitte, s. Schnittkurve. 
Ebenenpaar im Ebenenbüschel § 7, 13, 
als Kegel 2.0. §80, 9, L, als Fläche 

2. 0. §71, (32). §81, 2. §99, (2), UI, Ko- 
lonne. § 139, 6. 

Eigentliche — Pufdctepaare%7y (18);— Kur- 
ven 2. 0. «. 2. Kl. , Begriff § 18, 2. § 42, 

3, Identität beider § 18^, 7. § 45, 8; 
Übersicht § 26, (2), I. Kol.; — Kegel 
2. 0. u. 2. Kl. § 80, 6, Identität § 80, 8 ; 

— Flächen 2, 0. u. 2. Kl, Begriff § 78, 
2. § 139, 3, Identität § 78, 7. § 143, 3; 
Übersicht §99,(2), I.Kolonne; — Schnitt- 
punktpaare der Kurve 2. 0. § 44, 6, der 
Fläche 2. 0. § 142, 7; — Schnittkurven 
der Fläche 2. 0. § 141, 7; Übersicht 
§ 114, (3), I. Kolonne. 

Elementarteüer, Begriff §60, 10. §155,10. 

Elliptische Koordinaten, Begriff, in der 
Ebene § 33, 1; im Bündel § 119, 1; im 
Räume §121, 1; identische Gleichungen 
zwischen gemeinen und — § 83, 3. 
§119, 8. §121, 3. 

Enveloppe der Schar konfokaler Ellipsen 
u. Hyperbeln § 32, lO, Parabeln §34, 9, 
Kegel § 118, 11, Ellipsoide u. Hyper- 
boloide § 120, 10, Paraboloide § 128, 9. 

Erzeugende (geradlinige), Begriff, als 
Gerade, die ganz der Fläche angehören, 
beim Zylinder §58,7, Kegel §54,3, 
einschal. Hyperboloid §63,2, hyper- 
bolischen Paraboloid §65,2, bei d. 



986 



Sachveizeichnis. 



allg. Fl&che 2. 0. u. 2. Kl. § 66, 9. § 75, 
7. § 142, (19); als Schnittlinien mit der 
Tang.ebene §67,8. §141,8; als zu- 
sammenfallende rez. Polaren §68,21. 
§82,6. §88,6. §146,(13). Zwei Scharen 
§63,3. §66,3, gleichnamige u. un- 
gleichn. §63,4. §66,4. §147,8, zwei 
durch jeden Punkt der PL § 68, 6. § 66, 
7, zwei in jed. Tang.eb. § 146, 4, Schnittp. 
u.Verb.ebene zweier — r, § 63, (26). §66, 
(15). § 82, (33). § 83, (24). § 169, 10. 11 ; 
projektive Punktreihen und Ebenen- 
büschel bei zwei — n § 63, 10. § 65, 9. 
§82, 11. §83,11. §169,6. Bichtungs- 
kosinus § 63, (11). (27). § 66, (17); paral- 
lel zu den Erz. des Asymptkegels 
beim Hyperbel. § 68, 6, zu den Erz. der 
Asympiebenen beim Parabol. § 66, 3, 
zwei senkr. — §64,1. §66,16. §116,6. 
12, drei senkr. § 64, 3. § 66, 17. § 116, 
8. 14, Entfern, zweier Punkte einer — n 
§ 63, 11. § 66, 8. Bed.gleichungen für 
zwei Punkte od. Ebenen einer — n § 67, 
(27). §76,(13). §82,(14). §83,(13). 
§146, (7), Gleichungen der ~n in gem. 
PunktisiOOTd. (trigon. Parameter) §63, 
(8); (linearer Par.) § 63, (22). § 64, (19). 
§ 66, (9); in gem. Ebenenk. § 82, (290. 
§ 83, (21'); Hauptachsengl. § 121, (24). 
§ 124, (24), in Tetraederk. § 159, (15), 
(16); in gem. Linienk. §82,(22). §83, 
(19), Tetr.lin.k. (quadrat.) § 146, (6), 
(linear) § 147, (17). (18), Abhängigkeit 
u. charakt. Determinante der sechs 
linearen § 147, 2—7 ParameterdarsteU 
hing der gem. Lin.k. § 82, (27). § 83, 
(20), der Tetraederl.k. § 159, (17) 
Erzeugung, projektive, der Kurve 2. 0. 
durch allg. Strahlbüschel u. Punkt- 
reihen §'38,2.4, durch anschließende 
§ 38, 6. § 52, 4, der Parabel durch ähnl. 
P.reihen § 38, 6, des Kreises und der 
gleichs. Hyperbel durch kongr. Büschel 
§ 38 , 8. 9 , durch inzidente Elemente 
eines Polarsystems §18,11; — dei'Fläche 
2. 0. durch Ebenenbüschel u. P.reihen 
§ 159, 5, des Paraboloides durch ähnl. 
P.reihen § 65, 9. 10, des orthog. Hyper- 
bol. u. Keg. durch kongr. Büschel 
§ 100, 8, durch senkr. Büschel § 64, 7; 
durch re^JtjjroÄ^ Bündel § 158,11, durch 
inzidente Elemente eines Polarsystems 
§ 78, 13; durch ebene SchniUe, des EI- 



lipsoides, Hyperboloides, Paraboloides 
§66,8. §66,8; durch Bewegung einer 
Geraden, des Zylinders § 63, 7, Kegels 
§64,3, des einschal. Hyperbol. §74, 
6, des hyp. Parabol. § 74, 10. 
ExzentrizUät der Ellipse und Hyperbel 
§ 4, (3). 

/, /i, 4„, F, Fjti Knn als Abkürzungen 
s. quadrat., lineare, bilin. Formen. 

Fadenkonstruktion der Ellipse, Hyperbel 
§1,9, der Parabel § 2, 8 , der sphaer. 
Ellipse § 130,6, des Ellipsoides § 134, 14. 

Fadenmodeü {Stabmodell) starres des 
einsch. Hyperboloids § 68, 7, des hyp. 
Parabol. § 65, 11 ; bewegliches § 63, 12. 
§ 65, 14. 

Fokal-, s. auch Brenn-. 

Fokalachsen der Fläche 2. 0., Begriff 
§122,10, als Erzeugende der kon- 
fokalen Flächen §122,11. §125,4. 

Fokalehenen einer Erzeugenden des Ke- 
gels §119,8. 

Fokaleigenschaften der Kegelschnitte s. 
Brenn punktseigensch.; — der konjugier- 
ten Fokalkegelschnitte einfache § 131, 
5—7. §135, 4, zusammengesetzte § 131, 
9. §136, 6; — des ellipt. Kegels § 130, 
4, zugeh. Identit&t §130,(14), — der 
sphaer. Ellipse §180,6; — der Ellip- 
soide u. Hyperboloide § 134, 11, zugeh. 
Identität §134, (19), — der Paraboloide 
§ 137, 11. 12, zugeh. Identität § 187,(17). 

Fokaldistanzen der Kegelschnitte, Dar- 
stellung als lineare Funktionen von x 
§ 4, 9^ durch ellipt. u. parabol. Koord. 
§33,(10). §85,(8); der konjug. Fokal- 
kegelschnitto , Darst. als lin. F. von x 
§131,(8). §135,(4); — , gebrochene über 
Fokalellipse § 132, 10, über 1. Fokal- 
parabel § 136, 10, Gleich, zw. ihnen 
§ 134, (15). § 137, (10), Ungleich, zw. 
ihnen § 132, (28). §136,(27); Haupt-, 
— § 133, 8. § 136, 15; ihre biquadrat. 
Gleich, bei Ellipsoid u. Hyperbol. § 184, 
(14), ihre kubische bei Paraboloid § 187, 
(9), Bestimm, der Knickpunkte § 134, 
9. §187,4; Darstellung durch ellipt. 
u. parabol. Koord. § 184,(23'). §137,(20). 

Fokalkegel eines Punktes § 122, 2. § 125, 
1. § 1:^2, 1. § 136, 1. 

Fokalkegelschnitte der Flächen 2. 0., Ein- 
führung, Gestalt und Lage § 65, 6. 7. 
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§56,6.7; als Ort der Scheitel umbe- 
Bchr. Rotatkegel §122,8. §181,4. §132, 
2. § 136, 3. § 136, 2; dopp. berührender 
Kugelkegel § 127, 11, III; als Kegel- 
schnitte in der Schar konfokaler Fl. 
§120,9. §123,8, als Ort der Kreis- 
punkte dieser § 68, 7. § 60, 7. § 61, 7, 
als Ordnungskurven des Polarsjstems, 
in dem Tang.eb. u. Norms^e die 
Haupteb. schneiden §120,14. §128, 
12, als umhüllt yon Fokalachsen § 122, 
11; Zentralprojektion der — § 134, 1. 
§ 137, 1. 

Fokallinien (-strahlen) des Kegels, Ein- 
fuhrung § 64, (11). (15), als Achsen 
rechtw. Involutionen barm. Polareb. 
§ 119, 11 ; als Linienpaare in der Schar 
konfokaler Keg. § 118, 10; als Doppel- 
strahlen der Involution, in den Tang.- 
u. Norm.ebene eine Hauptebene schnei- 
den § 119, 9. 

Fokallinien {-strahlen, Bifokallinien) der 
Ellipsoide, Hyperboloide, Paraboloide 
Begriff § 182, 3. §186, 3; vier — eines 
Punktes § 122, 5. § 126, 2. § 182, 3. 
§136,3; Winkel gegen die Normalen 
§ 122, 4. § 125, 2, Verteilung der Treff- 
pimkte mit den Fokalkegelschn. § 132, 
11. §^186,11, als Anfangsstücke der 
gebroch. Fokaldist. § 132, 8. § 136, 8. 
§ 134, 1. § 137, 1. 

Fünfeck, einem Kegelschn. einbeschrie- 
ben § 37, 8. 

^1 9k y ^1 G^k ^^B Abkürzungen, s. quadrat. 
u. lineare Formen. 

Geradlinige t*. nicht geradl. Flächen 2. 0. 
als Arten §63,1. §66,1. §99, (31), IL 
u. in. Kolonne, nach dem Schnitt mit 
der Tangentialeb. unterschieden § 115, 
1, nach der Spezies untersch. §152,9, 
nach Schnittpunkten u. Tangent.eb- 
einer Geraden untersch. § 154, 7. 

Geradlinige Schfiitte {eine endl. Gerade) 
des hyperb. Paraboloides § 62, 3, Iden- 
tität der — § 62, 2, ihre Umkehr § 62, 
5, entsprech. Kartonmodell § 62, 6; 
Bedingung der — in Ebenenkoord. 
§ 115, (40). § 116, (33); vollst. Übersicht 
aller -— § 117, 18, erste Gruppe V*, 
zweite Gr. IV*. 

Gestaltbeschreibung d. Ellipse, Hyperbel, 
Parabel § 1, 8. § 2, 4. 5, der Rotationsfl. 
2.0. §53,3 — 5, der Zylinder 2. 0. 



§53,9.10, des ellipt. Kegels §64,3, 
der Ellipsoide, Hyperboloide § 55, 7, 
der Paraboloide §66,7, dea linearen 
Komplexes § 57, 13. 

Gleichseitige Hyperbel Gestalt §1,(22), 
allg. Beding. § 26, 6, Erzeug, durch 
kongr. Büschel § 38, 9, zur Dreiteilung 
des Winkels § 38, 10, Umkreis eines 
Polardreiecks §48,4; entsprech. Ro> 
tationsflächen § 53, 3. 4, entsprech. hy- 
perbol. Zylinder § 68, 9. 

Gleichseitig hyperbolische Involution von 
Punkten §8,6, von Strahlen §8,13. 

Gleichseitige Hyperboloide (ein- und zwei- 
sch.) und Kegel, Begriff u. Beding, für 
die Halbachsenquadrate §64,4. §71, 
(29), Botationskegel § 64, (9); Invarian- 
teneigensch. der Bed. §92,1. §93,4; 
allg. Bedingungen § 100, (18); die cha- 
rakterist. Eigensch. hergeleitet aus 
Theorie der gleichseitig hyperbol. 
Schnitte § 116, 9 ; aus der Theorie der 
Polartetraeder §161,7; erzeugt durch 
Gerade an drei Geraden gleitend § 92, 
6. 7 ; gleichs. Flächen 2. 0. überhaupt 
§ 100, 5, Schluß. 

Gleichseitiges hyperbol. Faraboloid, Begriff 
u. Beding, für Parameter § 62, 7 (Ebe- 
nen geradliniger Schnitte senkr.), § 65, 
15, n. 16. 17 (senkr. Erzeugende), allg. 
Beding. §100,5, aus der Theorie der 
gleichs. hyperboL Schnitte § 116, 15; 
erzeugt durch Punkt gleichen Abstands 
von 2 Geraden § 100, 9. 

Gleichseitig hyperbolische Schnitte der 
Fläche 2. 0,, allg. Begriff u. Beding. 
§ 116, 1, vier Arten § 116, (8). (10), Leit^ 
kegel §116,(18); der Hyperboloide u. 
Kegel, Leitkegel § 116, 4, Arten der — 
§ 116, 5, Leitkegel u. Asympt.kegel 
§116,7; des hyperbol Paraboloids,hyp. 
Zylinders t*. Ebenenpaars, Leitkegel 
§ 116, 10, Arten der — § 116, 11, Leit- 
kegel u. Asympt.ebenen § 116, 13. 

Gleichseitige kubische Hyperbel, Begriff 
§85,12, Projektion aus einem ihrer 
Punkte §85, 13, Auftreten beim Nor- 
malenproblem § 85, 14, 20. 

Gleichwifüdigeiezi]ßi6ke Bündel Anm. 1 94. 

Grenzformen der Kegelschnitte im kon- 
fokalen System §82,4. §34,3, der 
Kegel i. konf. S. § 118, 4, der Flächen 
2. 0. i. konf. S. § 120, 4. § 123, 3. 
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Gruppe (kontinuierliche) der Drehungen 
um eine Achse §53,(6), der Schie- 
bungen § 68, (26), der Schraubungen 
§ 57 , 5. 7 ; der Drehungen um einen 
Punkt § 22, 8. § 91, 7. 

h, h^ , H^ H/i als Abkürzungen 8. quadrat., 
lineare u. bilineare Formen. 

Halbachsenquadrate, der Ellipse, Hyper- 
bel §1,6; des Kegels § 54, (8). (18); 
der EUipsoide u. Hyperboloide § 55, 1. 
(6)— (6"), nach algebr. Größe geordnet 
§54,1. §55,1. 

Halbmesser, der Ellipse und Hyperbel, 
Länge bei geg. Richtung § 5,(2) ; Summe 
der reziprok. Quadrate senkrechter — 
§5,(8), als Invarianteneig. §22,(30); 
der Ellipsoide u. Hyperboloide, Summe 
der rez. Quadr. senkrechter als Invar.- 
eig. § 92, (3). 

Harmonische Polarebenen (konjugierte 
Ebenen), beim Kegel 19. Kl, § 80, (5'), 
zus.f allen de §80,4,r, gemeins. senk- 
rechte konfokaler Kegel §119,9; als 
Halbier.eb. der Fokalebenen §119,8. 
9; —bei der Fläche 2. Kl, Begriff 
§ 77, 1, Beding, in gem. Koord. allg. 
§77,(3), für EUipsoid, Hyperboloid 
§ 82. (7'), Paraboloid § 88, (7'), unendl. 
fem. Kegelschnitt § 84, (6'), Kugelkreis 
§ 84, (18'); Beding, in Tetraed.k. §149, 
(20. (8). (6'). (18'), im Polartetraeder 
§ 149, (86); zus.fallende § 77, 4, II. § 78, 
10; gemeins. senkr. der Konfokalen 
§ 120, 15; Involution — § 77, 2. 

Harmonische Polaren {konjugierteGerade), 
beim StraJiIenpaar § 8, 9; — bei der 
Kurve 2. Kl, Begriff § 17, 1. 12; Be- 
ding, in gem. Koord. allg. § 17, (3), bei 
Ellipse, Hyperbel §20,(7'), Parabel 
§ 20, (42'), unendl. fem. Punktepaar 
§ 20, (59'), im. Kreispunktpaar § 20, (61') ; 
Beding, in Dreiecksk. § 46, (2'). (6). (5'). 
(9'); zus.fallende §17,4,11. §18,10; 
senkrechte §20,5; gemeins. senkr. der 
£onfokalen § 32, 18. § 84, 11; als Hai- 
bier.linien der Brennstrahleu § 20, 6. 
18; als Hauptachsen des Tang.paares 
§82, 13, in. §34,11; Involution — 
§ 17, 2; beim Kegel 2. 0. § 80, (6). 

Harmonische Pole (konjugierte Punkte)^ 
beim Punktepaar §8,1. §40,2, zu- 
sammenfallende § 8, 8. § 40, 2; bei der 



Kurve 2. O., Begriff §11,5, Beding, 
in gem. Koord. allg. § 11,(9), bei EU 
lipse, Hyperbel § 20, (7), Parabel § 20, 
(42), Linienpaar § 20, (59), Kreisstrahlen- 
paar § 20, (61) ; Beding, in Dreiecksk. 
§ 46, (2). (6'). (5). (9); zus.fallende § 11, 
9, U. § 18, 10; Involution — § 11, 6; 
— bei der Fläche 2. 0., Begriff §68, 
5, Beding, in gem. Koord. allg. § 68, 
(8), bei EUipsoid, Hyperboloid § 82, (7), 
Paraboloid §88,(7), Kegel §84,(6), 
Kugelkegel §84,(13); Beding, in Te- 
traederk. § 149, (2). (8'). (6). (18), im 
Polartetraeder §149,(36); zus fallende 
§68,9,11. §78,10; Involution — §68,7. 

Hauptachse des linearen Komplexes § 87, 
4; der Parabel, Begriff § 2, 5, Bestim- 
mung ans d. allg. Gl. der Par. § 25, 
(19); des Botpardboloides §58,5; des 
par ab. Zylinders § 58, 10; des Parabo- 
loids, Begriff § 56, 2, Best, aus d. allg. 
Gl. der Par. §97,(20); der parabol 
Schnitte einer Fl. 2. 0. § 118, (20). 

Hauptachsen des Strahlenpaares § 7, 12. 
§ 21, 15 ; der Strahleninvolution § 8, 11 ; 
der Ellipse u. Hyperbel als Symmetrie- 
achsen § 1, 1. 5 ; als rechtw. konj. Durch- 
messer § 14, 5, 1, allg. Begriff f. d. Mit- 
telp.kurven 2. 0. §24,5, 2. Kl. §28, 
bei (21); — der Rotationsfl. § 58, 2. 5, 
der Zylinder §58,8, des Kegels (innere, 
große u. kleine Hußere) § 54, 4. 7, — 
der Ellipsoide u. Hyperboloide § 55, 2. 
5, allg. Begriff f. d. Mittelp.flächen 2. O. 
§96,2, 2, KL §102, bei (17); für die 
ebenen Schnitte § 112, 6. 

Hauptachsengleichung, des Strahlenpaares 
§ 7, (85). § 21, (42); — der EUipse, Hy- 
perbel, Parabel in Punktk. § 1, (7). (13). 
§ 2, (17); in Linienk. § 13, (18). (43); in 
Ebenenk. §58,(35); der Kurve 2. O. 
mit MiUelp. §24,(13), ohne M. §25, 
(27), allg. Form §21,(31); der Kurve 
2. Kl § 28, (21). § 29, (15). (18); — der 
Rot,fl. § 53, (4). (7). (5), der Zylinder 
§ 58, (29). (30). (34), der Kegel § 54, (1). 
(14). §93,(2); des Eüipsoides, Hyper- 
boloides, Paraboloides in Punktk. § 55, 
(1). (7). § 56, (1). (16), in Ebenenk. § 70, 
(10). (31), in Linienk. § 70 , (23). (41) ; 
der Fläche 2. 0, mit Mittelp. § 96, (1), 
ohne M. § 97, (80). § 98, (28). (33), allg. 
Form § 90, (12); der Fläche 2, Kl § 102, 
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(22). § 103, (17). (21); — der ebenen 
Schnitte mit Mittelp. §112,(16), ohne 
M. §113,(24), allg. Form §110,(11); 
— des linearen Komplexes § 87, (19). 

Hauptachsenkoeffizienten, der Kurve 2. 0. 
Begriff §21,1 ; eharakt qtMdrat Gleich, 
§21,(17), Realität der Wurzeln § 21, 
9, einf. u. Doppelwurzeln § 21, 10, pos., 
neg, verschwind. Wurzeln § 21, 11, 
quadr. Gl für schiefw. Koord. § 22, (23); 
der Kurve 2. Kl. § 28, 1, charakt. quadr. 
61. § 28, (16). § 29, (12), in schiefw. 
Koord. § 31, (10); — der Fläche 2. 0., 
Begriff §88,1; charakt, kub. Gleich. 
§ 88, (17), Real, der Wufeeln § 89, 3, 
ein- u. mehrf. Wurzeln § 89, 6—7, ver- 
schw. Wurzeln § 89, 8, Vorzeichen der 
Wurzeln § 89, 9, kub. Gl. fflr schiefw. 
Koord. § 91, (19); der Fläche 2, Kl 
§ 102, 1, charakt. kub. Gl. § 102, (12). 
§ 103, (14), in schiefw. Koord. § 105, 
(15); — der ebenen Schnitte der Fläche 
2. 0. § 108, 3; charakt, quadrat Gleich. 
§ 108, (27), Realität der Wurzeln § 109, 
5, einf. u. Doppel wurzeln § 109, 6, ver- 
schwind. Wurzeln § 109, 7, Vorzeichen 
der Wurzeln § 109, 8. 

Haupiachsenritktungen, der Kurve 2. 0. 
Begriff § 21, 1, trigonometr. Gl. des 
Richtungswinkels § 21, (9), lineare Gl. 
der Richtungskosinus § 21, (27), vollst. 
Bestimmung § 21, 12; Beziehung zum 
unendl. f. Mittelp. § 2ö, 2; — der Fläche 
2, O., Begriff § 88, 1, lineare Gl. der 
Richt.kosinus § 90, (1), Best, der 
Richt.kos. § 90, (3), (6), (7), Produkte 
der Richt.kos. § 90, (4); Beziehung zum 
unendl. f. Mittelp. § 97, 2 ; § 98, 1 ; — 
der ebenen Schnitte der Fl. 2. 0., Be- 
griff § 108, 3, lineare Gl. der Richtkos. 
§ 110, (1), Best. d. Richikos. § 110, 
(2), Produkte der Richikos. § 110, (3), 
Beziehung zum unendl. f. Mittelp. 
§ 113, 2 ; — beim linearen Komplex 
§ 87, (2). 

Hauptachsentransformation des Strahlen- 
paares §21, 15; der Kurve 2. 0. §21, 
13; des Kegels 2. 0. u. 2. Kl. § 93, 2; 
der Fläche 2. 0. § 90, 7 ; der ebenen 
Schnitte § 110, 5. 

Haup^ennpunkte der EUipsoide, Hyper- 
boloide, Paraboloide § 65, (4). (4') 
§ 56, (3). 



Hauptebenen der Rotationsflächen § 63, 
2. 5, der Zylinder § 63, 8, der Kegel 
^äußere, innere, der größten, kleinsten 
Öffnung) § 66, 2. 4. 7, der EUipsoide 
u. Hyperboloide § 66, 2, der Para- 
boloide § 66, 2; (der größten u. kleinsten 
Öffnung) § 66, 7. 9, des linearen Kom- 
plexes § 87, 4. 

Hauptdirektrixebenen des ellipt. Para- 
boloids § 137, 11. 

Haupikreisschnittelenen des EUipsoides 
§ 68, (21). (21'), des einschal. Hyper- 
boloids § 69, (21). (210, des zwei- 
schaligen § 60, (21). (21^, des ellipt. 
Paraboloids § 61, (16), aller Flächen 
2. 0. § 117, 13. 

Hauptkrümmungsradien der Fläche 2. 0. 
§ 110, 8, durch ellipt. Koord. dargest. 
§ 121, (37), aus der Polarentheorie 
best. § 121, (38). 

Hauptschnttte (Scheitelkegelschnitte) der 
EUipsoide u. Hyperboloide § 65, 7, der 
Paraboloide § 66, 7. 

Hauptunterdeterminanten s. Determi- 
nanten. 

Höhensehnittpunkt im Dreieck § 8, 20. 

J'acobische Fokaleigenschaften der Kegel- 
schnitte § 36, 6. 7; der Flächen 2. 0. 
§ 129, 9. 10. 

Invarianten^ des Punktepaares bei allg. 
lin. Transf. §39,(12), bei orthog. Transf . 
§40, (41); des imag. Kreispunktpaares 
im rechtw. System (bei jeder Be- 
wegung) § 81, (7); — des Strahlen- 
paares im gem. Koord.system; das 
Kreisstrahlenp. im rechtw. System (bei 
Drehung) § 22, (26), bei Rotation § 22, 
(27); — der Kurve 2. 0, im gem. 
System § 22, (7). (8). (16). (22), bei aUg. 
lin. Transf. § 41, (17), bei orthog. 
Transf. § 60, (42); der imag. Kugel- 
kreis im gem. System (bei jeder Be- 
wegung) § 91, (23); der Kurve 2. Kl. 
im gem. Syst. § 31, (6). (11). (12). (13); 
— des Kegels 2. O. im gem. System 
§ 91, 6; der Kugelkegel im rechtw. 
System (bei Drehung) § 91, (21) ; — 
der Fläche 2, 0. im gem. System § 91, 
(7). (8). (14). (15). (16). (17), bei allg. 
lin. Transf. § 188, (17), bei orthog 
Transf. § 166, 23; der Fläche 2. Kl. 
im gem. Syst. § 106, (4). (16). (17). (23); 
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— des linear. Kotuplexes im gem. 
System § 86, 3 ; s. auch Determinanten 
geränderte. 

Involution, von Punkten, Begriff § 8, 6, 
Arten § 8, 5. 6, Doppelpunkte § 8, 6, 
kanon. Gleich. § 8, (14)— (16), Best, 
durch zwei Paare § 8, (7), Beding, 
für drei Paare § 8, (20), auf unendi. 
f Geraden § 8, 16; — von Strahlen 
% 8, 10, Arten § 8, 11—13, kanon. 
Gleich. § 8, (28); entsprech. rechte 
Winkel § 8, 12, Hauptachsen § 8, 11. 
12,1, Best, durch zwei Paare § 8, 14; 

— als Projekt, Verwatidtsch, vereinigt 
gel. Punktreihen (Strahlbüschel) §8, 15, 
als Büschel von Paaren § 8, 21, Er- 
haltung bei persp. Abbildung § 8, 16; 
Darstellung in d. Ebene § 8, 17; Vor- 
kommen beim vollst. Viereck § 8, 18, 
bei einem Kegelschn. einbeschr. Viereck 
(Satz des Desargues) § 48, 8, III, beim 
Kegelschnittbüschel § 48, 8, II ; — kon- 
jugierter Durchmesser § 20, 4, konju- 
gierter Tangenten § 68, 19, — har- 
monischer Pole § 11, 6. § 68, 7, Polaren 
§ 17, 2; Polarebenen § 77, 2; — von 
zwei linearen Komplexen § 159, 8.- 

Involutorische Eigenschaft harmonischer 
Pole, beim Punktepaar § 8, 2, bei der 
Kurve 2. 0. § 11, 14, bei der Flüche 
2. 0. § 68, 13, — harmon. Polaren bei 
d. Kurve 2. Kl. § 17, 7, — harmon,Polar- 
ebenen bei d. Fläche 2. Kl. § 77, 7, 

— härm. Polstrahlen u. Polarebenen 
beim Kegel § 80, 3. 

Involutorische Korrelation in der Ebene 
§ 18, 12, im Räume § 78, 14. 

Ivoryscher Satz, bei d. Kurve 2. 0, § 36, 
2. 4; Identität des —es § 86, (6). (15), 
Lage entsprechender Punkte § 36, 5; 
bei der Fläche 2. 0. § 129, 2. 4, Iden- 
tität des — § 129, (6). (15), vereinigte 
Identität des — u. der Amiot-Mac Cul- 
laghschen Sätze § 127, (4). § 128, (4), 
Lage entsprechender Punkte § 129, 7. 
8, entsprechende Längen auf den Er- 
zeugenden § 129, 5. 6. 

Kanonische Gleichungen, d. Punktepaare 
§ 7, (28), der Strahlenpaare § 7, (88); | 
der Kurven 2. 0. § 26, (2), 2. Kl. § 30, i 
(2), der Flächen 2. 0. § 99, (2), 2. Kl. 
§ 104, (2); der ebenen Schnitte der 



FL 2. 0. § 114, (3); des linearen Kom- 
plexes § 87, (17). 

Kartcnmodeüe, des EUipsoides § 58, 10, 
des einschal. Hyperboloides § 59, 9, des 
zweischaligen § 60, 9, des ellipt. Para- 
boloids § 61, 9, des hyperbol. § 62, 0. 

Kegel, 2. 0. u. 2. Kl, im Bündel, allg. 
Begriff § 80, 1, Arten § 93, 8; als 
Fläche 2, 0. § 79, 3. § 139, 4, Arten 

§ 99, (2) n. (31) rv. V. 

Kegelschnitt, Entstehung aus dem Kegel 
§ 115, 9, Arten § 26, (19); als Fläcfie 
2. Kl. § 79, 3. § 139, 4, Arten § 104, 
(2), II; endliche § 104, 5, unendi. ferne 
§ 104, 6. § 80, 12. 

KehleUipse beim einschal. Hyperboloid 
§ 56, 8. 

Klasse (zweite), Begriff § 15, 5. § 75, 5. 

Klassifikation, der Punktepaare, für gem. 
Koord. nach Spezies u. unendi. fem. 
Elementen § 7, (28), für Zweiecksk. 
nach Spezies § 40, (42), der Strahlen- 
paare u. Ebenenpaare § 7, (88), 18; — 
der Kurven 2. 0, für gem. rechtw. 
Koord. nach eigner Spezies u. Spezies 
des unendi. f. Punktep. § 26, (19), för 
gem. schiefw. K. ebenso § 51, (38), 
Verschiedenheit d. Kriterien § 51, 18, 
für Dreieckskoord. nach Spezies § 50, 
(38) ; der Kur^ 2. KL für gem. rechtw. 
Koord. § 80, (9). (16), Übereinst, der 
Kriterien für 2. 0. u. 2. Kl. § 30, 4; 
des Schnittpunktpaares einer Kurve 2. 0. 
mit einer Geraden nach Spezies der 
Kurve u. Spezies des Paares § 49, (22), 
für die Kriterien in § 49, (22) auch 
die von § 51, 15; mit einer Seite des 
Koordinatendreiecks ebenso § 51,(88); 
mit unendi. f. Seite zurückkommend 
auf — der Kurve 2. 0. § 51, 18; — 
der Kegel 2. 0. im Bändel § 93, (8) ; 
— der Flächen 2. 0. für gem. rechtw. 
Koord. nach eigner Spezies u. Spezies 
der unendi. f. Kurve § 99, (31), für 
gem. schiefw. Koord. ebenso § 99, (31) 
mit den Kriterien § 156, 20; Ver- 
schiedenheit der Kriterien § 155, 22. 
§ 156, 21, für Tetraederkoord. nach 
Spezies § 155. (41); der I lache 2. Kl 
für gem. rechtw. Koord. § 104, (9). 
(14). (24). (31), Übereinst, der Kri- 
terien für 2. 0. u. 2. Kl. § 104, 4; der 
Schnütkurve einer Fläche 2. 0, mit 



Sachverzeichnis. 



991 



einer Ebene für gem. rechtw. Koord. 
nach Spezies dei Fläche nnd Spezies 
der Kurve § 114, (20), in Tetraeder- 
koord. ebenso § 153, (21), für die Kri- 
terien in § 168, (21) auch die von 
§ 155, (41) n. § 156, (88); mit einer 
Ebene des Koord.tetraeders § 153, (21) 
mit den Kriterien § 153, (21) u. § 156, 
(42), mit unendl. f. Ebene zurück- 
kommend auf — der Fläche 2. 0. 
§ 156, 21; des ScnnütpunJctpaares der 
Fläche 2. 0, mit einer Geraden nach 
Spezies des Paares § 157, (21); des 
Schnitt punktpaares ein. eb. Schnittes 
der Fläche 2. 0. mit einer Ebene des 
Koord.tetraeders § 157, 15, mit einer 
unendl. f. Ebene zurückkommend auf 
die — der Schnittkurve § 157, 16. 

Konfokaly Begriff, für Ellipsen u. Hy- 
perbeln § 82, 1, Parabeln § 84, 1, Kegel 
§ 118, l,Ellipsoide u. Hyperboloide §55, 
10, Paraboloide § 56, 10. 12, doppelte 
— e Lage —er Paraboloide § 56, 11. 

Konfokales System, der Ellipsen u. Hy- 
perbeln § 82, 2, der Parabeln § 84, 1, 
Gestaltbeschr. § 32, 4. § 34, 8, Kurven 
des Systems durch einen Punkt § 82^ 5. 
§ 34, 4, Schnittp. zweier Kurven § 82,6. 
§ 84, 5, senkr. Durchschnitt § 32, 7. 
§ 34, 6, System als Kurvenschar § 32, 8. 
§ 84, 7, gemeins. Tangenten u. Enve- 
loppe § 32, 9. 10. § 34, 8. 9, Punkte- 
paare der Schar § 32, 11. § 84, 10, 
Ort der Pole einer Geraden § 32, 12. 
§ 34, 11, gemeins. senkr. härm. Polaren 
§ 82, 18. § 34, 11 ; — der Kegel § 118, 2, 
Gestalt § 1 18, 3. 4, Kegel durch einen 
Strahl § 118, 5, Schnittstrahlen zweier 
Kegel § 118, 6^ senkr. Durchschnitt 
§ 118, 7, Syst. als Kegelschar § 118, 9, 
gemeins. Tangentialeb. § 118, 8. 11, 
Strahlenpaare der Schar § 118, 10, Ort 
der Polstrahlen einer Ebene § 118, 12, 
gemeins. senkr. barm. Polarebenen 
§ 118, 13; — der Ellipsoide u. Hyper- 
boloide, Paraboloide § 120, 2. § 128, 1, 
Gestalt § 120, 3. 4. § 123, 2. 3, Flächen 
durch einen Punkt § 120, 5. § 123, 4, 
Schnittp. dreier Flächen § 120, 6. 
§ 123, 5, senkr. Durchschnitt § 120, 7. 
§ 123, 6, Syst. als Flächenschar § 120, 8. 
§ 123, 7, gemeins. umbeschr. Develop- 
pable § 120, 10. § 123,9, Kegelschnitte 



der Schar § 120, 9. § 123, 8, diese als 
Ort der Kreispunkte § 120, 7, bei VI. 
§ 123, 6, beiVI, Ort der Pole einer Ebene 
§ 120, 11. § 128, 10, gemeins. Achsen- 
komplex § 120, 12. § 123, 11, Gleich, 
in Linienkoord. § 120, 16. § 123, 13, 
gem. Tangenten zweier Fl. § 122, 3. 4, 
Orthogonalität der scheinbar. Umrisse 
§ 122, 6. 

Kollineare Verwandtschaft zwischen Hy- 
perbel und Kreis § 6, 4. 

Komplex, linearer (Strahlengeicinde)^ ge- 
bildet v. den Tangenten v. oo* Schrau- 
benlinien § 57, 13, Parameter § 57, 9. 
13. § 87, (10), pos. u. neg. gewundener 
§ 57, 9. 18, Transformation in sich 
§ 57, 13, kanon. Gleichung § 57, (19). 
§ 87, (19), allg. Gleich, in gem. Lin. 
koord. § |6, (1), in Tetraederk. § 147, 
(28); I § 60, (12); allg. u. spezieller 
— § 86, 4. I § 60, 5. 

Komplexgleichung s. Linienkoordinaten- 
gleichung. 

Komplexkegel, Komplexkurve des Achsen- 
komplexes § 85, 10. 11, des Tangenten- 
komplexes § 144, 9. 

Kongruente,Ebenenbiischel beim orthogen. 
Hyperboloid § 100, 8; — Punktreihen 
auf zwei Erzengenden des hyp. Para- 
boloide § 65, 9. II; — Strahlbüschel, 
gleichlaufende beim Kreise § 6, 9. 
§ 88, 8, UDgleichlaufende § 88, 9. 

Konjugierte Achsen, Normalebenen, Nor- 
malstrahlen, Pole 8. Achsenkomplex. 

Konjugierte Durchmesser s. Durchmesser; 
konj. Ebene einer Richtung als Ort 
der Mittelpunkte paralleler Sehnen 
§ 68, 2, als Polarebene eines unendl. 
fernen Punktes § 68, 11, konj. Rich- 
tung einer Ebene als Ort der Mittel- 
punkte paralleler Schnitte § 111, 4; 
konj. Gerade einer Richtung als Ort 
der Mittelp. paralleler Sehnen § 11, 2. 

Konjugierte Elemente, Paukte od. Gerade 
bei der Kurve 2, 0. § 11, 20. § 17, 12, 
s. harmonische Pole u. Polaren; Ge- 
rade od. Ebene beim Kegel 2. 0. § 80, 3, 
s. härm. Polaren u. Polareb.; Punkte 
od. Ebenen bei der Fläche 2. 0. § 68, 
29. § 77, 16, s. härm. Pole u. Polar- 
ebenen, beim lin. Kompl. § 86, 8, un- 
gleichart. — § 68, 29. — Konjugierte Ge- 
rade (verschieden von reziproken Po- 
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laren) bei der Fl. 2. 0. od. 2. Kl., Be- 
griff § 68, 81. § 77, 16, Beding, in 
gem. Koord. allg. § 68, (29). § 77, (18), 
für Ellipßoid u. Hyperboloid § 82, (12), 
Paraboloide § 83, (11), in Tetraeder- 
koord. allg. § 149, (7). (14), im Polartetr. 
§ 149, (37), beim lin. Komplex §86, 11. 
Sich sähst konjugierte Elemente, Punkte 
od. Gerade bei der Kurve 2. 0. § 18, 
zu (14), (14'). § 20, zu (7), (7'). (42). (42'), 
Punkte od. Ebenen bei der Fläche 2. 0. 
§ 78, zu (19), Gerade bei der Fl. 2 0. 
§ 68, 31, IV, § 78, 12, § 82, (13), § 88, 
(12), beim lin. Komplex § 86, 11. 

Konjugiei-te Hyperhein § l, (23). 

Konjugierte Tangetiteii, Begriff § 68, 17, 
RichtuDgskosinuB § 68, 18, Involution 
— § 68, 19, beim Ellipsoid u. Hyper- 
boloid § 70, 6, beim Parafcoloid § 70, 
13, als Koord.achsen beim Paraboloid 
§ 73, 8. 

Konstruktion der Ellipse u. Hyperbel 
aus zwei Kreisen § 6, 1. 8, der Kurve 
2. 0. aus fünf Elementen § 37, 7 ; s. 
Erzeugung, Fadenkonstr. 

Korrelation^ allg. u. involu torische in 
Ebene § 18, 12 u. Raum § 78, 14. 

Kovariante Formen (in kollektiver Bed.), 
der Kui ve 2, 0. f, F, Begriff u. Trans- 
formation § 41, (23), als geränderte 
Determinanten § 48, (9). (17), Überg. 
in vollst. Quadrate § 42, (20). (14), im 
Polardreieck § 46, (17) ; — der Fläche 
2. 0. f, F, (p, ^, Begr. u. Transf. 
§ 138, (30), als ger. Det. § 140, (38). 
(8). (20), Überg. in vollst. Quadrate 
§ 189, (28). (14). (22), im Polartetraeder 
§ 149, (21). (26). (26). 

Kreis, Gleichung in kanon. Form § 1 
(21), in Normalform § 12, (1), allg. in 
Punktkoord. § 12, (20), in Linienk. 
§ 12, (27), des Umkreises § 12, (29), 
allg. Bedingungen § 26, 6, Erzeugung 
durch kongr. Büschel § 38, 8. 

Kreispunkte, imaginäre in der Ebene, 
Begriff u. Gleich, in Punktkoord. § 12, 
10, in Linienk. § 20, (60^), in schief w. 
K. § 22, (40), Beziehung zur Kurve 

. 2. 0. § 26, 6, zu ihren Brennpunkten 
§ 20, 23, als Punktepaar in der Schar 
konfokaler § 82, 11. § 34, 10, Inva- 
rianteneigensch. § 31, 2, Polarentheorie 
§ 20, 22, imag. Ebenen mit zus.fallen- 



den — § 117, 14; — der FUchm 2. 0., 
des Eilipsoides in zwei Bezeichnungen 
§ 58, (22). § 55, (12), des zweischal. 
Hyperboloide § 60, (22). § 55, (13), 
des ellipt. Paraboloids § 61, (19). § 56, 
(19), als auf der Fl&che liegende Brenn- 
punkte § 58, 7. § 60, 7. § 61, 7. 

Kreisparahein § 117, 14. 

KreisschnittCy aus der Haupta^hsengl, des 
Ellipsoides § 58, 8, des einschal, u. 
zweischal. Hyperboloids § 59, 3. § 60, 3, 
des ellipt. Paraboloids § 61, 3, des 
ellipt. Zylinders § 59, 11, des Kegels 
§ 59, 3, Ort der Mittelpunkte § 58, 4. 
§ 59, 4. § 60, 4. § 61, 5, Identität der 

- § 58,(11). § 59,(11). § 60,(11). § 61, 
(7), Gleich, der bewegl. Kreisschnitt- 
modelle § 58, (24). § 59, (28). § 60, (24). 
§ 61, (21), Beziehung zum imag. Kugel- 
kreis § 100, 2, allg. Begriff der — hei d. 
Fläche 2. 0. § 117, 1, Arten § 117, 2, 
überzahl. Beding. § 117, 8. 5, sechs 
Haupt— des Ellipsoids § 117, 6, Bezieh, 
zum Hauptachsenproblem § 117, 8. 9, 

— der drei-, ein-, unbest. achsigen 
Flächen § 117, 10, vollständige Ta- 
belle aller — § 117, 12. 13, Zusammen- 
hang der versch. Methoden § 117, 14. 

Kreisstrahlenpaar (Null-, Punkt-Kreis), 
Begriff § 7, (39). § 12, 8, Polarentheorie 
§ 20, 22, Inyarianteneigensch. § 22, 8. 

Krümmung, pos. u. neg. § 115, 1. 

Kugel, Gleichung in Normalf. § 69, (1), 
allg. in Punktkoord. § 69, 10, in 
Ebenenk. § 69,12, in Strahlenk. §69,13, 
der Umkugel § 69, 14, Tangential- u. 
Polarebene § 69,6, Berühr.kegel § 69,8. 
§ 100, 4, allg. Bedingungen § 100, (8). 

Kugdkegel (Null-, Punkt-Kugel), Begriff 
§ 69, 9, Gleich, in Punkt- u. Ebenenk. 
§ 84, (9). (10), Linienk. § 84, (11), Po- 
larentheorie im Räume § 84,5, im Bün- 
del § 84,6, Invarianteneigensch. § 91,7. 

Kugelkreis, imaginärer, Begriff § 69, 11, 
Gleich, in Punktk. § 84, (10'), in 
Ebenenk. § 84, (9'), in Linienk. § 84, 
(11'). (12'), Invarianteneig. § 105, 2, 
Polaren theorie § 84, 5. 6, Schnittpunkte 
mit der Flache 2. 0. § 100, 1, im Sy- 
stem der Konfokalen § 120, 8. § 123, 7. 

Leitkegel der gleichseitig hyperbol. 
Schnitte § 116, 3, s. auch Anm. 184. 
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Leitkurve des Kegels § 54, 3, des Zylin- 
ders § 63, 7. 

Leitlinie s. Direktrix. 

Lineare (abgeleitete) Formen f^ , fj^^^ mit 
zwei Veränderlichen § 89, (8). (6), auch 
§ 7, (8), § 9, (11), § 16, (7), mit drei V. 
§ 41, (3). (5), auch § 9, (5). § 16, (3). 
§ 66, (11). § 76, (6), mit vier V. § 138, 
(8). (6), auch § 66, (6). § 76, (3), Über- 
gang auf nicht homogene Form gj^ § 7, 
(6). § 9, (8). § 66, (8). 

Linien'(Strahlen-)paar im Strahlbüschel, 
Gleichungen § 7, 10. 11, Arten § 7, 12, 
als Kurve 2. 0. § 13, 20—22. § 19, 3. 
§ 26, (2), IL Kolonne, § 42, 4, als Kegel 
2. Kl § 80, 9, r. § 42, 9, als ebener 
Schnitt der Fl. 2. 0. § 107, 3. 

Linke u. rechte Parabeln § 2, 4. § 34, 2, 

— Paraboloide § 66, 1. § 123, 2. 
Links u. rechts (positiv u. negativ) ge- 
wundene Schraubenlinie § 57, 4, — r 
Komplex § 67, 18. § 87, 6. 

Linienkoordinatengleichung(in der Ebene) , 
des Kreises § 12, (27), der Ellipse, Hy- 
perbel, Parabel in bez. auf Hauptachsen 
§ 13, (18), (42), (43), in bez. auf Asym- 
ptoten § 18, (81); der allg. eigentl. Kurve 
2, 0. in gem. Koord. (Methode koin- 
zidenter Polarelemente) § 18, (6), in 
Dreiecksk. (Meth. des Schuittpunkt- 
paares mit einer Geraden) § 46, (2), 

— en (zwei) des Linienpaares § 13, 
(58-). (60'). § 19, (18). § 45, (11). (16), 
der Doppellinie § 46, 6, — des Schnitt- 
punktpaares der Kurve 2. 0. mit einer 
Geraden § 46, (18), des Berühr.punktes 
einer Tangente § 46, (20). — (im Baume) 
der Kugel § 69, (28), der Ellipsoide, 
Hyperboloide, Paraboloide, § 70, 7. 14, 
der allg. Fläctie 2. 0. in gem. Koord. 
(Methode koinzid. konjugierter Ele- 
mente) § 78, 12, in Tetraederkoortl. 
(Meth. des Schnittpunktpaares mit 
einer Geraden) § 144, (2). des Kegels 
2. 0. § 71, (16). § 144, (2). (18), des 
Ebenenpaares § 144, (18); — cn (drei) 
der Erzeugenden der eig. Fläche 2. 0. 
§ 82, (22). § 88, (19). § 146, (6). (13), 
des Kegels § 71, (20). § 146, 6, des 
Ebenenpaares § 146, 7, der Doppel- 
ebene § 146, 8; — der Schnittkurve 
der Fläche 2. 0. mit einer Ebene § 148, 
(11), der ßen'ihr.linie einer Station. 



Tang.ebene § 148, (12), der unendl. f. 
Kurve des Kegels § 71, (19). 

Mäntel des Kegels § 64, 4. 

Meridianebene ^ -kurven der Rotations- 
flächen § 68, 2. 1. 

Minimal gerade, Anm. 60. 

Mittelpuyd-t des Punktpaares § 7, 6, Be- 
stimmungEgleich. § 7, (22); — der 
Ellipse u. Hyperbel § 1, 6; § 13, 1, 
der Kurve 2. 0., Begriff § 11, 4, Be- 
stimm.gl. § 11, (7), als Pol der un. f 
Geraden § 11, 12, erweiterter Begriff 
§ 28, 1, — u. Doppelpunkt § 28, 2, An- 
zahl der — e § 23, 3, endl. u. unendl. 
ferne § 23, 1. 4, verschied. Formen 
der Bedingungen § 23, 6. 7, als Ein- 
teilungsgrund § 28, 8, — u. Haupt- 
achsenrichtung § 26, 2, — einer Sehne 
§ 11, 1. 3; der Kurve 2. Kl. § 27, (12), 
Einteilungsgrund § 27, 6; — der Rotat. 
flächeti § 63, 2; — der Ellipsoide u. 
Hyperboloide § 66, 2; § 70, 1, der 
Fläche 2. 0., Begriff § 68, 4, Best, 
gleich. § 68, (6), als Pol der un. f. 
Ebene § 68, 11, II, erweiterter Begriff 
§ 94, 1, — u. Doppelp. § 94, 2; § 96, 
5, Anzahl der — e § 94, 3, endl. u. 
unendl. ferne § 94, 4, verschied. Formen 
der Bed. § 94, 7—9, als Einteilungs- 
grund § 94, 10 — u. Hanptachsen- 
richtung § 97, 2; § 98, 1; der Fläche 
2. Kl § 101, (18), als Einteilungsgrund 
§ 101, (16); der ebenen Schnitte der 
Fl. 2. 0., Best.gleich. § 106,(26), Bezieh, 
zum — der Fläche § 111, 2, endl. u. 
un. ferne § 111, 6. 10, Einteilungsgrund 
§ 111, 12; — des linearen Komplexes 
§ 87, 1. 

Mittelpunktsachse bei der Kurve 2. 0. 
§ 23, (7) ; 5, beim Zylinder § 58, 8, bei 
der Fläche 2. 0. § 94, 5; § 96, 3, 
beim ebenen Schnitt § 111, 8. 

MitUlpunktsebene der Fl. 2. 0. § 94, 6 ; 

§ 96, (9). 
Mittelpunktsgleichung des Punktepaares 

§ 7, (26); der Kurve 2. 0. § 24, (4), 

ihr konstantes Glied § 24, (8); (10); 

der Kurve 2. Kl, § 27, (11) ; der Fläche 

2, 0. § 96, (3) , ihr konst. Glied § 96, 

(7); (10); (13); der Fläche 2. Kl. § 101, 

(12); der ebenen Schnittkurve § 112, 

(8), ihr konst. Gl. § 112, (7); (11); (15). 



994 



Sachverzeichnis. 



Namen der Kurven u. Flächen 2. 0., Anm. 1. 

Normalen der Kurve 2. 0., Gleichung 
§ 10, 4, — problem § 20, 9. 19, als 
senkr. hannon. Polaien § 20, 7, als 
Hauptachsen des Taug.paares im kon- 
fok. System § 88, 6. 8; § 82, 13, III; 
§ 85, 4. 6, als Halbierungslinien der 
Fokal-(Brenn-)strahlen § 38, 9. § 85,7; 
— der Fläche 2. 0., Gleichungen § 67, 
(19), — Problem § 85, 14 ; 20, als Elemente 
des Achsenkomplexes § 85, 7; § 120, 
18; § 123, 11, als Hauptachsen des 
Berflhr. Kegels im konfok. System 
§ 121, 4. 7; § 124, 4. 7, u. der Fokal- 
kegel § 122, 2 ; § 125, 1, als Halbierungs- 
linien der Fokalstrahlen § 122, 5; 
§ 125, 2, u. der gebrochenen Fokal- 
distanzen § 184, 18; § 187, 18; — 
der ebenen Schnittkurve § 106, 4. 

NuUkreis, Nullkugel, s. Kreisstrahlenpaar, 
Kugelkegel. 

NviUystem^ s. Polarsystem des linearen 
Komplexes. 

Oeffnung (größte u. kleinste) s. Haupt- 
ebenen. 

Ordnung einer Kurve od. Fläche, Un- 
abhängigkeit vom Koord.system § 9, 
7; § 66, 7; geom. Bedeutung § 9^ 8; 
§ 66, 8. 9. 

Orthogonales ein- od. zweischal. Hyper- 
boloid u, Kegel ^ Begriff § 64, 5, Be- 
ding. fCir die Halbachsenquadrate 
§ 64, (16), Beziehung zum im. Kugel- 
kreis § 100, 7, allgem. Beding. § 100, 
(29) ; Erzeugung durch senkr. Ebenen- 
büschel § 64, 6 — 7, durch kongr. 
Büschel § 100, 8, durch Punkt mit 
konst. Abstandsverhältnis von zwei 
Geraden § 100, 9, diese Ger. als rezi- 
proke Polaren § 100, 10, als Fokal- 
achsen § 100, 11. 

Orthogonale Transformation^ Begriff für 
zwei Variable § 40, 6^ für drei § 50, 

1, für vier § 166, 1; — des Funkie- 
paares § 40, 7, der Kurve 2. 0. § 50, 

2, der Fläche 2. 0. § 166, 2; charak 
teristische quadr. Gl. § 40, (82), ku- 
bische § 60, (16), biquadratische § 155, 
(16); Realitilt ihrer Wurzeln § 40, 9; 
§ 60, 7 ; § 166, 7 ; ihre Elementarteiler 
§ 40, 10. 11, § 60, 9. 10; § 166, 9. 
10; Bestimmung der Substitut. Koeff. 



§ 40, 12; § 60, (33); § 165, (84); die 
Wurzeln als Koeff. der Quadratdarst. 
§ 40, 12; § 60, 18; § 155, 19, — des 
Scfmittpunktpaares einer Geraden mit 
der Kurve 2. 0. § 61, 1, mit der Fläche 
2. 0. § 167, 1, — der Schnittkurve 
einer Ebene mit der Fl. 2. 0. § 166, 1; 
charakteristische quadrat. Gl. § 61 , (18) ; 
§ 167, (5), kubische § 166, (18). 

Parabel als GrenzfaU zw. Ellipse u. 
Hyperbel § 8, 8. 

Parabolische Koordinaten, Begriff in der 
Ebene § 86, 1, im Räume § 124, 1 ; ident. 
Gl. zwischen gem. u. — § 85, 2; § 124,2. 

Parabolische Schnitte^ der Hyperboloide 
und Kegel aus bes. Gleichungsform 
§ 74, 2 allg. Bedingungen § 114, (14); 
(20), U8, allg. Auftreten beim einschal. 
Hyperboloid § 116, 4; zweischaligen 
§ 115, 6, ellipt. Paraboloid § 116, 7, 
hyperbolischen § 116, 8; Kegel § 116,9. 

Paraüelebenenpaare als Flächen 2. 0. 
§ 96, (16), § 99, (29); (81), 6, VI, VU. 

PardUdepipedon beim Hyperboloid mit 
6 Erzeugenden als Kanten § 74, 5, 
rechtwinkl. beim gleichseit. Hyp. § 92, 
6, konstantes Volumen § 92, 6; beim 
hyperb. Paraboloid § 74, 9, konst. 
Volumen § 92, 8. 

Paraüelkreise der Botat.flächen § 58, 1. 

Paralleüinienpaare als Kurven 2. 0. 
§ 24, (22); § 26, (16), (19); 8 HI, IV. 

Parallele Schnitte, elliptische u. hyper- 
bolische der Ellipsoide u. Hyperboloide 
§ 72, 9, der Paraboloide § 73, 4, para- 
bolische der Hyperboloide § 74, 2; 
der allg. Fläche 2. 0., gleiche Haupt- 
achsenrichtungen und -koeffizienten 
§ 110, 6, ellipt. u.hyperbol. § 112, 10, 
parabol. § 113, 8; parallel einer Tang, 
eb. § 110, 7; § 115, 1. 

Parameter der Parabel (relativer u. ab- 
soluter) § 2, 2; § 8, 1, der Ellipse 
u. Hyperbel § 3, 1; der Paraboloide 
(erster u. zweiter) § 56, 6; des line- 
aren Komplexes, geom. Bed. § 67, 9, 
allg. Darst § 87, (10), Bed. des Vor- 
zeichens § 87, 6. 

Parameterdarstellung , trigonometr. der 
Ellipse u. Hyperbel § 6, (1). (6), ratio- 
nale der Punkte der Ellipse u. Hyper- 
bel § G, (101; (12), der Parabel § 6, 
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(14), der Tangenten § 18, 17; der 
Kegelschnitte in Dreieckskoord. allg. 
Form § 52, 8, im Berühr.dreieck § 62, 
6; — der gem. Koord. der Punkte 
u. Ebenen des einschal. Hyperboloids 
§ 63, (25); (26); § 82, (33), des hyper- 
bol. Paraboloids § 65, (15); § 83, (24); 
der Erzeugenden § 82, (27); § 83, (20); 
— der Tetraederkoord. der Punkte u. 
Ebenen der PI. 2. 0. im Polarbe- 
rührungstetraeder §168,(39); (40), im 
Schmiegungstetr. § 159, (26); (27), der 
Erzeugenden § 159, (17). 

Pol, einer Geraden hei der Kurve 2. Kl.^ 
Begriff u. Konstruktion § 17, 8, — u. 
Berühr.punkt § 17, 4, — u. Tangenten- 
paar § 17, 6, Koord. u. Gleichung § 17, 
(8); (6); § 46, (8-), (5'), - der Qe- 
raden eines Büschels § 17, 8; hei der 
Kurve -^. 0. § 11. IC; teilw. Vereini- 
gung für 2. 0. u. 2. Kl. § 18, 1. — 
einer Ebene hei der Fläche 2. Kl, 
Begriff § 77, 8, — u. Berühr.punkt 
§ 77, 4, — u. Berühr.kegel § 77, 5, 
Koord. u. Gleich. § 77, (7); (6); § 149, 
(3') ; (6'), — der Ebenen eines Büschels 
§ 77, 8, eines Bündels § 77, 12 ; hei 
der Fläche 2. 0. § 68, 24; teilw. Ver- 
einig, für 2. 0. u. 2. Kl. § 78, 1 ; — 
einer Ebene heim linearen Komplex 
§ 86, 6, Koord. bei allg Gleich. § 86, 
(20), bei kanon. § 87, (23). 

Polarhundel beim Kegel 2. 0. u. 2. Kl. 
§ 80, 8; für Hauptachsengl. § 84, 3; 
orthogonales — § 84, 6, V, als Rezi- 
prozität zweier Kegel § 71, 8; § 82, 15. 

Polarfeld, s. Polarsystem bei der Kurve 
2.0. 

Polare, eines Punktes hei der Kurve 2. 0., 
Begriff u. Konstruktion § 11, 7. 8, — 
u. Tangente § 11, 9, — u. Tang.paar 
§ 11, 10, — u. konjugierte Gerade 
§ 11, 11, — des Mittelp. § 11, 12, 
Koord. u. Gleichung § 11, (21); (16); 
§ 46, (3); (6), — der Punkte einer; 
Reihe § 11, 15; bei der Kurve 2. Kl. 
§ 17, 9; teilw. Vereinig, für 2. 0. u. 
2. Kl. § 18, 1; — einer Geraden hei 
der Fläche 2. 0. u. 2. Kl § 68, 15; 
§ 77, 9, 8. Polaren, reziproke. 

Polarebene, eines Punktes bei der JB lache 
2. 0., Begriff § 68, 8, — u. Tang.- 
ebene § 68, 9, — u. Berühr.kegel, 



§ 68, 10, — u. konjug. Eb. § 68, 11, 

— des Mittelpunktes § 68, 11, II, Koord. 
u. Gleich. § 68, (18). (14). § 149, (3). 
(6), — n der Punkte einer Reihe § 08, 
14, einer Ebene § 68, (28); bei der 
Fläche 2. Kl § 77, 13; teilw. Vereinig, 
für 2. 0. u. 2. Kl. § 78, 1 ; beim Kegel 
2. 0. §80, (6); heim linearen Komplex 
§ 86, 6, Koord. bei allg. Gleich. § 86, 
(19), bei kanon. § 87, (22), Konstr. 
mittels Schraubenlinie § 87, 8. 

Polargleichung der Kegelschnitte in bez. 
auf Mittelp. § 5, (2), in bez. auf Brenn- 
punkt § 5, (14). 

Polaren, reziproke bei der Fläche 2. 0, 
u, 2. Kl, Begriff § 68, 16. § 77, 9, sich 
schneidende § 68, 16, zusammenfallende 
§68, 21. §77, 10; gem. Koordinaten 
§ 68, (22), Tetraederk. § 149, (4), Gleich, 
in gem. Linienk. § 68, (28). § 77, (11), 
in Tetraederk. §149, (7); beim Ellip- 
soid u. Hyperboloid §82, (10), Rich- 
tungskosinus § 82, (11), beim Para- 
boloid § 83, 3 ; — beim linearen Kom- 
plex, Begriff § 86, 9, Bezieh, ihrer 
Koord. § 86, (24). (26). § 87, (24), zus.- 
fallende §86, 10, gemeins. Transver- 
salen § 86, 12, Projektion auf Haupt- 
ebene § 87, 9. 

Polstrahl einer Ebene beim Kegel 2. 0. 
§ 80, (6'). 

Polardreieck (Poldr., Polaren dr.) der 
Kurve 2. 0., Begriff § 46, 7, Konstruk- 
tion § 46, 8 , Beziehung zur Quadrat- 
darst. § 46, 9, der eig. Kegelschn. § 46, 
10, der Linienpaare § 46, 11, der Dop- 
pellinie §46, 12, Lage gegen den Kegel- 
schn. §49, 6. 6, mit unendl. f. Seite 
§47, 1, des Kreispunktpaares §47, 1, 
besonderes der Stufentransformation 
§ 47,2—6; Kegelschn. durch d. Ecken 
zweier — § 48, 1. 2. 3, Umkreis eines 
—es der gleichs. Hyperbel § 48, 4, ge- 
meinsames zweier Kegelschn. § 50, 2 ; 

— der ebenen Schnittkurve einer Fl. 2. 0. 
§ 149, 7, besond. d. Stufentransformation 
§ 160, 7— 10; gemeins. zweier § 156, 2. 

Polardreikant (Polarebenendreiflach, Po- 
lardreiffach) des Kegels § 149, 7. 12, IV; 
Kegel durch die Kanten zweier — e 
§ 161, 6. ■ 

Polarenzweiseit des Tang.paares d. Kurve 
2. 0. § 46, 6. 
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Polarzweiflach des TaDg.eb.paarea der 
Flache 2. 0. § 149, 6. 

Polartetraeder (Poltetr. , Polarebenen tetr.) 
der Fläche 2. 0. , Begriff § 149, 8, Kon- 
struktion § 149, 9, Beziehung zur Qua- 
dratdarst. § 149, 10, der eig. Fl. § 149, 
11, der Kegel § 149, 12, der Ebenenp. 
§ 149, 13, der Doppeleb. § 149, 14, Lage 
gegen die Fläche § 162, 8, mit unendl. 
fern. Seitenebene § 150, 1, des Kugel- 
kreises § 150, 1, besonderes der Stufen- 
transformation § 150, 2 — 6; Flächen 
durch die Ecken zweier — § 151, 2. 3, 
Kegel durch d. Kanten zweier § 151, 4; 
gemeinsames zweier Flächen § 155, 2. 

Polarsystem heim Punktepaar in gem. 
Koord. §8, 4, in Zweiecksk. § 40, 2; 
hei der eig. Kurve 2. 0, u. Kl. in gem. 
K. §18,3 — 4. 9 — 11, in Dreiecksk. 
§ 46, 4 , bei der Ellipse u. Hyperbel 
§ 20, 2. 3, Parabel §20, 14. 15; Aus- 
artung heim Linien- und Punktepaar 
§ 19, 6. § 20, 21. § 46, 5, des Kreis- 
strahlen- u. Kreispunktepaares § 20, 
22 ; hei der eig, Fläche 2. 0. u. Kl* in 
gem. K. § 78, 13, in Tetraederk. § 149, 
4. 16, beim Ellipsoid u. Hyperboloid 
§ 82, 2. 12; Paraboloid § 83, 2; Aus- 
artung heim Kegel u. Kegelschnitt § 79, 
4. § 84, 2—3. § 149, 5, des Kugelkegels 
u. Kugelkreises §84, 4. 5 ; beimEbenen- 
u. Punktepaar § 81, 8. 4; heim linearen 
Komplexe § 86, 6. § 87, 7. 

polarreziprok, Begriff in der Ebene § 20, 
11, im Räume §82, 13; — e Dreiecke 
perspektiv § 48, 5, — e Tetraeder hyper- 
boloidisch § 151, 8. 

Polzweieck d, Punktepaares^ Begriff § 40, 1, 
zugeh. Gleichungsform § 40, (4), auch 
§ 8, (21), Anzahl der — e § 40, 3, beson- 
deres der Stufentransformation § 40, 5, 
gemeinsames zweier Punktep. § 40, 7 ; 
des Schnittpimktpaares einer Geraden 
mit d. Kurve 2. 0, § 46, 6, zugeh. Glei- 
chungsform § 46, (12), besonderes der 
Stufentransf. §47, 8, gemeins. zweier 
§ 51, 1; mit der Fläche 2. 0. § 149, 6, 
zugeh. Gl.f. § 149, (18), bes. d.Stufentr. 
§ 150, 11—13, gemeins. zweier § 157, 1. 

Potenz eines Punktes in bez. auf Kreis 
§ 12, 3, Kugel § 69, 3. 

Projektive Ehenenhiischel an Erzeugenden 
des Hyperboloids § 82, 11. § 159, 5; 



— Punktreihen auf Tangente d. Kurve 
2. 0. § 13, 18. § 88, 1, auf Erzeugenden 
des Hyperboloides § 63, 10. § 169, 5; 

— Strahlhüschel an Punkten d. Kurve 
2. 0. § 6, 8. § 38, 1. 

Punkte gleicher Polare bei zwei Kurven 
2. 0. § 50, 3, bei zwei ebenen Schnitten 
§ 156, 2, — Polarehene § 156, 8, — n 
Poles bei zwei Punktepaaren § 40, 8; 
bei den Schnittp.paaren einer Geraden 
mit ein. Kurve 2. 0. § 51, 2, mit einer 
Fläche 2. 0. § 157, 2. 

Punktepaar, endliches, auf der Punktreihe 
§ 7, 1; —als Kurve 2.KI. § 19, 3. § 13, 
(59'). §30. 3; — als Fläche 2. KL §81, 
2. §104,7; s. unendl. fernes Puukte- 
paar, allgemeine Gleichung. 

Punktkoordinatengleichung der eig. Kurve 
2. Kl. § 18, (6'); der eig. Fläche 2. Kl. 
§ 78, (7'). 

Quadratdarstellung d.Punktepctares^ allg. 
§ 40, (4), durch Stufentransf. § 40, (16), 
durch orthogon.Transf. §40, (27); — der 
Kurve 2. 0., allg. § 46, (14), der kovar. 
Formen t« 46, (17), der eig. Kurven §46, 
(18). (18'), der Linienpaare § 46, (19). 
(20), der Doppellin. § 46, (21), durch 
Stufentransf. §47,(15), durch orthogen. 
Tr. § 50, 2 ; — d€r Fläche 2. 0. , allg. 
§ 149, (21), der kovar. Formen § 149, 
(25), (26), der eigenti. FL § 149, (27). 
(28), der Kegel § 149, (29). (30), der 
Ebenenpaare § 149, (31). (32), der Dop- 
peleb. § 149, (33), durch Stufentransf. 
§150, (19), durch orthog. §156, (36); 

— des Schnittpunktpaares einer Geraden 
mit der Kurve 2, 0., allg. § 46, (12), 
durch Stufentr. §47, (32), durch orthog. 
Transf. §51, (34); desSchn.p.p.mitder 
Fläche 2. 0., allg. § 149, (18), durch 
Stufentr. § 150, (62), durch orthog. 
§ 167, (20); der Schnitikurve einer 
Ebene mit der PL 2. 0., allg. § 149, 
(19), durch Stufentr. § 160, (46), durch 
orthog. § 166, (35). 

Quadratisdhe Form f mit zwei Veränder- 
lichen, Begriff § 39, 1 ; sonstiges Vor- 
kommen § 7, (2). (33); Ä in § 9, (10); 
H in § 15, (6); — mit drei V, § 41, 1 ; 
sonst § 9, (3). § 15, (1); h in § 66, (10); 
H in § 75, (4); — mit vier V. § 138, 1; 
sonst §66,(3). §75,(1); Eulerscheldentüät 
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d. qu. F. mit ewei V. § 89, (4) ; auch § 7, 
(4). §9,(12). §16,(8); — mit drei V. 
§41,(4); auch §9,(6). §15,(4). §66, 
(12); ~ mit vier F. § 138, (4); auch 
§ 66, (6). Übergang auf nicht homog. 
Form g%7, (1). (7). § 9, (1). (9). § 66, (1). (9). 

Rang des Funkiepaares § 89, 7. 8, auch 
§7,3, der Kurve 2 0. od. 2. Kl und 
der Fläche 2. 0. od. 2. Kl , Begriff aus 
der Anzahl der Doppel elemente § 18, 1, 
u. bezügl. § 78, 1 ; entsprechende geom. 
Formen § 18, 2. § 19, 8. 7 u. § 78, 2. 
§ 79, 3. § 81, 2. 6, Begriff aus der ge- 
ringsten Zahl derKoord. in d. Gleichung 
§ 42, 'A. 4. 7 u. § 139, 8. 4. 0. 9, aus der 
Anzahl der Quadrate in d. Quadrat- 
darstellung § 46, 13 u. § 149, 15, aus 
dem Verschwinden aller Unterdeter- 
minanten bestimmten Grades (Inva- 
rianten eigenscbafb) § 42, 1 u. § 139, 1 ; 
teilweise Abhängigkeit des — es des 
Schnittpunktpaares mit einer Geraden 
dem der Kurve 2. O. §44, 6. 10, der 
von Fläche § 142, 7; der Schnittkurve 
von dem der Fläche 2. 0. § 141, 7, 

1. 8, IL 10,111. 11,1V. 
Bangmerkmale beim Punktepaar § 39, 8; 

bei der Kurve 2. 0. , aufgelöste Form 
§ 19, (27), geschlossene Form § 19, (28); 
bei der Fläche 2. 0., aufgel. F. §81, 
(27). § 189, (29); geschl. F. § 81, (28). 
§ 189, (30); hei SchniUpunktpaar der 
Kurve 2. 0. mit Gerader, aufgel. F. 
§ 44, (17)-(19), geschl. § 44, (41). (43), 
mit unendl. f. Gerader, geschl. F. § 21, 
(38); hei Schnittpunktpaar der Fläche 

2. 0. mit Gerader, aufgel. F. § 142, 
(17)— (19), geschl F. § 142, (24); bei 
Schnittkurve der Fläche 2, 0. mit Ebene, 
aufgel. F. § 141, (20)— (28), geschl. F. 
§ 1«, (24). 

Eechtivinklige Strahlenpaare § 7, (40). 
§ 21, (40), — Drehungskegel § 53, (16). 
(20); 8. orthogonal. 

Eotationsflächen 2. 0., Entsteh, aus Kegel- 
sehn. § 58, 1, ihre Rot.achse § 53, 2, 
R.ellipsoid verläng. § 58, (4). (18), ab- 
geplatt. § 53, (7). (17), R.hyperboloid 
zweischal. § 53, (4). (14), einschal. § 53, 
(7). (18), R.paraboloid § 53, (5). (24), 
R.zylinder § 63, 9, R.kegel § 53, (15). 
(19), rechtwinkliger § 53, (16), gleich- 

ijtaade, FUclien sweiter Ordnung. U. 



seitiger § 64, (9); — als Reziproke der 
Kugel §82, 14; doppelte Berühr, mit 
Kugelkreis § 100, 2, allg. Bedingungen 
der Koeff. § 100, 3, allg. Gl. in Ebenen- 
koord. § 105, (31), Erzeugung durch 
gleich winkl. reziproke Bündel Anm. 1 94. 
Resiproke — Bündel § 158, 6. 7, — 
Flächen u. Komplexe § 82, (41). (42), 
— des EUipsoides u. Kegels § 82, 15, 
der Kugel § 82, 14; — Kegel (Rezi- 
prokalkegel) § 71, 8, ihre £[reisschnitte 
u. Fokallinien § 71, 9, als — im Polar- 
bündel § 82, 15. § 84, 6, V. 

Sattelförmig §115, 1. 

Schalen des Hyperboloides § 55, 7. 

Schar von Kurven 2. 0. § 32, (12), von 
Kegeln § 118, (16), von Flächen 2. 0. 
§ 120, (16). 

Scheitekrzeugende^ des einschal. Hyper- 
boloides § 63, 7, des hyperbol. Para- 
boloides § 56, 8. § 65, (6). 

Scheitellinie (Scheitelachse), des ellipt. u. 
hyperbol. Zylinders § 53, 9 ; des para- 
bolischen Zylinders § 53, 10, ihre Be- 
stimmung aus der allg. Gl. der Fläche 
2. 0. § 98, (19). (20); des Kegels § 5 1, 5. 

Scheitelgleichung d. Kegelschnitte § 2, (12). 
§ 3, (8)— (10), der Parabel aus der allg. 
Gl der Kurve 2. 0. od. 2. Kl. hergestellt 
§25,8. §29,4; der pardbol Schnitte 
allg. bergest. § 118, (24); des parahol 
Zylinders § 53, (34), allg. bergest. § 98, 
(28) ; der Paraboloide § 56, (10), allg. 
bergest. § 97, (80). § 108, (17). 

Scheitelkreis der Rotationsflächen § 53, 4. 

Scheitelpunkt der Ellipse und Hyperhel 
§ 1, 5; der Parabel § 2, 5, seine Best, 
aus der allg. Gl. der Kurve 2. 0. § 25, 
(26), der Kurve 2. Kl. § 29, (11), der 
ebenen Schnitte der Fl. 2. 0. § 118, 
(22); — der Botationsfl. § 53, 8. 5, der 
EUipsoide u. Hyperboloide § 55, 4; der 
Paraboloide § 56, 4, seine Best, aus 
der allg. Gl. d. Fläche 2. 0. § 97, (29), 
der Fläche 2. Kl. § 103, (10). 

Scheiteltangentialebene § 56, 8. 

Schmiegungstetraeder , Begriff § 159, 1, 
zugehör. Gleichungsform § 159, (4), 
auch § 74, (33). 

Schnittpunktpaar einer Geraden mit der 
Kurve 2. 0., allg. Begriff § 9, 8, allg. 
Gleichung auf der Ger. in gem. Punkt- 

G4 
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koord. § 10, (4), in Yerhältniskoord. 
§ 10, (7), in Zweieckskoord. § 44, (7), 
in gem. Linienkoord. (Kurve 2. Kl.) 
§ 16, (14), in Dreieckslin.koord. § 46, 
(17), unbestimmtefl § 44, 9; mit der 
Fläche 2. 0., allg. Begriff § 66, 9, allg. 
Gl. anf d. Ger. in gem. P.koord. § 67, 
(4), in Yerhältniskoord. § 67, (7), in 
Zweieckskoord. § 142, (7), in Ebenen- 
koord. § 148, (13); unbestimmtes § 142, 
9; mit dem ebenen Schnitt einer Fl. 
2. 0., allg. Gl. auf d. Ger. in gem. 
P.koord. § 106, (8), in Verh.k. § 106, 
(12); B. Rang, Spezies, usw. 

SchnitGcwrve einer Ebene mit der Fläche 
2. 0., allg. Begriff § 66, 8, aUg. Glei- 
chung in der Ebene in gem. P.koord. 
§ 108, (12), in Dreiecksk. § 141, (7), in 
gem. Ebenenk. (Fl. 2. Kl.) § 76, (12), 
in Tetraed.eb.k. § 148,(8), inStrahlen- 
koord. § 148, (11); unbestimmte § 107, 
9. § 141, 11; 8. Rang, Spezies, Mittel- 
punkt usw.; auch Anm. 184. 

Schniitlinienpcuur einer Ebene mit dem 
Kegel 2. 0. im Bflndel § 80, 2. 

Schratibenlinie^ Begriff, Achse, R-adius, 
Ganghöhe, Steigwinkel § 67, 2, Para- 
meterdarst. § 67, 3, pos. u. neg. ge- 
wundene § 67, 4, Transformation in 
sich § 67, 6, Tangente § 67, 8, Schmie- 
gungsebene § 87, 8. 

Schräge Abstände von einer Geraden 
§ 120, 1. 

Sechseck (Pascalsches), Sechsseit (Brian- 
chonsches) Begriff § 37, 1, Konstruktion 
§ 37, 2, Bezieh, zum Kegelschnitt 
§ 37, 4 — 7, sechzig — e aus 6 Punkten 
§ 62, 10, Yertauschung d. gerad. Ecken 
§ 62, 11, Steinersche Punkte § 62, 11, 
als harmonische Pole § 160, 10, 1. 

Sechsseit auf dem Hyperboloid, als Brian- 
schonsches § 63, 13, als Pascalsches 
u. Brianchonsches § 160, 1—3, sechs- 
fache Auffassung als Sechseck oder 
Secbsflach § 160, 4, Pascalebenen und 
Brianchonpunkte § 160, 6, als Polar- 
ebene u. Pol § 160, 7, Steinersche Ge- 
rade § 160, 9, Übergang auf Kegel u. 
Kegelschnitt § 160, 10. 

Sehne der Kurve od. Fläche 2. 0., Be- 
griff § 10, 1. § 67, 1 ; Mittelp. u. Rich- 
tung § 11, 1. § 68, 1; Ort der Mittelp. 
paralleler —n § 11, 2. § 68, 2. 



Singulärer Punkt, 8. Doppelpunkt. 

Spezies des PunktepoLores § 40, 4, Merk- 
male § 40, (42) ; — der Kurve 2, 0., 
Begriff § 49, 2, Merkmale in aufge- 
löster Form § 49, (18), in geschlossener 
§ 60, (88), geom. unterschiede § 49, 
3. 6. 7; — der Fläche 2, 0., Begriff 
§ 162, 4, Merkmale in aufgel. Form 
§ 162, (36), in geschl. § 166, (41), geom. 
Unterschiede § 162, 6. 8. 9. 10. 13; — 
des Schnittpunktpaares einer Geraden 
mit der Kurve 2. 0,, Merkmale in 
aufgel. F. § 49, (20), in geschl. § 61, 
(36), teilw. Abhängigkeit § 49, 11, die 
Gerade fällt in eine Koord.achse § 61, 
16, ist unendl. f. Gerade § 21, (38). 
§ 61, 17; — des Sehnittpunktpaares 
einer Geraden mit der Fläche 2. O., 
Merkmale in aufgel. F. § 164, (9). (10), 
in geschl. § 167, (21), teilw. Abhängig- 
keit § 164, 3, die Gerade fällt in eine 
Kord.ebene § 167, 16, in die unendl. 
f. Ebene § 167, 16; — eines ebenen 
Schnittes der Fl. 2. 0., Merkmale in 
aufgel. F. § 163, (21), Zeilen vor sehr., 
in geschl. § 166, (38), teilw. Abhängig- 
keit § 163, 7, die Ebene wird Koord.- 
ebene § 166, 19, wird unendl. fem. 
Ebene § 166, 20. § 93, (3). 

Sphärische Kegelschnitte § 64, 6. 

StabmodeUe s. Fadenmodelle. 

StrahUngewinde s. linearer Komplex. 

Stufentransformaüon der quadr. Form 
§ 40, (16). § 47, (13). § 160, (17). 

TangenU der Kurve 2. 0., Begriff § 10, 3, 
Gleichung in gem. Koord. § 10, (14). 
(17). (18), in Dreiecksk. § 46, (7), als 
Polare § 11, 9, inzidente — § 46, 5, 
beim ELreis § 12, 6, bei Ellipse, Hy- 
perbel, Parabel § 13, 2. 11, Konstruktion 
§ 13, 6. 12, Winkel mit Brennstrahlen, 
direkt § 13, 4. 13, mittels senkr. härm on. 
Polaren § 20, 6, IL 18, mittels ellipt 
u. parabol. Koord. § 38, (20). § 36, (18), 
Yerallgemeinerung auf den Raum § 131, 
a. 4. § 136, 8, Abschnitte auf Asym- 
ptoten § 18, 9, Abstandsprodukt von 
d. Brennpunkten § 13, 8, in Endpunkten 
konjug. Durchmesser § 14, 8; d. Kurve 
2. KL („Gerade d. K. 2. Kl.**) § 16, 1 ; 
— der Fläche 2. 0., Begriff § 67, 3, 
einfache und stationäre (Inflezions — , 
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Haupt — ) § 67, 8. § 144, 1, Beding, 
für Richtcosinus § 67, (18), für zwei 
Punkte einer — § 67, (16). § 144, 4, 
für zwei Ebenen § 144, 3, für die 
Linienkoord. § 144, 2, — (Spitzen- 
Btrahl) beim Kegel § 144, (16). § 146, 
(14), — (Achsentransyersale) beim 
Ebenenpaar § 144, (18), Transversal — 
zweier — n § 146, 4; Ort ihrer Berühr.- 
punkte § 146, 5, ihre harmon. Teilung 
§ 146, 6; gemeinsame — zweier konf. 
Flachen § 122, 4 ; — der Fläche 2. Kl., 
Begriff § 76, 2; — der Schraubenlinie 
§ 67, 8. 

TangentenptMr an Kurve 2. 0. od. 2. Kl. 
§ 10, (21). (28). § 16, 1. 2, an Ellipse, 
Hyperbel, Parabel § 18, 7. 16, Haupt- 
achsen § 20, 4, IL § 32, 13, m. § 84,11, 
Hauptachsengleichung § 83, (19). § 36, 
(17), Ort der Scheitel solcher — e, die 
rechtwinklig sind § 18, 8. I. 16, 1. § 33, 
(22). § 36, (21), die Kreisstrahlenpaare 
sind § 18, 8, H. § 16, II. § 88, (28). § 86, 
(22), die gegeb. Winkel ta bilden § 88, 
(24), System der — e an konfokales 
System § 33, 9. § 36, 7. 

Tangentialebene der Fläche 2, 0., Begriff 
§ 67, 4, Gleichung in gem. Koord. § 67, 
(16). (17). (18), in Tetraederk. § 148, 
(6), als Polarebene § 68, 9, als Ebene 
mit Doppelp. der Schnittkurve § 106, 6, 
einfache, stationäre, inzidente § 143, 1, 
als Ebene durch Erzeugende § 146, 1, 
Erzeugende in einer — § 67, 8. § 148, 
3; — bei Kugel § 69, 6, bei EUipsoid, 
Hyperboloid, Paraboloid § 70, 2. 9, in 
Endp. konjug. Durchmesser § 72, 3. 
§ 73, 2, beim Kegel § 71. 2, Spitzeneb. 
u. Station. — beim Kegel § 143, 4. 6. 
einf., stat., inzid. — beim Ebenenpaar, 
§ 148, 6. 7 ; — bei d. Fläche 2. Kl. 
(„Ebene der Fl. 2. Kl.") § 76, 1. 

Tangentialebenetipaar an Kegel 2. 0. u. 
2. KL § 71, 6. § 80, (8'), Hauptebenen- 
gleichung § 119, (17), Ort d. Scheitel- 
linien solcher — e, die rechtwinkl. sind 
§119, (24), die von d. Gleich. t]'+2:'=0 
sind § 119,(26); an Fläche 2, Kl § 76, 1, 
Hauptebenenproblem § 122, 7. 

Tetraeder, ein- oder umbeschrieb, einer 
Fläche 2. 0. § 151, 8,11. polarreziproke 
§ 151, 8, L 

Transformation, allgemeine des Punkte- 



paares in gem. Koordinaten § 7, 2, in 
Zweieckskoord. § 39, 4; der Kurve 
2. 0. u. 2. KL von rechtw. auf schiefw. 
Koord. § 9, 7 u. § 16, 4, von einem 
Koord.dreieck auf ein neues § 41, 6. 
11, Beziehung zwischen alten u. neuen 
Koeffizienten, ihren Determin. u. Unter- 
det. § 41, (20). (25),.gleichzeitige Transf 
der ko Varianten Form § 41, (23), Über- 
gang auf gemeine Koord. § 41, 12; 
der Fläche 2. 0. u. 2. Kl. von rechtw. 
auf schiefw. Koord. § 66, 7 u. § 76, 4, 
von einem Koord. tetraeder auf ein 
neues § 188, 5. 12, Beziehung zwischen 
alten u. neuen Koeffizienten, ihren 
Determ. u. Unterdet. § 138, (28). (32), 
gleichz. Transf. der kovar. Formen 
§ 138, (80), Überg. auf gem. Koord. 
§ 138, 18; des linearen Komplexes von 
rechtw. auf schiefw. Koord. § 86, 2. 
TraTisformation, gleichzeitige von Kegel- 
schnitt u. einer oder zwei Geraden auf 
ein neues Koord.di*eieck § 43, 1, Be- 
ziehung zwischen alten u. neuen ge- 
ränderten Determinanten § 43, (10), (16) 
u. geränderten Unterdet. § 43, (28); von 
Fläche 2,0 ti. einer od, mehr Ebenen 
auf ein neues Koord.tetraeder § 140, 1, 
Beziehung zwischen alten u. neuen ge- 
ränderten Det. § 140, (9). (14). (81) u. 
geränd. Unterdet. § 140, (26). (40). (46). 

Uneigetiiliche Kurven 2. 0. od. 2. Kl. 
§ 42, 3; — Kegel 2. 0. od. 2. Kl, 
§ 42, 9. §80,9; ~ Flächen 2. 0. od. 
2. KL § 139, 8. 

Unendlich ferne Ebene, als Tang.eb. der 
Paraboloide § 70, 10, als Einteil.grund 
der Fl. 2. Kl. § 101, (6). (16). 

Unendlich ferne Gerade^ als Tangente der 
Pai-abel § 2, 9. § 13, 14, als Einteil, 
grund der Kurven 2. Kl. § 27, 2. 

Unendlich fernes Punktepaar, selbstän- 
diges, Gleich, in Punktkoord. auf der 
u. f. Geraden § 7, (33), in der Ebene 
§ 13, (58), in Link. § 18, (57'), als 
Kurve 2. Kl. § 20, (65'). § 29, (18). 
§ 30, (16), seine Polarentheorie § 20, 
21, als FDlche 2. Kl. § 71, (38). § 104, 
(31); der Ellipse, Hyperbel, Parabel 
§ 1, 7. § 2, 9; der Kurve 2. 0. § 9, (25), 
Arten desselben § 21, 14, als Eintei- 
lungsgrund der Kurven 2. 0. § 26, (2) 
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